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Продолжаются исследования автора по теории правильных функций и *-интеграла. Изучается воз-

можность представления правильной функции в виде суммы непрерывной справа и непрерывной

слева функций (rl-представимости). Доказывается предельная теорема для *-интеграла, позволяю-

щая приближать разрывные интегрируемую и интегрирующую функции последовательностями аб-

солютно непрерывных функций. Доказана новая теорема о δ-корректности решения обыкновенного

линейного дифференциального уравнения с обобщенными функциями в коэффициентах, определя-

емого с помощью квазидифференциального уравнения. Получена формула для вычисления полной

вариации неопределенного *-интеграла от σ-непрерывной функции по функции ограниченной ва-

риации, обобщающая известную формулу для полной вариации абсолютно непрерывной функции.
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В статье автора [1] изучаются свойства правильных и σ-непрерывных функций, введе-

но понятие *-интеграла типа Стилтьеса, позволяющего интегрировать разрывные σ-непре-

рывные функции по разрывным функциям ограниченной вариации, установлены основные

свойства *-интеграла. Здесь продолжаются эти исследования. Изучается возможность пред-

ставления правильной функции в виде суммы непрерывной справа и непрерывной слева

функций (rl-представимости). Это свойство используется затем для доказательства специ-

фической предельной теоремы для *-интеграла, которая позволяет приближать разрывные

интегрируемую и интегрирующую функции последовательностями абсолютно непрерыв-

ных функций. Указанная предельная теорема позволила доказать новую теорему о δ-кор-

ректности решения обыкновенного линейного дифференциального уравнения с обобщен-

ными функциями в коэффициентах, определяемого с помощью квазидифференциального

уравнения.

В статье также получена формула для вычисления полной вариации неопределенно-

го *-интеграла от σ-непрерывной функции по функции ограниченной вариации, которую

можно рассматривать как обобщение известной формулы для полной вариации абсолютно

непрерывной функции.

§ 1. Функциональные пространства

1
◦. Всюду ниже рассматриваются функции x : [a, b] → R, определенные на фиксированном

отрезке [a, b] вещественной оси. Иногда требуется продолжить эти функции влево от t = a
и вправо от t = b по следующему правилу:

x(t) = x(a) для t < a, x(t) = x(b) для t > b. (1.1)

Будем делать это без дополнительных оговорок.

Множество непрерывных функций (ограниченных функций) с нормой ‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|
(
‖x‖ = sup

t∈[a,b]

|x(t)|
)

как обычно, обозначаем C = C[a, b]
(
M = M[a, b]

)
. Через BV =

= BV[a, b] обозначим банахово пространство функций ограниченной вариации с нормой
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‖x‖ .
= |x(a)|+

b∨
a

(x). Иногда удобнее использовать норму ‖x‖∗ .
= sup

t∈[a,b]

|x(t)|+
b∨
a

(x). Нетруд-

но убедиться, что
1

2
‖x‖∗ 6 ‖x‖ 6 ‖x‖∗, поэтому обе нормы эквивалентны.

Обозначим σs(x) = x(s+)−x(s−)
(
σ+
s (x) = x(s+)−x(s), σ−

s (x) = x(s)−x(s−)
)

— скачок

(соответственно, правый скачок, левый скачок) функции x(·) в точке s ∈ [a, b]. Как известно

(см., например, [2, c. 9, 22]), функция ограниченной вариации может быть представлена

в виде суммы

x(t) = xc(t) + xd(t) (xc, xd ∈ BV), где (1.2)

xd(a) = 0, xd(t) =
∑

s∈T (x)

σs(x)hs(t) + σ−

t (x) (t > a) — (1.3)

функция скачков (дискретная часть), а xc(t) = x(t) − xd(t) — непрерывная часть функ-

ции x(·); выше T (x) означает множество точек разрыва функции x(·), а hc(·) — единичная

функция, hc(t) =





0 для t 6 c (a 6 c < b),
1 для t > c (a < c < b),
1 для t = b (c = b).

Ввиду соглашения xd(a) = 0 выполняет-

ся равенство xc(a) = x(a). В силу этого представление функции ограниченной вариации

в виде (1.2) единственно. При этом (см., например, [2, c. 26])

b∨

a

(x) =

b∨

a

(xc) +

b∨

a

(xd),

b∨

a

(xd) =
∑

s∈T (x)

(
|σ−

s (x)|+ |σ+
s (x)|

)
.

Если T (x) — счетное множество, T (x) = {c1, c2, . . .}, то предполагаем нумерацию его эле-

ментов фиксированной; говорим также: определенно занумерованное множество; изменив

нумерацию, получаем другое определенно занумерованное множество.

Пусть x ∈ BV, xπ(0)
.
= 0, xπ(t)

.
=

t∨
a

(x) (t > a), xν(t)
.
= xπ(t) − x(t); тогда xπ(·),

xν(·) — возрастающие функции (см. теорему 2.6 в [2, c. 20]). Таким образом, функцию

ограниченной вариации можно представить в виде разности возрастающих функций, а как

показано в статье [3], ее также можно представить в виде суммы x(t) = x+(t) + x−(t),

где x+(·)
(
x−(·)

)
непрерывна справа (слева), причем

b∨
a

(x) =
b∨
a

(x+) +
b∨
a

(x−). Кроме того,

в дальнейшем понадобится следующее утверждение, также доказанное в [3].

Утверждение 1. Пусть xn(t) → x(t) (n → ∞, t ∈ [a, b]) и
b∨
a

(xn) 6
b∨
a

(x) (n ∈ N). Тогда

b∨
a

(xn) →
b∨
a

(x) (n → ∞).

Рассмотрим векторное пространство H = H[a, b] функций x ∈ BV, имеющих представ-

ление (1.3); в H определим норму: ‖x‖ =
∑

s∈T (x)

(
|σ−

s (x)|+ |σ+
s (x)|

) (
=

b∨
a

(x)

)
. Соответствие

(
x ∈ H

)
⇄ a(x) = σ(x)

.
=
(
σ−

c1
(x), σ+

c1
(x), σ−

c2
(x), σ+

c2
(x), . . .

)
∈ l

между H и пространством последовательностей l, очевидно, является изометрическим изо-

морфизмом, так что H — банахово пространство, подпространство BV.
Обозначим CBV

.
= C

⋂
BV с нормой ‖x‖CBV

.
= ‖x‖∗; CBV — банахово пространство

и, следовательно, подпространство банахова пространства BV. В силу единственности

представления (1.2) BV = CBV ∔H.
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Положим CH
.
= CH[a, b]

.
= C[a, b]+̇H[a, b]; элементы x ∈ CH, таким образом, одно-

значно представимы в виде (1.2), где xd ∈ H, а непрерывная функция xc(·) теперь может

иметь бесконечную полную вариацию; положим также ‖x‖CH

.
= sup

t∈[a,b]

|x(t)| +
∑

t∈T (x)

|σt(x)|;

CH — банахово пространство относительно этой нормы. Очевидно, имеет место теоретико-

множественное включение BV ⊂ CH.

Как обычно, обозначим через AC = AC[a, b]
(
⊂ BV

)
банахово пространство абсолют-

но непрерывных функций с нормой ‖x‖ = |x(a)| +
∫ b

a

|x′(t)| dt
(
= |x(a)|+

b∨
a

(x)

)
; AC —

подпространство BV.

2
◦. Пусть R = R[a, b] — банахово пространство правильных функций — функций, имеющих

конечные односторонние пределы x(a+), x(b−), x(t+), x(t) (t ∈ (a, b)). По поводу таких

функций см. [1, 2, 4–9]. Ясно, что функции из C, BV, CH, — правильные.

Пример 1. Пусть α — вещественный параметр, числовая последовательность {tn}∞n=1 тако-

ва, что t1 < 1, tn+1 < tn, n = 1, 2, . . . , tn → +0. Полагаем xα(0) = 0, xα(t) =
t− tn+1

tn − tn+1
tn для

tn+1 < t < tn, xα(tn) = αtn, n = 1, 2, . . . .

Если ряд
∞∑
n=1

tn сходится, то xα ∈ BV[0, 1]

(
1∨
0

(xα) = 2
∞∑
n=1

tn при α ∈ [0, 1]

)
; пусть

этот ряд расходится. Тогда согласно [2, c. 58] xα ∈ R[0, 1] \ BV[0, 1]; здесь даже xα ∈
∈ R[0, 1] \CH[0, 1].

При α = 1 получаем непрерывную слева функцию, при α = 0 она становится непрерыв-

ной справа, при 0 < α < 1 ее значение в точке разрыва находится строго между пределами

слева и справа, при α < 0 и α > 1 значения функции в точке разрыва выходят за пределы

отрезка [xα(t−), xα(t+)]. Важно, что при любых α xα(tn) → 0 (n → ∞); если это условие

нарушить, функция перестанет быть правильной. Отметим также, что функция останется

правильной, если изменить ее значения в конечном числе точек.

Обозначим N = N[a, b] — множество ограниченных функций x : [a, b] → R, имеющих

не более чем счетное множество T (x) точек разрыва. Очевидно, N — векторное простран-

ство; снабдив его нормой ‖x‖ = sup
t∈[a,b]

|x(t)|, получим банахово пространство [1, 8]. Функ-

ции x ∈ N[a, b] будем называть σ-непрерывными. В [1] показано, что σ-непрерывные функ-

ции RS-интегрируемы по непрерывным функциям ограниченной вариации. Более того,

пара
(
N, CBV

)
— точная RS-пара [8].

Отметим, что имеют место строгие (теоретико-множественные) включения:

AC ⊂ CBV ⊂ BV, H ⊂ BV ⊂ CH ⊂ R ⊂ N ⊂ R ⊂ M,

причем подчеркнутые включения являются также вложениями банаховых пространств.

§ 2. Об rl-представимости правильных функций

1
◦. По аналогии с CH определим более широкое векторное пространство

(
⊂ R

)
. Пусть

T = {c1, c2, . . .} — не более чем счетное, определенно занумерованное множество; трой-

ка (y, T, a) такова, что y(·) пробегает пространство C; a = (a1, a2, . . .) пробегает банахово

пространство cs
.
=

{
x = (x1, x2, . . .) : ряд

∞∑
k=1

xk сходится, ‖x‖ .
= sup

n

∣∣∣∣
n∑

k=1

xk

∣∣∣∣
}

[10, c. 260].
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Векторное пространство функций вида x(t)
.
= y(t) + z(t), где

z(a) = 0, z(t)
.
=
∑

cj<t

sj + pt, pj
.
= a2j−1, qj

.
= a2j , sj

.
= pj + qj ,

j = 1, 2, . . . , (при t /∈ T pt = qt = st = 0),

(2.1)

обозначим Cs = Cs[a, b]. Тогда xc(t) = y(t), T (x) = T , σ−
cj
(x) = a2j−1, σ+

cj
(x) = a2j ,

j = 1, 2, . . . , σ(x) = a. Заметим, что ряд в (2.1) может сходиться и неабсолютно.

По построению имеет место (теоретико-множественное) включение Cs ⊂ R.

2
◦. Назовем функцию x : [a, b] → R rl-представимой (имеющей rl-представление), если

x(t) = x+(t) + x−(t), где x+(·)
(
x−(·)

)
непрерывна справа (слева). Само по себе rl-предста-

вление функции еще не гарантирует ее правильности.

Пример 2. Пусть T (x)
.
= {0, . . . , tn+1, tn, . . . , t2, t1 = 1}, tn+1 < tn, tn → 0 (n → ∞),

x(t) =

{√
1− t2 для − 1 6 t 6 0,

(−1)n для tn+1 < t 6 tn, n = 1, 2, . . . .

Очевидно, x(·) — непрерывна слева, значит, rl-представима (второе слагаемое — нуле-

вое), однако x /∈ R (так как не существует x(0+)).

Обозначим RL = RL[a, b] — векторное пространство правильных rl-представимых

функций. Как отмечалось выше, BV ⊂ RL, а так как H ⊂ BV, то и CH ⊂ RL. Легко

также убедиться, что выкладки работы [3] (кроме относящихся к доказательству равенства

вариаций) остаются справедливыми и для функций из Cs, так что и Cs ⊂ RL.

Перечисленными подмножествами RL не исчерпывается. Так, функция x0(·)
(
x1(·)

)

из примера 1, при расходимости указанного там ряда, принадлежит множеству RL \ Cs
(она сама непрерывна справа (слева)). Укажем более широкий класс функций, лежащий

в RL \ Cs.
Пусть x ∈ R. Функция y(t) = x(t+)

(
y(t) = x(t−)

)
, очевидно, непрерывна справа (сле-

ва). Положим (Wx)(t)
.
= x(t)− 1

2

(
x(t+) + x(t−)

)
. Легко видеть, что в точках непрерывно-

сти x(·) (Wx)(t) = 0, а при s ∈ T (x) (Wx)(s) = x(s)− 1

2

(
x(s+)+x(s−)

)
= σ−

s (x)−σ+
s (x)

.
=

.
= δs(x).

Обозначим векторное пространство функций, отличных от тождественного нуля разве

лишь на не более чем счетном множестве, H̃ = H̃ [a, b]. Тогда

W : R → H̃, (Wx)(t) =

{
δt(x) для t ∈ T (x),

0 для t ∈ [a, b] \ T (x).

Так как x(t) =
1

2
x(t+)+

1

2
x(t−) + (Wx)(t), то для доказательства принадлежности x ∈ RL

достаточно доказать. что Wx ∈ RL.

Пусть x ∈ R. Если T (x) — конечное множество, то можно считать, что x ∈ CH и, следо-

вательно, допускает rl-представление. Поэтому в дальнейшем считаем T (x) счетным мно-

жеством. Пусть множество T (x) = {t1, t2, . . .} имеет только одну предельную точку t∗.
Не ограничивая общности, можно считать, что последовательность {tn}∞n=1 — убывающая

и tn → t∗+ (как это имеет место в примере 1); если это не так, то расуждения очевидным
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образом видоизменяются. Пусть далее t
′

n > tn, (tn, t
′

n)
⋂
T (x) = ∅; (так как tn — изолиро-

ванная точка, то такая t
′

n найдется); полагаем

rn(t) =






0 для t < tn и t > t
′

n,

δtn(x)
t− t

′

n

tn − t′n
для tn 6 t < t

′

n,
ln(t) =






0 для t 6 tn и t > t
′

n,

−δtn(x)
t− t

′

n

tn − t′n
для tn < t < t

′

n;

по построению функции rn(·)
(
ln(·)

)
(n = 1, 2, . . .) непрерывны справа (слева). Так как

(Wx)(·) — правильная функция, то

δtn(x) → 0, а значит, rn(t), ln(t) ⇒ 0 (n → ∞). (2.2)

Кроме того, в окрестности tn

rn(t) + ln(t) =

{
δtn(x) для t = tn,

0 для t 6= tn.

Полагаем далее y+(t) =
∞∑
n=1

rn(t), y−(t) =
∞∑
n=1

ln(t). Заметим, что в каждой из сумм при

каждом t ∈ [a, b] имеется только одно, отличное от тождественного нуля, слагаемое;

y+(·)
(
y−(·)

)
непрерывнa справа (слева); в силу (2.2) в точке t∗ обе функции непрерыв-

ны. Очевидно также, что y+(t) + y−(t) = (Wx)(t), поэтому x(t) =
(1
2
x(t+) + y+(t)

)
+

+
(
y−(t) +

1

2
x(t−)

)
, то есть x ∈ RL.

Случай, когда множество T (x) точек разрыва правильной функции x(·) имеет только

конечное число m предельных точек сводится к рассмотренному случаю разбиением T (x)
на m последовательностей, сходящихся каждая к своей предельной точке, так что в итоге

оказывается, что x ∈ RL. Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть Q .
= {x ∈ R : T (x) имеет только конечное число предельных точек}.

Тогда Q ⊂ RL.

3
◦. Совпадают ли RL и R, или R \ RL 6= ∅? Вопрос пока остается открытым.

Приведем в заключение пример правильной функции x(·), разрывной во всех рацио-

нальных точках, T (x) = Q
⋂
(0, 1), но имеющей rl-представление, несмотря на расходи-

мость ряда скачков (заметим, что здесь T (x) даже всюду плотно на [0, 1]).
В нижеследующей таблице размещены все рациональные числа интервала (0, 1) по од-

ному разу. В строке с номером m находятся правильные дроби с числителем m, при этом

числа, которые уже размещены в предыдущих строках (или в данной строке ранее) пропу-

щены (например, во второй строке пропущены все дроби с четным знаменателем, в тре-

тьей — со знаменателем, кратным трем и т. д.)

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

. . .

2
3

2
5

2
7

2
9

2
11

. . .

3
4

3
5

3
7

3
8

3
10

. . .

4
5

4
7

4
9

4
11

4
13

. . .

5
6

5
7

5
8

5
9

5
11

. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Обозначим элемент этой таблицы, стоящий в строке с номером m и в столбце с номе-

ром n через tmn. Заметим, что ряды
∞∑
n=1

tmn, m = 1, 2, . . . , расходятся. Построим функ-

ции xm(αm, ·) (αm ∈ R, m = 1, 2, . . .) по типу примера 1. По построению функция xm(αm, ·)
разрывна в точках tmn (n = 1, 2, . . .) и непрерывна в остальных точках отрезка [0, 1]
(m = 1, 2, . . .). Отметим, что в каждой рациональной точке интервала (0, 1) разрывна одна

и только одна из функций xm(αm, ·). При этом xm(αm, ·) ∈ RL (m = 1, 2, . . .).

Пример 3. Полагаем x(α, t)
.
=

∞∑
m=1

xm(αm, t)

2m
(
α = (α1, α2, . . .)

)
. Ряд равномерно сходится,

поэтому x(α, ·) непрерывна во всех иррациональных точках и разрывна во всех рациональ-

ных точках (из (0, 1)). При этом x(α, ·) ∈ RL.

Как уже было отмечено, xm(αm, t) =
(
xm

)
+
(αm, t) +

(
xm

)
−
(αm, t). Поэтому достаточ-

но положить x±(α, t)
.
=

∞∑
m=1

(
xm

)
±
(αm, t)

2m
. Так как ряды равномерно сходятся, то отсюда

получаем нужное представление.

§ 3. *-интеграл

1
◦. Пусть x ∈ N[a, b], g ∈ BV[a, b], a < b. Положим

(∗)
∫ b

a

x(t) dg(t)
.
=

∫ b

a

x(t) dgc(t) +
(
x(a)σ+

a (g) +
∑

t∈T (g)
⋂
(a,b)

x(t)σt(g) + x(b)σ−

b (g)
)
. (3.1)

Первое слагаемое в правой части (3.1) представляет собой интеграл Римана–Стилтьеса

по отрезку [a, b]. Как было отмечено выше, σ-непрерывные функции RS-интегрируемы

по непрерывным функциям ограниченной вариации. В силу конечности полной вариации

функции g абсолютно сходится ряд
∑

t∈T (g)
⋂
(a,b)

σt(g), а из ограниченности функции x
(
и, сле-

довательно, ограниченности последовательности {x(t)}t∈T (g)
⋂
(a,b)

)
следует и абсолютная

сходимость ряда в (3.1).

*-интеграл (∗)
∫ b

a

x(t) dg(t) введен и изучен в [1]. Для удобства ссылок приведем здесь

(без доказательства) некоторые утверждения из [1].

Теорема 2. Пусть xn ∈ N[a, b], n ∈ N, xn(t) ⇒ x(t) (n → ∞), g ∈ BV[a, b]; тогда

lim
n→∞

(∗)
∫ b

a

xn(t) dg(t) = (∗)
∫ b

a

x(t) dg(t). (3.2)

Теорема 3. Пусть xn, x ∈ N[a, b], ‖xn‖ 6 M , n ∈ N, xn(t) → x(t), t ∈ [a, b] (n → ∞),
g ∈ BV[a, b]. Тогда имеет место предельное соотношение (3.2).

Непосредственно из доказательства теоремы 11 из [1] легко усматривается следующая

модификация теоремы Хелли.

Теорема 4. Пусть x ∈ N[a, b], существует константа V > 0 такая, что
b∨
a

(gn) 6 V ,

n = 1, 2, . . . , имеет место сходимость

(
gn
)
d
(t) → gd(t),

(
gn
)
c
(t) → gc(t) (n → ∞), (3.3)
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и ряд
∑

t∈T

∣∣σt(gn)
∣∣

(
T

.
=

∞⋃

n=1

T (gn)
)

(3.4)

сходится равномерно относительно n ∈ N. Тогда справедливо предельное соотношение

lim
n→∞

(∗)
∫ b

a

x(t) dgn(t) = (∗)
∫ b

a

x(t) dg(t).

2
◦. Ввиду обнаруженной неточности в формулировке теоремы 7 из [1] и ее доказатель-

стве приводим исправленный вариант с полным доказательством. Пусть x ∈ CH[a, b],
g ∈ BV[a, b]; тогда имеет смысл выражение в правой части равенства

(∗)
∫ b

a

g(t) dx(t)
.
=

∫ b

a

g(t) dxc(t) +
(
g(a)σ+

a (x) +
∑

t∈T (x)
⋂
(a,b)

g(t)σt(x) + g(b)σ−

b (x)
)
, (3.5)

что и оправдывает его обозначение в виде *-интеграла.

Теорема 5. Пусть x ∈ CH[a, b], g ∈ BV[a, b]; тогда имеет место равенство (формула

интегрирования по частям)

(∗)
∫ b

a

x(t) dg(t)+(∗)
∫ b

a

g(t) dx(t) = x(t)g(t)
∣∣∣
b

a
−

∑

t∈T (x)
⋂

T (g)

(
σ+
t (x)σ

+
t (g)−σ−

t (x)σ
−

t (g)
)
. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду соглашения (1.1), σ+
a (x) = σa(x), σ

−

b (x) = σb(x); с учетом

этого внеинтегральные слагаемые в (3.1) и (3.5) могут быть записаны соответственно в виде∑
t∈T

x(t)σt(g),
∑
t∈T

g(t)σt(x) (причиной, по которой эти упрощения в записи не были сдела-

ны сразу при определениях (3.1), (3.5), является необходимость рассматривать интегралы

с переменными пределами, см., например, ниже § 4).

Из определений (3.1), (3.5) (с учетом упрощений) и представлений (1.2) и (1.3) имеем

(∗)
∫ b

a

x(t) dg(t) + (∗)
∫ b

a

g(t) dx(t) = F +G +H, (3.7)

где обозначено

F
.
=

∫ b

a

xc(t) dgc(t) +

∫ b

a

gc(t) dxc(t)
(
= gc(t)xc(t)

∣∣∣
b

a

)
,

G
.
=

∫ b

a

xd(t) dgc(t) +

∫ b

a

gd(t) dxc(t), H
.
=
∑

t∈T

x(t)σt(g) +
∑

t∈T

g(t)σt(x).

В силу формулы интегрирования по частям для интеграла Стилтьеса [2, c. 34] и формулы

для вычисления этого интеграла [2, c. 53]

∫ b

a

xd(t) dgc(t) = xd(t)gc(t)
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

gc(t) dxd(t) = xd(b)gc(b)−
∑

t∈T

gc(t)σt(x);

аналогично

∫ b

a

gd(t) dxc(t) = gd(t)xc(t)
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

xc(t) dgd(t) = gd(b)xc(b)−
∑

t∈T

xc(t)σt(g).
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Складывая два последних равенства, получаем

F +G = gc(t)xc(t)
∣∣∣
b

a
+ xd(t)gc(t)

∣∣∣
b

a
+ gd(t)xc(t)

∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

gc(t) dxd(t)−

−
∫ b

a

xc(t) dgd(t) = g(t)x(t)
∣∣∣
b

a
− gd(b)xd(b)−

∑

t∈T

gc(t)σ(x)−
∑

t∈T

xc(t)σt(g) =

= g(t)x(t)
∣∣∣
b

a
−H + S, где S

.
=
∑

t∈T

(
gd(t)σt(x) + xd(t)σt(g)

)
− gd(b)xd(b).

Согласно формуле (1.2), с учетом наших соглашений, xd(b) =
∑
t∈T

σt(x), gd(b) =
∑
t∈T

σt(g);

xd(t) =
∑

s∈T, s<t

σs(x) + σ−

t (x), gd(t) =
∑

s∈T, s<t

σs(g) + σ−

t (g). Подставив эти выражения в S,

получим

S =
∑

t∈T

σt(x)

(
∑

s∈T, s<t

σs(g) + σ−

t (g)

)
+
∑

t∈T

σt(g)

(
∑

s∈T, s<t

σs(x) + σ−

t (x)

)
−

−
∑

t∈T

σt(g)

(
∑

s∈T, s<t

σs(x) + σt(x) +
∑

s∈T, s>t

σs(x)

)
=
∑

t∈T

σt(x)
∑

s∈T, s<t

σs(g) +

+
∑

t∈T

σt(g)
∑

s∈T, s<t

σs(x) +
∑

t∈T

σt(x)σ
−

t (g) +
∑

t∈T

σt(g)σ
−

t (x)−

−
∑

t∈T

σt(g)
∑

s∈T,s<t

σs(x)−
∑

t∈T

σt(g)σt(x)−
∑

t∈T

σt(g)
∑

s∈T,s>t

σs(x).

Второе и пятое слагаемые в правой части последнего равенства исчезают; остается

S =
∑

t∈T

σt(x)
∑

s∈T, s<t

σs(g) +
∑

t∈T

σt(x)σ
−

t (g) +
∑

t∈T

σt(g)σ
−

t (x)−

−
∑

t∈T

σt(g)σt(x)−
∑

t∈T

σt(g)
∑

s∈T, s>t

σs(x). (3.8)

Так как двойной ряд
∑

t,s∈T

σt(x)σs(g) сходится абсолютно (частичные суммы двойного

ряда из модулей ограничены числом ‖x‖ · ‖g‖, где одна из норм в пространстве BV[a, b],
а другая — в пространстве CH[a, b]), то в последнем слагаемом в (3.8) можно переменить

порядок суммирования. Выполнив это и переобозначив индексы суммирования, в итоге

придем к равенству
∑

t∈T

σt(g)
∑

s∈T, s>t

σs(x) =
∑

s∈T

σs(x)
∑

t∈T, t<s

σt(g) =
∑

t∈T

σt(x)
∑

s∈T, s<t

σs(g).

Таким образом, в (3.8) первое слагаемое и последнее взаимно уничтожаются. Остается:

S =
∑

t∈T

σt(x)σ
−

t (g) +
∑

t∈T

σt(g)σ
−

t (x)−
∑

t∈T

σt(g)σt(x) =
∑

t∈T

σt(x)σ
−

t (g)−
∑

t∈T

σt(g)σ
+
t (x).

Преобразуем полученное выражение:

S =
∑

t∈T

(
σ+
t (x) + σ−

t (x)
)
σ−

t (g)−
∑

t∈T

(
σ+
t (g) + σ−

t (g)
)
σ+
t (x) =

=
∑

t∈T

(
σ+
t (x)σ

−

t (g) + σ−

t (x)σ
−

t (g)− σ+
t (g)σ

+
t (x)− σ−

t (g)σ
+
t (x)

)
.
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Первое и четвертое слагаемые взаимно уничтожаются. В итоге

S =
∑

t∈T

(
σ−

t (x)σ
−

t (g)− σ+
t (x)σ

+
t (g)

)
= −

∑

t∈T

(
σ+
t (x)σ

+
t (g)− σ−

t (x)σ
−

t (g)
)
.

Таким образом, окончательно (см. также (3.7))

F +G+H = x(t)g(t)
∣∣∣
b

a
−
∑

t∈T

(
σ+
t (x)σ

+
t (g)− σ−

t (x)σ
−

t (g). �

Замечание 1. Формуле интегрирования по частям (3.6) можно придать точно такой же вид

как в [11, c. 48] для интеграла Перрона–Стилтьеса. Пусть x ∈ CH[a, b], g ∈ BV[a, b];
[c, d] ⊂ [a, b]; тогда имеет место равенство

(∗)
∫ d

c

x(t) dg(t) + (∗)
∫ d

c

g(t) dx(t) =

= x(t)g(t)
∣∣∣
d

c
−

∑

t∈T, t∈[c, d)

(
σ+
t (x)σ

+
t (g)

)
+

∑

t∈T, t∈(c, d]

(
σ−

t (x)σ
−

t (g)
)
.

§ 4. Обобщение классической формулы

Известно (см., например, [12, c. 279]): если x ∈ AC, то
b∨
a

(x) =

∫ b

a

|x′

(t)| dt. Приведем

здесь обобщение этой формулы.

Теорема 6. Пусть x ∈ N, g ∈ BV, Φ(t) = (∗)
∫ t

a

x(s) dg(s), Φ(π))(t) = (∗)
∫ t

a

x(s) dgπ(s).

Тогда
b∨

a

(Φ) =
b∨

a

(Φ(π)) = (∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t). (4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть τ = {sj}pj=1 — произвольное разбиение отрезка [a, b]. Оце-

ним суммы vτ
(
Φ
)
, vτ
(
Φ(π)

)
:

vτ
(
Φ
)
=

p∑

j=1

∣∣∣Φ(sj)− Φ(sj−1)
∣∣∣ =

p∑

j=1

∣∣∣∣(∗)
∫ sj

a

x(t) dg(t)− (∗)
∫ sj−1

a

x(t) dg(t)

∣∣∣∣ =

=

p∑

j=1

∣∣∣∣∣(∗)
∫ sj

sj−1

x(t) dg(t)

∣∣∣∣∣ 6
p∑

j=1

(∗)
∫ sj

sj−1

|x(t)| dgπ(t) = (∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t).

Точно так же

vτ
(
Φ(π)

)
=

p∑

j=1

∣∣∣Φ(π)(sj)− Φ(π)(sj−1)
∣∣∣ =

=

p∑

j=1

∣∣∣∣∣(∗)
∫ sj

sj−1

x(t) dgπ(t)

∣∣∣∣∣ 6
p∑

j=1

(∗)
∫ sj

sj−1

|x(t)| dgπ(t) = (∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t).

Следовательно, верны оценки

b∨

a

(
Φ
)
6 (∗)

∫ b

a

|x(t)| dgπ(t),
b∨

a

(
Φ(π)

)
6 (∗)

∫ b

a

|x(t)| dgπ(t),
b∨

a

(
Φ
)
6

b∨

a

(
Φ(π)

)
. (4.2)
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Представим x(·) в виде равномерного предела последовательности ступенчатых функ-

ций. Для этого рассмотрим равномерное разбиение

τm = {tk}mk=0, tk = a+
k

m
(b− a). (4.3)

Положим xm(a) = x(a), xm(t) = x
(
tk
)

для tk−1 < t 6 tk, k = 1, 2, . . . , m; тогда xm(t) ⇒ x(t)
на [a, b] и по теореме 2 (по поводу пояснения (A) см. ниже)

(∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t)
(A)
= lim

m→∞
(∗)
∫ b

a

|xm(t)| dgπ(t). (4.4)

Введем также интегралы

Xm(t)
.
= (∗)

∫ t

a

xm(s) dg(s)
(
⇒ Φ(t)

)
, X(π)

m (t)
.
= (∗)

∫ t

a

xm(s) dgπ(s)
(
⇒ Φ(π)(t)

)
. (4.5)

Равномерная на [a, b] сходимость также следует из процитированной выше теоремы.

Имеет место цепочка утверждений (см. ниже пояснения)

(∗)
∫ b

a

|xm(t)| dgπ(t)
(B)
=

m∑

k=1

(∗)
∫ tk

tk−1

|xm(t)| dgπ(t)
(C)
=

m∑

k=1

(∗)
∫ tk

tk−1

|x(tk)| dgπ(t)
(D)
=

=

m∑

k=1

|x(tk)|(∗)
∫ tk

tk−1

dgπ(t)
(E)
=

m∑

k=1

∣∣∣∣∣x(tk)(∗)
∫ tk

tk−1

dgπ(t)

∣∣∣∣∣
(F )
=

m∑

k=1

∣∣∣∣∣(∗)
∫ tk

tk−1

x(tk) dgπ(t)

∣∣∣∣∣
(G)
=

=

m∑

k=1

∣∣∣∣∣(∗)
∫ tk

tk−1

xm(t) dgπ(t)

∣∣∣∣∣
(H)
= vτm

(
X(π)

m

)
. (4.6)

Пояснения: (A) — теорема 2; (B) — разбиение промежутка интегрирования на m частей

и интеграла на m слагаемых; (C) — подстановка определения xm; (D) — так как множитель

от t не зависит, выносим его за знак интеграла; (E) — так как интеграл положителен, вносим

его под знак модуля; (F ) — так как x(tk) от t не зависит, вносим его под знак интеграла;

(G) — в пределах интегрирования вместо x(tk) пишем xm(t); (H) — под знаком модуля

разность Xm(tk)−Xm(tk−1) есть слагаемое стандартной суммы vτ из определения полной

вариации функции Xm.

Покажем, что

lim
m→∞

(
vτm
(
X(π)

m

)
− vτm

(
Φ(π)

))
= 0. (4.7)

Для этого воспользуемся неравенством |α| − |β| 6 |α− β|:

∣∣∣vτm(X(π)
m )− vτm(Φ

(π))
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

m∑

k=1

(∣∣∣(∗)
∫ t

a

xm(s) dgπ(s)
∣∣∣−
∣∣∣(∗)

∫ t

a

x(s) dgπ(s)
∣∣∣
)∣∣∣∣∣ 6

6

m∑

k=1

∣∣∣∣∣(∗)
∫ tk

tk−1

(
xm(t)− x(t))

)
dgπ(t)

∣∣∣∣∣ 6
m∑

k=1

(∗)
∫ tk

tk−1

∣∣xm(t)− x(t)
∣∣ dgπ(t) =

= (∗)
∫ b

a

∣∣xm(t)− x(t)
∣∣ dgπ(t) → 0 (m → ∞); (4.8)

предельный переход — снова по теореме 2.
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Из (4.4)–(4.7) получаем (∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t) 6
b∨

a

(
Φ(π)

)
. Вместе с второй из оценок (4.2)

это означает справедливость второго равенства в (4.1).

Будем доказывать первое. Пусть сначала x(t) ≡ C.

Φ(t) = C(∗)
∫ t

a

dg(t) = C
(∫ t

a

dgc(t) + σ+
a (g) +

∑

s∈T (g)
⋂
(a,b)

σs(g) + σ−

t (g)
)
=

= C
(
gc(t)− gc(a) + gd(t)

)
= C

(
g(t)− g(a)

)
,

b∨

a

(Φ) = |C|
b∨

a

(g);

Φ(π)(t) = C(∗)
∫ t

a

dg(π)(t) = C
(
gπ(t)−gπ(a)

)
= Cgπ(t),

b∨

a

(
Φ(π)

)
= |C|gπ(b) = |C|

b∨

a

(g),

то есть в этом случае первое равенство в (4.1) верно. Рассмотрим разбиение (4.3) и последо-

вательности {xm}∞m=1, {Xm}∞m=1, {X
(π)
m }∞m=1 (см. выше). Согласно только что доказанному

b∨

a

(
X(π)

m

)
=

m∑

k=1

tk∨

tk−1

(
X(π)

m

)
=

m∑

k=1

|x(tk)|
tk∨

tk−1

(g) =

m∑

k=1

tk∨

tk−1

(Xm) =

b∨

a

(
Xm). (4.9)

В силу второго равенства в (4.1) и теоремы 2

b∨

a

(
X(π)

m

)
= (∗)

∫ b

a

|xm(t)| dgπ(t) → (∗)
∫ b

a

|x(t)| dgπ(t) =
b∨

a

(
Φ(π)

)
(m → ∞). (4.10)

Для завершения доказательства первого равенства в (4.1) надо показать, что V
.
=

.
= lim

m→∞

b∨
a

(
Xm

)
=

b∨
a

(
Φ)

.
= F . (Существование предела V следует из (4.9) и (4.10).)

Если V 6 F , то начиная с некоторого m
b∨
a

(
Xm

)
6 F и согласно утверждению 1 V = F .

Предположим, что V > F . Тогда α
.
=

V − F

2
> 0 и F < F + α < V .

Пусть τ = {sj}pj=1 — произвольное разбиение. Точно так же, как в (4.8), показывается,

что

∣∣vτ (Xm)− vτ (Φ)
∣∣ =

∣∣∣∣∣

p∑

j=1

(∣∣∣∣∣(∗)
∫ sj

sj−1

xm(t) dg(t)

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣(∗)

∫ sj

sj−1

x(t) dg(t)

∣∣∣∣∣

)∣∣∣∣∣ 6

6

p∑

j=1

(∗)
∫ sj

sj−1

∣∣xm(t)− x(t)
∣∣ dgπ(t) = (∗)

∫ b

a

∣∣xm(t)− x(t)
∣∣ dgπ(t) → 0 (m → ∞).

Заметим, что для любого ε > 0 найдется такой номер m0, не зависящий от разбиения τ , что
∣∣vτ (Xm)− vτ (Φ)

∣∣ < ε для m > m0. (4.11)

Возьмем ε < α и найдем для него m0 согласно (4.11); найдем также такой номер m1 (> m0),

что
∣∣ b∨
a

(
Xm1

)
− V

∣∣ < ε

2
; найдем, наконец, такое разбиение τ

′

1, что vτ ′
1

(Xm1
) >

b∨
a

(
Xm1

)
− ε

2
;

тогда vτ ′
1

(
Xm1

)
> V − ε. Учитывая, что vτ ′

1

(Φ) 6 F , получаем противоречие с выбором ε:

ε > vτ ′
1

(
Xm1

)
− vτ ′

1

(Φ) > F + α− F = α > ε.

Значит, V = F . �
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Замечание 2. Если x ∈ N, g ∈ CBV
(
x ∈ C, g ∈ BV

)
, то все *-интегралы в теореме

станут RS-интегралами.

Таким образом, формула для полной вариации будет интересна даже в случае RS-инте-

грала.

§ 5. Приближение разрывных функций абсолютно непрерывными

Часто в интегралах типа Стилтьеса требуется приблизить разрывные интегрируемую

и интегрирующую функции непрерывными (см., например, [3, 13, 14]) так, чтобы инте-

грал оставался близок к исходному. Предельные теоремы из [1] к решению этого вопроса

для *-интеграла непосредственно не могут быть применены, ввиду требующейся там рав-

номерной сходимости. Здесь приводится предельная теорема нужного типа.

Будет удобнее перейти от дискретного параметра (n → ∞) к непрерывному (ε → 0+).
Так как такой переход никак не влияет на существо дела, то теоремы из § 3 будут исполь-

зоваться без дополнительных пояснений.

Пусть y ∈ R и, кроме того, y(·) непрерывна справа (слева). Полагаем

yε(t)
.
=

1

ε

∫ t+ε

t

y(s) ds

(
yε(t)

.
=

1

ε

∫ t

t−ε

y(s) ds

)
(ε > 0).

В общем случае, если y ∈ RL
(
y ∈ BV, y ∈ CH

)
, то полагаем

y(t) = y+(t) + y−(t), yε(t)
.
=

1

ε

∫ t+ε

t

y+(s) ds+
1

ε

∫ t

t−ε

y−(s) ds (ε > 0). (5.1)

Очевидно,

yε ∈ AC, причем y
′

ε ∈ RL
(
y

′

ε ∈ BV, y
′

ε ∈ CH

)
, yε(t) → y(t) при ε → 0. (5.2)

Кроме того, если y ∈ BV

(
y ∈ CH

)
, то

b∨

a

(
yε
)
→

b∨

a

(y)
( b∨

a

(
yd
)
ε
→

b∨

a

(yd)
)

(ε → 0). (5.3)

Достаточно убедиться в справедливости первого утверждения.

Пусть сначала y(·) непрерывна справа. Так как yε ∈ AC, то

b∨

a

(
yε
)
=

∫ b

a

|y′

ε(t)| dt =
1

ε

∫ b

a

|y(t+ ε)− y(t)| dt 6 1

ε

∫ b

a

t+ε∨

t

(y) dt =

=
1

ε

∫ b

a

t+ε∨

a

(y) dt− 1

ε

∫ b

a

t∨

a

(y) dt =
1

ε

∫ b+ε

a+ε

t∨

a

(y) dt− 1

ε

∫ b

a

t∨

a

(y) dt =

=
1

ε

∫ b+ε

b

t∨

a

(y) dt− 1

ε

∫ a+ε

a

t∨

a

(y) dt =

b∨

a

(y)− 1

ε

∫ a+ε

a

t∨

a

(y) dt 6

b∨

a

(y).

Согласно утверждению 1 верно предельное соотношение (5.3). Такой же вывод получим

и для непрерывной слева функции y(·). В общем случае предельное соотношение (5.3)

следует из определения (5.1). �
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Теорема 7. Пусть x ∈ RL, g ∈ BV. Определим xε(·) и gε(·) согласно (5.1) так, что

в силу (5.2) xε(t) → x(t), gε(t) → g(t) (ε → 0). Тогда справедливы предельные соотношения

(∗)
∫ b

a

xε(t) dgε(t) → (∗)
∫ b

a

x(t) dg(t) (ε → 0), (5.4)

b∨

a

(
Φε

)
→

b∨

a

(Φ) (ε → 0), (5.5)

где Φε(t) = (∗)
∫ t

a

xε(s) dgε(s), Φ(t) = (∗)
∫ t

a

x(s) dg(s).

Доказательство теоремы опирается на следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Пусть Jε(x, g) = (∗)
∫ b

a

xε(t) dgε(t), Iε(x, g) = (∗)
∫ b

a

xε(t) dg(t). При условиях

теоремы 7

Jε(x, g) = Iε(x, g) + o(1) при ε → 0. (5.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что x(·), g(·) непрерывны справа.

Jε(x, g) = (∗)
∫ b

a

xε(t) dgε(t) =

∫ b

a

xε(t) dgε(t) =

=

∫ b

a

(
1

ε

∫ t+ε

t

x(s) ds

)
d

(
1

ε

∫ t+ε

t

g(s) ds

)
=

∫ b

a

g(t+ ε)− g(t)

ε
dt

(
1

ε

∫ t+ε

t

x(s) ds

)
=

=

∫ b

a

g(t+ ε)− g(t)

ε

(
1

ε

∫ a+ε

a

x(p+ t− a) dp

)
dt =

=
1

ε

∫ a+ε

a

(∫ b

a

x(p + t− a)
g(t+ ε)− g(t)

ε
dt

)
dp

(перемена порядка интегрирования в повторном интеграле Римана допустима согласно [15,

c. 139]).

Iε(x, g) = (∗)
∫ b

a

xε(t) dg(t) = (∗)
∫ b

a

(
1

ε

∫ t+ε

t

x(s) ds

)
dg(t) =

= (∗)
∫ b

a

(
1

ε

∫ a+ε

a

x(p+ t− a) dp

)
dg(t) =

1

ε

∫ a+ε

a

(
(∗)
∫ b

a

x(p + t− a) dg(t)

)
dp

(перемена порядка интегрирования произведена согласно теореме 8 из [1]).

Рассмотрим разность Iε(x, g)− Jε(x, g) =
1

ε

∫ a+ε

a

η(p, ε) dp, где

η(p, ε)
.
= (∗)

∫ b

a

x(p + t− a) dg(t)−
∫ b

a

x(p+ t− a)
g(t+ ε)− g(t)

ε
dt.

Так как
g(t+ ε)− g(t)

ε
dt = d

1

ε

∫ t+ε

t

g(s) ds, то, обозначив G(t, ε)
.
= g(t)− gε(t), приходим

к равенству

η(p, ε) = (∗)
∫ b

a

x(p + t− a) d

(
g(t)− 1

ε

∫ t+ε

t

g(s) ds

)
=

= (∗)
∫ b

a

x(p + t− a) d
(
g(t)− gε(t)

)
= (∗)

∫ b

a

x(p+ t− a) dG(t, ε).
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Согласно (5.2)

G(t, ε) → 0 при ε → 0, t ∈ [a, b], (5.7)

при этом функция скачков G(·, ε) совпадает с функцией скачков g(·), то есть от ε не зависит,

так что для G(·, ε) выполняются соотношения (3.3) (при соответствующем изменении пара-

метризации), ряд скачков функции G(·, ε) (см. (3.4)) сходится равномерно относительно ε
(он вовсе не зависит от этого параметра). Далее (см. определение нормы ‖ · ‖∗):

b∨

a

(
gε
)
=

1

ε

∫ t+ε

t

|g(s)| ds 6 sup
t∈[a,b]

|g(t)|,
b∨

a

(
G
)
6

b∨

a

(g) +

b∨

a

(
gε
)
= ‖g‖∗

BV
. (5.8)

Следовательно, можно применить теорему 4, согласно которой η(p, ε) → 0 при ε → 0
и любом p > a. Представление (5.6) для непрерывных справа функций, таким образом,

доказано. Точно также, рассуждая «двойственным» образом, докажем представление (5.6)

для непрерывных слева функций. В общем случае согласно определению RL

(∗)
∫ b

a

x(t) dg(t) = (∗)
∫ b

a

(
x+(t) + x−(t)

)
d
(
g+(t) + g−(t)

)
.

Для интегралов (∗)
∫ b

a

x+(t) dg+(t), (∗)
∫ b

a

x−(t) dg−(t) представление (5.6) установлено

выше.

Рассмотрим пару
(
x+(·), g−(·)

)
. Рассуждения для пары

(
x−(·), g+(·)

)
аналогичны. Как

и выше, положим Jε(x+, g−)
.
= (∗)

∫ b

a

(
x+

)
ε
(t) d

(
g−
)
ε
(t), Iε(x+, g−)

.
= (∗)

∫ b

a

(
x+

)
ε
(t) dg−(t).

Разность
.
= Iε(x+, g−) − Jε(x+, g−) = (∗)

∫ b

a

(
x+

)
ε
(t) dg−(t) − (∗)

∫ b

a

(
x+

)
ε
(t) d

(
g−
)
ε
(t) пред-

ставляет собой разность RS-интегралов, которая преобразуется к виду

1

ε

∫ a+ε

a

dp

(
(∗)
∫ b

a

x+(p+ t− a) dg−(t)

)
−1

ε

∫ a+ε

a

dp

∫ b

a

x+(p+t−a)
g−(t)− g−(t− ε)

ε
dt =

=
1

ε

∫ a+ε

a

dp

(
(∗)
∫ b

a

x+(p+ t− a) d
(
G−

)
ε
(t)

)
,

где
(
G−

)
ε
(t) = g−(t)−

(
g−
)
ε
(t).

Обозначим внутренний интеграл через Φ(p, ε)
.
= (∗)

∫ b

a

x+(p+ t− a) d
(
G−

)
ε
(t). Точно

так же как (5.7), (5.8) устанавливаем, что
(
G−

)
ε
(t) → 0 (ε → 0, t ∈ [a, b]),

∨b
a

(
G−

)
ε
6

6 ‖g‖∗
BV

, а также независимость функции скачков и ряда скачков
(
G−

)
ε
(·) от ε. Поэтому

по теореме 4

Φ(p, ε) → 0 при ε → 0 и любом p > a. (5.9)

Пусть p → a+; при фиксированном ε > 0 по теореме 3

Φ(p, ε) → (∗)
∫ b

a

x+(t) d
(
G−

)
ε
(t) = Φ(a, ε). (5.10)

Так что функция Φ(·, ε) непрерывна справа в точке a.

Равенство (5.6) эквивалентно предельному соотношению

Iε(x+, g−)− Jε(x+, g−) =
1

ε

∫ a+ε

a

Φ(p, ε) dp → 0 (ε → 0). (5.11)



80 О некоторых свойствах *-интеграла

Докажем его. Для этого докажем, что

Ψ(ε, δ) =
1

δ

∫ a+δ

a

∣∣Φ(p, ε)
∣∣ dp → 0 при ε → 0, δ → 0 (5.12)

(имеется ввиду двойной предел).

Предположим противное. Это значит, что найдутся такие γ0 > 0 и последовательно-

сти εn → 0, δn (n → ∞), что

1

δn

∫ a+δn

a

|Φ(p, εn)| dp > γ0.

В силу (5.9) найдется такое натуральное N1, что |Φ(a, εn)| <
γ0
3

для всех n > N1; в си-

лу (5.10) найдется такое натуральное N2 (> N1), что |Φ(p, εn)−Φ(a, εn)| <
γ0
3

при a 6 p 6

6 a+ δn для всех n > N2; тогда для всех n > N2 |Φ(p, εn)| 6 |Φ(p, εn) − Φ(a, εn)| +
+ |Φ(a, εn)| <

2γ0
3

и

γ0 6
1

δn

∫ a+δn

a

|Φ(p, εn)| dp 6
2γ0
3

.

Полученное противоречие означает справедливость предельных соотношений (5.12)

и (5.11), а с ними и равенства (5.6). �

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. По лемме 1 имеет место представление (5.6),

а по теореме 3

Iε(x, g) = (∗)
∫ b

a

xε(t) dg(t) → (∗)
∫ b

a

x(t) dg(t) (ε → 0),

то есть справедливо предельное соотношение (5.4).

Так как (см. (5.3))
(
gε
)
π
(t) → gπ(t) (ε → 0), то предельное соотношение (5.5) следует

из представления (4.1) и теоремы 3. �

§ 6. О дифференциальных уравнениях с обобщенными функциями в коэффициентах

1
◦. Постановка задачи

1. Приведем здесь пример использования теоремы 7 для улучшения результата из [14]

(см. также [16–18]). Как и в процитированных работах, рассмотрим задачу Коши
(
Lx
)
(t)

.
= x(n) + p′1(t)x

(n−1) + . . .+ p′n(t)x = p′n+1(t), x(k−1)(a) = γk, k = 1, . . . , n, (6.1)

где коэффициенты p′k(·) представляют собой производные в смысле теории обобщен-

ных функций от, вообще говоря, разрывных функций. Проблема в следующем: слагае-

мое p′1(·)x(n−1) (а с ним и все выражение Lx) лишено обычного смысла, так как пред-

ставляет собой произведение обобщенной функции
(
p′1(·)

)
на разрывную

(
x(n−1)(·)

)
. Та-

кое умножение невозможно в классической теории обобщенных функций. Каждый под-

ход к определению решения задачи (6.1) есть в то же время и способ определения такого

умножения (подробнее см. [3, 13, 14]). В работе [14] автор свел задачу (6.1) к задаче Ко-

ши для квазидифференциального (см. ниже) уравнения с коэффициентами — обычными

функциями. Такое сведе́ние основано на использовании LS-интегралов

∫ t

a

p1(s) dpk(s) (k = 2, . . . , n+ 1). (6.2)
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Показано, что если первообразные коэффициентов pk(·) абсолютно непрерывны (в этом

случае это классическая задача), то решение задачи (6.1) совпадает с решением квази-

дифференциальной задачи. Если же выполнены некоторые условия (см., например, ниже

условия B), то квазидифференциальная задача не теряет смысла, и под решением зада-

чи (6.1) понимается решение упомянутой квазидифференциальной задачи. В данной работе

интегралы (6.2) заменены интегралами (∗)
∫ t

a

p1(s) dpk(s) (k = 2, . . . , n + 1).

2. Задача (6.1) рассматривается при следующих (вообще говоря, различных) предположе-

ниях: скажем, что выполнены условия

Ak (k = n, n+ 1), если pi ∈ AC (i = 1, . . . , k);

V, если pi ∈ BV (i = 1, . . . , n + 1); если при этом pi(·) (i = 2, . . . , n + 1) не имеют

с p1(·) общих односторонних разрывов, то скажем, что выполнены условия Vδ;

B, если p1 B-измерима и ограничена, а pk ∈ BV (k = 2, . . . , n+ 1);

C, если p1 ∈ N, pk ∈ BV (k = 2, . . . , n + 1); отметим как очевидное: выполнение

условий C уже означает, что выполнены условия B;

Cδ, если p1 ∈ RL, pk ∈ BV, (k = 2, . . . , n+ 1);

D, если p1 ∈ BV, pk ∈ CH (k = 2, . . . , n+ 1).

Если выполнены условия An+1, то задача (6.1) — классическая (коэффициенты урав-

нения — суммируемые функции). Условия V, Vδ основательно изучены в работе [3].

Здесь установлено, что выполнение условий Vδ (в терминологии работы [3] — наличие

δ-корректности), необходимо и достаточно для того, чтобы решение задачи (6.1) можно бы-

ло получить из решений последовательности классических задач с помощью одного пре-

дельного перехода (необходимость обусловлена применением интеграла Дарбу–Стилтьеса).

Условия B рассмотрены в работах автора [14,16–18]; здесь при отсутствии δ-корректности

для упомянутого приближения предполагалось два предельных перехода. Условия C, Cδ, D

рассматриваются ниже. Использование *-интеграла позволяет получить решение из после-

довательности классических задач с помощью одного предельного перехода.

2
◦. Квазидифференциальное уравнение

1. Пусть P =
(
pik
)n
i,k=0

— нижняя треугольная матрица, pik : [a, b] → R, pii(t) > 0

(i = 0, . . . , n) п. в. на [a, b]. Считаем, что выполнены условия P: функции

1/pii(·) (i = 1, . . . , n− 1), pik(·)/pii(·) (i = 1, . . . , n, k = 0, . . . , i− 1)

суммируемы на [a, b]. Определим квазипроизводные функции x : [a, b] → R равенствами

0
Px

.
= p00x, k

Px
.
= pkk

d

dt

(
k−1
P

x
)
+

k−1∑
i=0

pik (
i
Px) (k = 1, . . . , n) (ср. [19]). Линейным квазидиф-

ференциальным называется уравнение

(n
P
x
)
(t) = f(t), t ∈ [a, b] (f : [a, b] → R). (6.3)

Решением уравнения (6.3) называется функция x : [a, b] → R, имеющая абсолютно непре-

рывные квазипроизводные k
Px, k = 1, . . . , n − 1, и п. в. в [a, b] удовлетворяющая уравне-

нию (6.3).
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Если функция f(·)/pnn(·) суммируема на [a, b] (при выполнении условий P), то суще-

ствует единственное решение уравнения (6.3), удовлетворяющее начальным условиям

(k
P
x
)
(a) = ξk (ξk ∈ R, k = 0, . . . , n− 1) (6.4)

(см. [14, 18]). С помощью столбцов ξ = (ξ0, . . . , ξn−1)
⊤, Px

.
=
(0
P
x, . . . ,n−1

P
x
)⊤

(столбец ква-

зипроизводных) начальные условия (6.4) запишутся так: Px(a) = ξ. Заметим, что последняя

строка матрицы P не участвует в построении столбца Px; будем также говорить о столбце

обычных производных Ex =
(
x, x

′

, . . . , x(n−1)
)⊤

= Px, при P = En+1, En+1 — единичная

матрица порядка n + 1. Сформулированное выше утверждение из [14] следует из того, что

задача (6.3), (6.4) эквивалентна задаче Коши относительно z(t)
.
=
(
P
x
)
(t)

z′ = A(t)z + F (t) (t ∈ [a, b]), z(a) = ξ, (6.5)

где

F (t) =

(
0, . . . , 0,

f(t)

pnn(t)

)⊤

, A(t) =
(
aij(t)

)n
i,j=1

, aij(t) = 0

(i = 1, . . . , n− 2, j = i+ 2, . . . , n),

ai,i+1(t) =
1

pii(t)
(i = 1, . . . , n− 1), aij(t) = −pi,j−1(t)

pii(t)
(i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , i).

2. Пусть выполнены условия C. Следующим образом построим по первообразным коэф-

фициентов уравнения (6.1) нижние треугольные матрицы H =
(
hik

)n
i,k=1

и P .

h11(t)
.
= 1, hnn(t)

.
= exp

(
p1(t)− p1(a)

)
= hn+1,n+1(t), (6.6)

hn,n−k+1(t)
.
= (∗)

∫ t

a

hnn(s) dpk(s) (k = 2, . . . , n, t ∈ I), (6.7)

hkk(t)
.
= exp

∫ t

a

hk+1,k(s)

hk+1,k+1(s)
ds, hk,k−i+1(t)

.
=

∫ t

a

hkk(s)hk+1,k−i+1

hk+1,k+1(s)
ds,

k = n− 1, . . . , 2; i = 2, . . . , k; t ∈ I

(6.8)

(при n = 2 равенства (6.8) отсутствуют).

Далее полагаем (в обозначениях функций опущен аргумент t):

p00 = 1, pkk = hk+1,k+1/hkk (k = 1, . . . , n), (6.9)

b0ki = −hk,k−i (i = 1, . . . , k − 1); b0kk = 0,

bjkj =
bj−1
kj

hk−j+1,k−j+1
, bjki = bj−1

ki −
bj−1
kj · hk−j+1,k−i+1

hk−j+1,k−j+1

(i = j + 1, . . . , k, j = 1, . . . , k)





(6.10)

при j = k последнее равенство отпадает; k = 2, . . . , n);

p10 = h21, pk,k−j = pkk · bjkj (j = 1, . . . , k, k = 2, . . . , n, t ∈ [a, b]), P =
(
pik
)n
i,k=0

. (6.11)

Приведенные определения (6.6)–(6.11) только строкой (6.7) отличаются от определений

статьи [17] (в этой строке LS-интегралы (6.2) заменены *-интегралами).
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3. Непосредственно из определений вытекают свойства (в скобках указаны свойства, име-

ющие место при выполнении условий An):

1) hkk(t) > 0, pkk(t) > 0, detH(t) =
n∏

i=1

hii(t) > 0, H(a) = En (t ∈ [a, b], k = 1, . . . , n);

2) hnn ∈ N
(
hnn ∈ AC

)
, hnk ∈ BV

(
hnk ∈ AC

)
, hnk(·) непрерывны в точках непрерыв-

ности pn−k+1 (k = 1, . . . , n− 1);

3) h
(n−k)
kk ∈ N

(
h
(n−k)
kk ∈ AC

)
, h

(n−k)
ki ∈ BV

(
h
(n−k)
ki ∈ AC

)
(k = 1, . . . , n − 1,

i = 1, . . . , k − 1);

4) элементы матриц H−1
k

(
Hk = (hij)

k
1

)
имеют производные порядка n−k (k = 1, . . . , n),

принадлежащие N
(
AC

)
;

5) 1/pkk(·), pk,k−j(·)/pkk(·) имеют производные порядка n − k − 1 (j = 1, . . . , k, k =
= 1, . . . , n− 1), (k = 1, . . . , n) принадлежащие AC;

6) pnn(t) = 1, pn,n−i ∈ N
(
AC

)
(i = 1, . . . , n);

7) свойства элементов матрицы A из (6.5), построенной по элементам матрицы P , опре-

деляются свойствами 5) и 6); таким образом, «худшими» свойствами обладают эле-

менты последней строки матрицы A: они принадлежат пространству N
(
AC

)
.

Эти свойства означают, что для матрицы P выполнены условия P. Поэтому задача

Коши (6.3), (6.4) однозначно разрешима при любом ξ ∈ Rn и любой f ∈ N. Из ра-

венств (6.8), (6.9) следует pkk · h′
k,k−i+1 = hk+1,k−i+1 (i = 1, . . . , k, k = 2, . . . , n− 1, n > 2).

Доказательства нижеследующих утверждений этого подпункта буквально повторяют до-

казательства соответствующих утверждений работы [17] и поэтому опускаются.

Лемма 2. Если pk(·) (k = 1, . . . , n) абсолютно непрерывны (то есть выполнено условие An),

то п. в. на [a, b] h′
n,n−k+1 = hnn · p′k (k = 1, . . . , n).

Лемма 3. Если функция x : [a, b] → R имеет производную x(n−1)(·), то она имеет и квази-

производные
(k
P
x
)
(·) (k = 0, . . . , n− 1) и k

Px =
k∑

i=0

hk+1,k−i+1 · x(k−1) (k = 0, . . . , n− 1), или,

в векторно-матричной форме, Px = HEx.

Лемма 4. Если существуют абсолютно непрерывные квазипроизводные 0
P
x, . . . ,

(n−1)
P

x,

то существуют и обычные производные до порядка n−1, x(n−1) ∈ N, причем Enx = H−1
Px.

Лемма 5. Если выполнены условия An, то
(n
P
x
)
(t) = hnn(t)

(
Lx
)
(t).

Теорема 8. Если выполнены условия An+1, то задача (6.1) эквивалентна задаче (6.3), (6.4)

с построенной в п. 2 матрицей P и f(t) = hnn(t)×p′n+1(t), ξ = H(a)γ
(
γ = (γ0, . . . , γn−1

)⊤
.

3
◦. Определение решения задачи

1. Рассмотрим полуоднородную задачу вида (6.1):

(
Lx
)
(t) = 0 (t ∈ [a, b]), Enx(a) = γ. (6.12)

Как уже отмечалось, при выполнении условий C матрица P удовлетворяет условию P.
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Поэтому полуоднородная задача

(n
P
x
)
(t) = 0 (t ∈ [a, b]), Px(a) = ξ, (6.13)

имеет единственное решение x̃(·), которое в связи с теоремой 8 естественно принять за ре-

шение задачи (6.12). Итак, при условиях C решением задачи (6.12) называется решение

задачи (6.13) при определенной в п. 2 матрице P и ξ = H(a)γ. Этим решение определя-

ется однозначно, оно существует и единственно. Согласно лемме 4 x̃(n−1) ∈ N а x̃(n) —

обобщенная функция.

Пусть X =
(i−1

P
xk

)n
i,k=1

— такая фундаментальная матрица однородного уравнения
n
Px = 0, что X(a) = En. Тогда

(
P x̃
)
(t) = X(t)H(a)γ, а согласно лемме 4

(
En+1

x̃
)
(t) =

= H−1(t)X(t)X−1(a)H(a)γ. (Заметим, что хотя H(a), X(a) — единичные матрицы (см.

свойство 1)), такая запись сохраняется на тот случай, если начальные условия и нижний

предел интегрирования — различные точки.) Если X̃(·) — фундаментальная матрица урав-

нения Lx = 0, обладающая свойством (X̃(a) = En), то согласно лемме 4

X̃(t) = H−1(t)X(t). (6.14)

2. Вернемся к исходной задаче (6.1). Сначала предположим выполнение условий An+1.

Пусть M =
(
mik

)n
i,k=1

— матрица, соответствующая уравнению Lx = 0, то есть mi,i+1(t) = 1

(i = 1, . . . , n− 1), mnk(t) = −p′n−k+1(t) (k = 1, . . . , n), остальные элементы этой матрицы —

нулевые. Таким образом, X̃
′

= M(t)X̃ ; так как X
′

= A(t)X (напомним: матрица A строится

по матрице P как показано в п. 1, см. (6.5)), то в силу равенства (6.14) и того факта, что

фундаментальная матрица однозначно восстанавливает (непрерывную!) матрицу системы,

получаем

A = (H
′

+HM)H−1. (6.15)

Полагаем

hn0(t)
.
= (∗)

∫ t

a

hnn(s) dpn+1(s) (t ∈ [a, b]), (6.16)

h0 = (0, . . . , 0, hn0)
⊤h0(t) ∈ Rn, (t ∈ [a, b]).

Теорема 9. Если выполнены условия An+1, то задача (6.1) эквивалентна задаче

y′ = A(t)y + F (t), y(a) = ξ, (6.17)

при ξ = H(a)γ, F =
(
hn0/hnn

)
(0, . . . ,−hn−1,n−1, hn,n−1)

⊤, причем

Enx = H−1(y + h0), (6.18)

где x(·) — решение задачи (6.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m = (0, . . . , 0, p′n+1)
⊤. Задача (6.1) может быть записана

в виде системы (
Enx
)′

= M(t)Enx+m(t), Enx(a) = γ. (6.19)

Так как теперь h
′

0 = hnnm = Hm, Ah0 = F , то с помощью равенства (6.15) убеждаемся, что

подстановки (6.18) и y = H(Enx−h0) переводят задачу (6.19) в задачу (6.17) и обратно. �

Пусть выполнены условия C. Определим hn0(·), F (·), ξ как выше. Теперь компонен-

ты F (·) принадлежат N, задача (6.17) имеет единственное решение y(·); это решение имеет

абсолютно непрерывные компоненты, а компоненты y′(·) принадлежат N. Как и выше,
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в п. 3◦.1 назовем решением задачи (6.1) функцию x(·), определяемую равенством (6.18). Так

определенное решение существует и единственно. При этом производная решения поря-

ка n− 1 — функция из N, а производная порядка n — обобщенная функция. При выпол-

нении условий Vδ определенное таким образом решение совпадает с решением в смысле

работы [3], так как *-интеграл, как ранее и LS-интеграл, превращается в интеграл Дарбу–

Стилтьеса (см. например, [3]).

3. Без соображений о непрерывной зависимости (в каком либо приемлемом смысле) ре-

шения от первообразных коэффициентов задачи (6.1), приведенные определения выглядят

формальными. Такого рода непрерывность может быть доказана с помощью предельной

теоремы 2 (как это сделано в [14, 18]). Однако в этом случае «близкие» задачи также будут

задачами с обобщенными функциями в коэффициентах, так как равномерная сходимость

в теореме 2 не позволяют аппроксимировать разрывные функции последовательностями

абсолютно непрерывных функций. Для того чтобы «близкие» задачи были задачами с сум-

мируемыми коэффициентами, несколько сузим класс рассматриваемых задач (6.1) (от усло-

вий C перейдем к условиям Cδ) и воспользуемся теоремой 7. Нам понадобится следующее

утверждение из статьи [3].

Утверждение 2. Рассмотрим последовательность задач Коши

Ẋm = Am(t)Xm + Fm(t), Xm(a) = I, m = 0, 1, 2, . . . , (t ∈ [a, b]), (6.20)

где элементы матриц Am(·)
(
компоненты векторов Fm(·)

)
, суммируемы по Лебегу на [a, b],

m = 0, 1, 2, . . . , причем поэлементно (покомпонентно) Am(t) → A0(t), Fm(t) → F0(t)
(m → ∞) п. в.; пусть все функциональные последовательности обладают суммируемыми

мажорантами. Тогда все задачи (6.20) однозначно разрешимы, компоненты решений Xm(·)
(m = 0, 1, 2, . . .) абсолютно непрерывны, причем Xm(t) ⇒ X(t).

Имея в виду применение теоремы 7, перейдем снова к непрерывной параметризации.

Напомним также, что если выполнены условия Cδ, то выполнены и условия C, и B. При вы-

полнении этих условий представим pk(·) (k = 1, . . . , n+1) в виде суммы непрерывной спра-

ва и непрерывной слева функции и рассмотрим функции (pk)ε(·) (ε > 0, k = 1, . . . , n+ 1),
определенные равенствами (5.1). Рассмотрим совокупность классических задач Коши

(x)(n)ε + (p1)
′

ε(t)(x)
(n−1)
ε + . . .+ (pn)

′

ε(t)(x)ε = (pn+1)
′

ε(t), (x)(k−1)
ε (a) = γk, k = 1, . . . , n.

Теорема 10. Пусть выполнены условия Cδ. Тогда En(x)ε(t) ⇒ Enx(t) (ε → 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (5.2), (5.3)

(pk)ε ∈ AC, (pk)ε(t) → pk(t) (k = 1, . . . , n+ 1, ε → 0) (6.21)

(а также
b∨
a

(
(pk)ε

)
→

b∨
a

(
pk
)
(k = 2, . . . , n + 1)). Подставив в определения (6.6)–(6.11),

(6.16) вместо функций pk функции (pk)ε (k = 1, . . . , n + 1), получим функции (hik)ε, (pik)ε,
а также функции (aik)ε и решения (x)ε задачи (6.1) согласно теореме 9. При ε → 0 по тео-

реме Лебега в силу (6.21) (hnn)ε(t) → hnn(t), (hn,n−k+1)ε(t) → hn,n−k+1(t) (k = 2, . . . , n+ 1,
см. теорему 7), (hkk)ε(t) → hkk(t), (hk,k−i+1)ε(t) → hn,n−k+1(t), k = n−1, . . . , 2; i = 2, . . . , k;

t ∈ [a, b]. При этом (hkk)ε (k = 2, . . . , n) ограничены снизу и сверху положительными кон-

стантами. Далее, в силу арифметических свойств предела, (pik)ε(t) → pik(t) (i = 1, . . . , n,

k = 0, 1, . . . , i), (aik)ε(t) → aik(t) (ε → 0, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , i + 1, t ∈ [a, b]).
При этом (pkk)ε (k = 2, . . . , n) ограничены снизу и сверху положительными константа-

ми (см. (6.9)), а (aik)ε ограничены. Итак, выполнены все условия утверждения 2, согласно

которому En(x)ε(t) ⇒ Enx(t). �
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При выполнении утверждения теоремы 10 назовем решение x(·) δ-корректным. Усло-

вия Cδ, таким образом, влекут за собой δ-корректность решения.

4. Пусть теперь выполнены условия D. *-интегралы в (6.7), (6.16), определяющие послед-

нюю строку матрицы H(·) и вектор правой части h0(·), существуют (см. (3.5)). Очевидным

образом (несущественно) изменятся свойства и утверждения подпункта 2◦.3. Остальные

определения и утверждения подпунктов 3◦.1, 3◦.2 не претерпят никаких изменений. Одна-

ко, в этом случае не удается доказать δ-корректность решения (теорему 10).
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