
ВЕСТНИК УДМУРТСКОГО УНИВЕРСИТЕТА. МАТЕМАТИКА. МЕХАНИКА. КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ

МАТЕМАТИКА 2023. Т. 33. Вып. 1. С. 141–155.

УДК 517.926

© А. Х. Сташ
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ПЕРИОДИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

В настоящей работе исследуются различные разновидности частот Сергеева и показателей колеб-

лемости решений линейных однородных дифференциальных уравнений с непрерывными ограни-

ченными коэффициентами. Для любого наперед заданного натурального числа N конструктивно

в работе построено периодическое линейное дифференциальное уравнение третьего порядка, обла-

дающее тем свойством, что его спектры верхних и нижних частот Сергеева строгих знаков, нулей

и корней, а также спектры всех верхних и нижних сильных и слабых показателей колеблемости

строгих и нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней содержат один и тот же набор, состоящий

из N различных существенных значений, причем как метрически, так и топологически. Более того,

все эти значения реализованы на одном и том же наборе решений построенного уравнения, то есть

для каждого решения из этого набора все перечисленные выше частоты и показатели колеблемо-

сти совпадают между собой. При построении указанного уравнения и доказательстве требуемых

результатов использованы аналитические методы качественной теории дифференциальных уравне-

ний, в частности, методы теории возмущений решений линейных дифференциальных уравнений,

а также авторская методика управления фундаментальной системой решений таких уравнений в од-

ном частном случае.
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Введение

В работах [1–3] И. Н. Сергеева вводились и исследовались различные характеристики

ляпуновского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравнений и систем,

отвечающие за колеблемость, вращаемость и блуждаемость решений на полупрямой. Далее,

в 2015 году в статье [4] все введенные к тому моменту характеристики ляпуновского типа

были систематизированы, что привело к изменению названий некоторых из них: в частно-

сти, полные и векторные частоты были переименованы соответственно в сильные и слабые

показатели колеблемости [5–8]. В работах [9–13] характеристические частоты [1, 14] стали

называться частотами Сергеева.

Исследование спектров показателей колеблемости автономных систем было начато в ра-

ботах [3,15] и полностью завершено в [16]. На множестве решений автономных, в отличие

от неавтономных [17], систем все сильные показатели являются остаточными, то есть ин-

вариантными относительно изменения решения на любом конечном отрезке.

В докладах [18,19] И. Н. Сергеева было установлено, что спектры показателей колебле-

мости нулей любой автономной системы содержат одно типичное значение, а спектр частот

Сергеева нулей линейного автономного уравнения третьего порядка может содержать мак-

симум два существенных значения, зато в случае уравнения четвертого порядка — любое

наперед заданное число существенных значений.

Настоящая работа логически продолжает и развивает результаты работы [20], в которой

доказано существование линейного однородного дифференциального уравнения третьего
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порядка с периодическими коэффициентами, спектры частот Сергеева нулей и показателей

колеблемости нулей которых содержат любое наперед заданное конечное число метрически

и топологически существенных значений. Ниже эти свойства перенесены и на остальные

характеристики колеблемости.

§ 1. Основные обозначения и определения

Для заданного натурального n рассмотрим множество En линейных однородных урав-

нений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0; +∞),

задаваемых наборами непрерывными функциями a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → R
n, с которыми

в дальнейшем и будем отождествлять сами уравнения. Множество всех ненулевых решений

уравнения a ∈ En обозначим через S∗(a). Далее, звездочкой снизу будем помечать любое

линейное пространство, в котором выколот нуль. Положим

Sn
∗ =

⋃

a∈En

S∗(a).

Определение 1 (см. [1]). Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции y : R+ → R, если в любой окрестности этой точки функция y принимает как

положительные (соответственно неотрицательные), так и отрицательные (соответственно

неположительные) значения.

Определение 2 (см. [1, 2]). Для момента t > 0 и функции y : R+ → R введем следующие

обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν∼(y, t) — число точек ее нестрогой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (то есть нулей с учетом их кратности) на промежутке (0, t];
ν∗(y, t) — число ее гиперкратных корней на промежутке (0, t]: при его подсчете каждый

некратный корень берется ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз.

Далее, для вектора m ∈ R
n
∗ и вектор-функции ψy = (y, ẏ, . . . , y(n−1)) введем обозначение

να(y,m, t) ≡ να(〈ψy,m〉, t), где α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, а 〈·, ·〉 — скалярное произведение.

Определение 3 (см. [3, 4]). Верхние (нижние) частоты Сергеева знаков, нулей и корней

любого решения y ∈ Sn
∗ при γ ∈ {−, 0,+} соответственно зададим формулами

ν̂γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

(

ν̌γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

)

.

Определение 4 (см. [2–4]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости

знаков, нулей, корней и гиперкорней функции y ∈ Sn
∗ при α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} соответственно

зададим формулами

ν̂α• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(y,m, t)

)

,

ν̂α◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

(

ν̌α◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(y,m, t)

)

.

В случае совпадения верхнего и нижнего значений какой-либо из характеристик колеб-

лемости будем называть ее точной, убирая в ее обозначении крышечку и галочку.
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Определение 5. Множество Spec
κ
(a) всех значений показателя κ : S∗(a) → R назовем спек-

тром этого показателя уравнения a ∈ En, а значение показателя κ, принадлежащее спектру

уравнения a, назовем:

а) метрически существенным (см. [18]), если оно принимается на решениях y ∈ S∗(a),
начальные значения ψy(0) ∈ R

n которых заполняют множество положительной меры в R
n;

б) топологически существенным (см. [19]), если оно принимается на решениях y ∈
∈ S∗(a), множество начальных значений ψy(0) ∈ R

n которых, пересеченное с некоторым

открытым подмножеством U ⊂ R
n, служит дополнением в U к множеству первой катего-

рии Бэра.

§ 2. Формулировка результатов

Имеет место следующая теорема.

Теорема. Для любого N ∈ N найдется уравнение a ∈ E3 с периодическими коэффициен-

тами, имеющее набор решений y1, y2, . . . , yN , удовлетворяющий при каждом возможном

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} условиям

ν−(yj) = ν0(yj) = ν+(yj) = να• (yi) = να◦ (yi), i = 1, 2, . . . , N,

ν−(yi) 6= ν−(yj), i 6= j,

причем все эти значения характеристик колеблемости являются метрически и топологи-

чески существенными.

Для построения периодического уравнения нам понадобится следующая лемма.

Лемма. Для любых k ∈ N и c ∈ R найдутся уравнения ak, bk ∈ E3, фундаментальные

системы решений x, y, z ∈ S∗(ak) и x2, y2, z2 ∈ S∗(bk) которых при каждом α ∈ {−, 0,+}
удовлетворяют следующим условиям

(x, y, z)(t) =

{

(exp(− cos t) + c, 1, sin t), 0 6 t 6 (2k + 1)π,

(exp(− cos t) + c+ 3, 1, sin t), t > (2k + 4)π,

(x2, y2, z2)(t) =

{

(exp(− cos t) + c+ 3, 1, sin t), 0 6 t 6 2kπ,

(exp(− cos t) + c, 1, sin t), t > (2k + 3)π,

να (x(t)− c− 1, (2k + 1)π, (2k + 4)π) = να (x(t)− c− 4, (2k + 1)π, (2k + 4)π) = 0, (2.1)

να (x2(t)− c− 1, 2kπ, (2k + 3)π) = να (x2(t)− c− 4, 2kπ, (2k + 3)π) = 0,

где обозначено να (x, s, t) ≡ να (x, t)− να (x, s).

§ 3. Доказательство вспомогательного результата

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы.

1. Для набора функций

f1(t) = exp(− cos t) + c, f2(t) = 1, f3(t) = sin t,

определитель Вронского Wf1,f2,f3(t) = exp(− cos t)
(

1 + sin2 t cos t
)

при любом t > 0 по-

ложителен, а линейное однородное уравнение, решениями которого они являются, имеет

вид
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

exp(− cos t) + c 1 sin t y
sin t exp(− cos t) 0 cos t ẏ

(cos t+ sin2 t) exp(− cos t) 0 − sin t ÿ
(sin3 t + 3 sin t cos t− sin t) exp(− cos t) 0 − cos t

...
y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,
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или

...
y −

∆1(t)

Wf1,f2,f3(t)
· ÿ +

∆2(t)

Wf1,f2,f3(t)
· ẏ = 0, (3.1)

где

∆1(t) = exp(− cos t)(cos t sin3 t + 3 sin t cos2 t),

∆2(t) = exp(− cos t)(1− 2 cos t sin2 t− sin4 t).

2. Для заданного k ∈ N введем обозначения

T1 ≡ (2k + 1)π, T2 ≡ T1 + π, T3 ≡ T1 + 2π, T4 ≡ T1 + 3π.

На отрезке [T1, T4] выберем непрерывно трижды дифференцируемую функцию θ(t), убы-

вающую на интервалах (T1, T2), (T3, T4), возрастающую на (T2, T3), имеющую перегибы

в точках s1 ≡ T1 + π/2, s2 ≡ T2 + π/2, s3 ≡ T3 + π/2, и обладающую свойствами

θ(T1) = f1(T1), θ(T2) = c+ 2, θ(T3) = c+ 3.5, θ(T4) = f1(T4) + 3, θ′(T1) = f ′

1(T1),

θ′′(T1) = f ′′

1 (T1), θ′′′(T1) = f ′′′

1 (T1), θ′(T4) = f ′

1(T4), θ′′(T4) = f ′′

1 (T4), θ
′′′(T4) = f ′′′

1 (T4).

Определитель Вронского функций θ(t), f2(t), f3(t) на отрезке [T1, T4] равен

Wθ,f2,f3(t) = θ′(t) sin t+ θ′′(t) cos t.

Из вида функции θ(t) следует неотрицательность g1(t) = θ′(t) sin t и g2(t) = θ′′(t) cos t.
А поскольку эти функций на отрезке [T1, T4] одновременно в нуль не обращаются, то имеет

место оценка снизу Wθ,f2,f3(t) > 0.

3. Таким образом, положительность определителя Вронского системы трижды непре-

рывно дифференцируемых функций

x(t) =











f1(t), t 6 T1,

θ(t), t ∈ [T1, T4],

f1(t) + 3, t > T4,

y(t) ≡ 1, z(t) ≡ sin t,

позволяет восстановить уравнение третьего порядка, решением которого они являются, сов-

падающим на [0, T1] ∪ [T4, +∞) с уравнением (3.1).

4. Так как функция θ(t) на отрезке [T1, T4] принимает свои наибольшее и наименьшее

значения соответственно в точках T2, T3, то справедливы оценки

x(t) > θ(T2) = c + 2, x(t) 6 θ(T3) = c+ 3.5, t ∈ [T1, T2],

на оснований которых на отрезке [T1, T4] имеем

x(t)− c− 1 = θ(t)− c− 1 > 1, x(t)− c− 4 = θ(t)− c− 4 6 −0.5.

Последние две оценки устанавливают справедливость равенств (2.1).

Аналогично доказывается существование уравнения bk ∈ E3. �
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§ 4. Доказательство основного результата

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы.

1. Пусть задано N ∈ N. Определим множество точек на числовой оси:

t0 ≡ 0, T ≡ 3π, t1 ≡ 3π, t2 ≡ t1 + T + 5π, t3 ≡ t2 + T + 7π, . . . ,

tN−2 ≡ tN−3 + T + (2N − 3)π, tN−1 ≡ tN−2 + T + (2N − 1)π,

tN ≡ tN−1 + T + 2(2N + 1)π, tN+1 ≡ tN + T + (2N − 1)π,

tN+2 ≡ tN+1 + T + (2N − 3)π, tN+3 ≡ tN+2 + T + (2N − 5)π, . . . ,

t2N−2 ≡ t2N−3 + T + 5π, t2N−1 ≡ t2N−2 + T + 3π.

Откуда находим t2N−1 = 2π(N2 + 5N − 3).
2. На каждом из промежутков

[0, t1], [t1 + T, t2], [t2 + T, t3], . . . , [t2N−2 + T, t2N−1]

зададим фундаментальные системы решений уравнения (3.1) с положительными определи-

телями Вронского. На отрезке [0, t2N−1] построим уравнение a1 в соответствии с леммой

следующим образом:

— прежде всего, на участке [t1, t1 + T ] возьмем уравнение, переводящее набор

(exp(− cos t) + 2, 1, sin t) (4.1)

решений, заданных слева от точки t1, в набор

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t) (4.2)

решений, заданных справа от точки t1+T (здесь и далее первое решение начального набора

переходит в первое решение конечного набора, второе — во второе, а третье — в третье);

— теперь на участке [t2, t2 + T ] возьмем уравнение, переводящее набор (4.2) решений,

заданных слева от точки t2, в набор

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t) (4.3)

решений, заданных справа от точки t2 + T ;

— и т. д.;

— на участке [tN−1, tN−1 + T ] возьмем уравнение, переводящее набор

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t) (4.4)

решений, заданных слева от точки tN−1, в набор

(exp(− cos t) + 3N − 1, 1, sin t) (4.5)

решений, заданных справа от точки tN−1 + T ;

— после этого на участке [tN , tN +T ] возьмем уравнение, переводящее набор (4.5) реше-

ний, заданных слева от точки tN , в набор (4.4) решений, заданных справа от точки tN + T ;

— на участке [tN+1, tN+1 + T ] возьмем уравнение, переводящее последний набор (4.4)

решений, заданных слева от точки tN+1, в набор

(exp(− cos t) + 3N − 7, 1, sin t)

решений, заданных справа от точки tN+1 + T ;
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— и т. д.;

— далее, на участке [t2N−3, t2N−3 + T ] возьмем уравнение, переводящее набор (4.3) ре-

шений, заданных слева от точки t2N−3, в набор (4.2) решений, заданных справа от точ-

ки t2N−3 + T ;

— наконец, на участке [t2N−2, t2N−2 + T ] возьмем уравнение, переводящее набор (4.2)

решений, заданных слева от точки t2N−2, в набор (4.1) решений, заданных справа от точ-

ки t2N−2 + T .

Таким образом, фундаментальная система решений построенного на отрезке [0, t2N−1]
уравнения a1 ∈ E3 удовлетворяет условиям

(x1, x2, x3)(t) =























































































(exp(− cos t) + 2, 1, sin t), 0 6 t 6 t1,

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t), t1 + T 6 t 6 t2,

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t), t2 + T 6 t 6 t3,

. . . . . . . . . . . . . . .

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t), tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

(exp(− cos t) + 3N − 1, 1, sin t), tN−1 + T 6 t 6 tN ,

(exp(− cos t) + 3N − 4, 1, sin t), tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . . . . .

(exp(− cos t) + 8, 1, sin t), t2N−4 + T 6 t 6 t2N−3,

(exp(− cos t) + 5, 1, sin t), t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

(exp(− cos t) + 2, 1, sin t), t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1.

3. Зададим последовательность s0 ≡ 0, si = si−1 + t2N−1, i ∈ N, обладающую свойством

lim
i→+∞

si = +∞, lim
i→+∞

si
si−1

= lim
i→+∞

(

1 +
t2N
si−1

)

= 1.

Благодаря тому, что s1 кратно 2π, а функций exp(− cos t) + 2, sin t являются 2π-перио-

дическими, можно определить на R+ следующую фундаментальную систему

(z1, z2, z3)(t) =



















(x1, x2, x3)(t), 0 6 t 6 s1,

(x1, x2, x3)(t− s1), s1 6 t 6 s2,

(x1, x2, x3)(t− s2), s2 6 t 6 s3,

. . . . . . . . . . . . . . .

являющуюся решением уравнения

a(t) =



















a1(t), 0 6 t 6 s1,

a1(t− s1), s1 6 t 6 s2,

a1(t− s2), s2 6 t 6 s3,

. . . . . . . . . . . . . . .

с непрерывными ограниченными s1-периодическими коэффициентами.

4. Для вычисления нижних характеристик колеблемости произвольного периодического

решения y ∈ S∗(a) при каждом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} определим числа

L(y) ≡ ν−(y, s1) = ν0(y, s1) = ν+(y, s1), l(y) ≡ inf
m∈R3

∗

να(y,m, s1); (4.6)
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тогда по лемме имеем равенство

ν̌−(y) = ν̌0(y) = ν̌+(y) = lim
p→+∞

π

sp
ν−(y, sp) = lim

p→+∞

π
p
∑

i=1

ν−(y, si−1, si)

s1p
=

= lim
p→+∞

πpν−(y, s1)

s1p
=
πν−(y, s1)

s1
=
π

s1
· L(y),

а также равенства

ν̌α• (y) = inf
m∈R3

∗

lim
p→+∞

π

sp
να(y,m, sp) = inf

m∈R3
∗

lim
p→+∞

π
p
∑

i=1

να(y,m, si−1, si)

s1p
=

= inf
m∈R3

∗

lim
p→+∞

πpνα(y,m, s1)

ps1
=

π

s1
inf

m∈R3
∗

να(y,m, s1) =
π

s1
· l(y),

ν̌α◦ (y) = lim
p→+∞

inf
m∈R3

∗

π

sp
να(y,m, sp) = lim

p→+∞

inf
m∈R3

∗

π
p
∑

i=1

να(y,m, si−1, si)

s1p
=

= lim
p→+∞

inf
m∈R3

∗

πpνα(y,m, s1)

ps1
=

π

s1
inf

m∈R3
∗

να(y,m, s1) =
π

s1
· l(y).

Аналогичные равенства справедливы и для верхних характеристик колеблемости, по-

этому имеем

ν−(y) = ν0(y) = ν+(y) =
π

s1
· L(y), να• (y) = να◦ (y) =

π

s1
· l(y). (4.7)

5. В силу равенств (4.7) вычисление частот решений построенного уравнения сводится

к подсчету величин (4.6), а для этого достаточно знать поведение решений на промежут-

ке (0, s1]. Из множества S∗(a) выделим N следующих решений

y1(t) ≡ (z1 − 3z2)(t) =







































































exp(− cos t)− 1, 0 6 t 6 t1,

exp(− cos t) + 2, t1 + T 6 t 6 t2,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 3N − 7, tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

exp(− cos t) + 3N − 4, tN−1 + T 6 t 6 tN ,

exp(− cos t) + 3N − 7, tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 2, t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

exp(− cos t)− 1, t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1,
. . .

yN(t) ≡ (z1 − 3Nz2)(t) =







































































exp(− cos t) + 2− 3N, 0 6 t 6 t1,

exp(− cos t) + 5− 3N, t1 + T 6 t 6 t2,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t)− 4, tN−2 + T 6 t 6 tN−1,

exp(− cos t)− 1, tN−1 + T 6 t 6 tN ,

exp(− cos t)− 4, tN + T 6 t 6 tN+1,

. . . . . . . . . . . .

exp(− cos t) + 5− 3N, t2N−3 + T 6 t 6 t2N−2,

exp(− cos t) + 2− 3N, t2N−2 + T 6 t 6 t2N−1.
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6. Если для каждого i = 1, . . . , N , γ ∈ {−, 0,+} и α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} определить вели-

чины

κ(yi) ≡ νγ(yi, t1) + νγ(yi, t1 + T, t2) + . . .+ νγ(yi, t2N−1 + T, t2N ),

κ(yi, m) ≡ να(yi, m, t1) + . . .+ να(yi, m, t2N−1 + T, t2N),

κ∗(yi) ≡ νγ(yi, t1, t1 + T ) + . . .+ νγ(yi, t2N−1, t2N−1 + T ),

κ∗(yi, m) ≡ να(yi, m, t1, t1 + T ) + . . .+ να(yi, m, t2N−1, t2N−1 + T ),

то, в силу леммы, имеют место равенства

L(yi) = κ(yi) + κ∗(yi) = κ(yi), l(yi) = inf
m∈R3

∗

(κ(yi, m) + κ∗(yi, m)).

7. Определим функцию u(t) = exp(− cos t)− 1 и установим, что число нулей функции

〈ψu(t), m〉 = m1(exp(− cos t)− 1) +m2 sin t exp(− cos t) +m3 exp(− cos t)(cos t + sin2 t)

на полуинтервале (0, 2π] при любом ненулевом векторе m = (m1, m2, m3) не меньше двух.

Для этого проследим за значениями функции 〈ψu, m〉 в точках 0, π/2, π, 3π/2, 2π:

〈ψu(0), m〉 = 〈ψu(2π), m〉 =
m1

e
−m1 +

m3

e
, (4.8)

〈ψu(π), m〉 = m1e−m1 −m3e, (4.9)

〈ψu (π/2) , m〉 = m2 +m3, (4.10)

〈ψu (3π/2) , m〉 = −m2 +m3. (4.11)

Если m2 = m3 = 0 (m1 6= 0), то функция 〈ψu, m〉 совпадает с m1u, а значит, имеет два

нуля.

Легко можно убедиться, что следующие системы



















m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 = 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0,



















m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 = 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,



















m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e = 0,

m1(1− e) +m3 > 0,



















m2 +m3 = 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,



























m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e = 0,

m1(1− e) +m3 < 0,



























m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 = 0,


























m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 = 0,



























m2 +m3 > 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0,


























m2 +m3 < 0,

−m2 +m3 < 0,

m1(e− 1)−m3e < 0,

m1(1− e) +m3 < 0,



















m2 +m3 = 0,

−m2 +m3 > 0,

m1(e− 1)−m3e > 0,

m1(1− e) +m3 > 0,
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не имеют решений, тем самым для значений (4.8)–(4.11) исключили десять критических

случаев, а все оставшиеся случаи обеспечивают существование по крайней мере двух нулей

функции 〈ψu(t), m〉 на полуинтервале (0, 2π].
Следовательно, установили при каждом γ ∈ {−, 0,+} и α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} следующее

равенство

inf
m∈R3

∗

να(u,m, 2π) = νγ(u, 2π) = 2,

из которого при любом i = 1, 2, . . . , N следуют

inf
m∈R3

∗

να(yi, m, ti−1 + T, ti) = νγ(yi, ti−1 + T, ti) = 2i+ 1,

inf
m∈R3

∗

να(yi, m, t2N−i−1 + T, t2N−i) = νγ(yi, t2N−i−1 + T, t2N−i) = 2i+ 1.

На остальных частях полуинтервала (0, t2N−1] все решения yi отделены от нуля, поэтому

κ(yi) = νγ(yi, ti−1 + T, ti) + νγ(yi, t2N−i−1 + T, t2N−i) = 4i+ 2, i = 1, 2, . . . , N,

а значит, выполнены

l(yi) = inf
m∈R3

∗

(κ(yi, m) + κ∗(yi, m)) = κ(yi) = L(yi) = 4i+ 2, i = 1, 2, . . . , N

(то есть инфимум в последнем равенстве достигается на векторе m = (1, 0, 0)).
Таким образом, вспоминая равенства (4.7) и s1 = t2N−1 = 2π(N2 + 5N − 3), получа-

ем, что для построенных решений y1, . . . , yN при каждом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} справедливы

соотношения

ν−(yi) = ν0(yi) = ν+(yi) = να• (yi) = να◦ (yi) =
2i+ 1

N2 + 5N − 3
. (4.12)

8. Докажем, что каждое из значений (4.12) характеристик колеблемости построенного

уравнения a ∈ E3 является существенным и метрически, и топологически.

С одной стороны, согласно теореме об изоморфизме [21], линейное пространство ре-

шений y ∈ S(a) изоморфно линейному пространству их начальных значений ψy(0) =
= (y(0), ẏ(0), ÿ(0)) ∈ R

3. С другой стороны, функции z1, z2, z3 образуют фундаменталь-

ную систему решений уравнения a. Поэтому каждому решению y ∈ S(a) можно по-

ставить в соответствие единственную тройку коэффициентов его линейного разложения

y = c1z1 + c2z2 + c3z3, c1, c2, c3 ∈ R; получим, тем самым, еще один изоморфизм линейных

пространств S(a) и R
3. В итоге мы имеем отображение множества начальных значений

ψy(0) ∈ R
3 в множество троек коэффициентов c = (c1, c2, c3) ∈ R

3, которое также осу-

ществляет изоморфизм линейных пространств. Учитывая, что естественная топология в R
3

задается нормой и не зависит от ее выбора, без ограничения общности можно считать, что

эта норма задается формулой |c| = max{|c1|, |c2|, |c3|}.
Таким образом, достаточно доказать, что для каждого исходного решения yi уравнения a

возмущенное решение

yi = c1z1 + c2z2 + c3z3,

c1 ∈ (1, 1 + ǫ), c2 ∈ (1− 3i, 1− 3i+ ǫ), c3 ∈ (0, ǫ),
(4.13)

того же уравнения при сколь угодно малом ǫ > 0 удовлетворяет равенствам

να• (yi) = να◦ (yi) = ν−(yi) = ν0(yi) = ν+(yi) = να• (yi). (4.14)
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Отсюда будет следовать совпадение характеристик колеблемости исходного и возму-

щенного решений уравнения, соответствующих точкам из некоторой окрестности точ-

ки (1, 1− 3i, 0) в пространстве троек коэффициентов или, что то же, из некоторой окрест-

ности Ui точки ψyi(0) в пространстве начальных значений. Это сразу повлечет за собой

и метрическую, и топологическую существенность значений (4.12), поскольку мера окрест-

ности Ui положительна, а дополнение к ней в Ui вообще пусто.

По теореме о непрерывной зависимости решений от начальных значений решение (4.13)

на любом отрезке будет мало отличаться от yi. Поэтому решение yi ни разу не будет об-

ращаться в нуль на тех участках, где функция yi отделена от нуля. На остальных участках

вида [ti−1 + T, ti], [t2N−i−1 + T, t2N−i], где функция yi имеет вид exp(− cos t) − 1, реше-

ние yi представимо в виде yi ≡ c1(exp(− cos t)− 1) + c∗2 + c3 sin t, где c∗2 — положительное,

достаточно малое число.

Покажем, что функция

〈ψyi(t), m〉 ≡ m1(c1(exp(− cos t)− 1) + c∗2 + c3 sin t) +

+m2 exp(− cos t)(c1 sin t+ c3 cos t) +m3 exp(− cos t)(c1(cos t+ sin2 t)− c3 sin t)

на полуинтервале (0, 2π] при любом ненулевом векторе m ∈ R
3
∗ имеет не менее двух нулей.

Для этого проследим за следующими значениями функции

〈ψyi (π/2), m〉 = (c∗2 + c3)m1 + c1m2 + (c1 − c3)m3, (4.15)

〈ψyi (3π/2), m〉 = (c∗2 − c3)m1 − c1m2 + (c1 + c3)m3, (4.16)

〈ψyi(π), m〉 = m1(c1e+ c∗2 − c1)− ec3m2 − ec1m3, (4.17)

e〈ψyi(0), m〉 = e〈ψyi(2π), m〉 = m1(c1 + ec∗2 − ec1) + c3m2 + c1m3. (4.18)

Нетрудно проверить, что следующие системы


























〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 = 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,



























〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 = 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,



























〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 = 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,



























(ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 = 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,



























(ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 = 0,



























〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 = 0,


























〈ψyi(0), m〉 = 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,



























〈ψyi(0), m〉 = 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,


























〈ψyi(0), m〉 > 0,

〈ψyi(π), m〉 > 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 > 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 > 0,



























〈ψyi(0), m〉 < 0,

〈ψyi(π), m〉 < 0,

〈ψyi (π/2) , m〉 < 0,

e〈ψyi (3π/2) , m〉 < 0,
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не имеют решений. В самом деле, пусть имеет место последняя система (для остальных

систем проводятся аналогичные рассуждения)



















(c∗2 + c3)m1 + c1m2 + (c1 − c3)m3 < 0,

(c∗2 − c3)m1 − c1m2 + (c1 + c3)m3 < 0,

(c1e + c∗2 − c1)m1 − ec3m2 − ec1m3 < 0,

(c1 + ec∗2 − ec1)m1 + c3m2 + c1m3 < 0.

Умножая последнее неравенство системы на e и складывая его с третьим, получим нера-

венство (2c1e + e2c∗2 + c∗2 − c1 − e2c1)m1 < 0, из которого следует m1 > 0.
Складывая первые два неравенства системы, будем иметь c∗2m1 + c1m3 < 0, откуда,

на основании положительности m1, вытекает отрицательность m3.

Далее, умножим первое неравенство на ec3, а третье — на c1 и сложим их:

(ec∗2c3 + ec23 + c21e+ c1c
∗

2 − c1)m1 + (ec1c3 − ec23 − ec21)m3 < 0.

С другой стороны, в последнем неравенстве коэффициент при m1 положительный, а ко-

эффициент при m3 отрицательный, поэтому (учитывая положительность m1 и отрицатель-

ность m3) имеет место неравенство

(ec∗2c3 + ec23 + c21e+ c1c
∗

2 − c1)m1 + (ec1c3 − ec23 − ec21)m3 > 0,

которое не согласуется с предыдущим неравенством, а значит, рассматриваемой системе

не удовлетворяет никакой вектор m ∈ R
3
∗.

Следовательно, рассмотренные десять различных комбинаций знаков значений (4.15)–

(4.18) не имеют места, а любая другая комбинация гарантирует существование хотя бы двух

нулей функции 〈ψyi, m〉 на полуинтервале (0, 2π] и тем самым при каждом возможном

α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} установлено равенство

inf
m∈R3

∗

να(yi, m, 2π) = ν−(yi, 2π) = ν0(yi, 2π) = ν+(yi, 2π) = 2. (4.19)

Таким образом, при каждом i ∈ {1, 2, 3, . . . , N} решение yi обладает свойством (4.14).

Последнее означает, что значения, задаваемые равенствами (4.12), являются и метрически,

и топологически существенными. �

Автор выражает глубокую благодарность профессору И. Н. Сергееву за постановку за-

дачи и внимание к работе.
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In this paper, we study various types of Sergeev’s frequencies and exponents of oscillation for solutions

of linear homogeneous differential equations with continuous bounded coefficients. For any preassigned

natural number N , a periodic third-order linear differential equation is constructively built in this paper,

which has the property that its upper and lower Sergeev frequency spectra of strict signs, zeros and roots,

as well as the spectra of all upper and lower strong and weak oscillation indices of strict and non-strict

signs, zeros, roots and hyperroots contain the same set, consisting of N different essential values, both

metrically and topologically. Moreover, all these values are implemented on the same set of solutions

of the constructed equation, that is, for each solution from this set, all the frequencies listed above and

the oscillation exponents coincide with each other. When constructing the indicated equation and proving

the required results, analytical methods of the qualitative theory of differential equations were used, in

particular, methods of the theory of perturbations of solutions of linear differential equations, as well

as the author’s technique for controlling the fundamental system of solutions of such equations in one

particular case.
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