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Введение. Постановка краевой задачи

При моделирования процессов зарядки диэлектриков в неравновесных внешних услови-

ях часто используется диффузионно-дрейфовое приближение. С практической точки зрения

это обосновано необходимостью прогнозирования состояния функциональных диэлектри-

ческих материалов при диагностике и модификации их свойств методами растровой элек-

тронной микроскопии (см. работы [1–9] и ссылки в них).

Математическая модель процесса зарядки неоднородного полярного диэлектрика может

быть представлена следующей краевой задачей, рассматриваемой в ограниченной обла-

сти Ω ⊂ R
3 с границей Γ:

−div (d∇ρ) + µnE · ∇ρ+
µn

εε0
β|ρ|ρ = f в Ω, (0.1)

rotE = 0, divE =
1

εε0
ρ в Ω, (0.2)

ρ = 0, E× n = k на Γ. (0.3)

Здесь ρ — объемная плотность заряда, E — вектор-функция напряженности электриче-

ского поля, d(x) > 0 — коэффициент диффузии электронов, µn — дрейфовая подвижность

электронов, ε — диэлектрическая проницаемость материала, ε0 — электрическая постоян-

ная, f — генерационное слагаемое, отвечающее за действие объемного источника зарядов

в объекте, β(x) > 0 — нормализованный коэффициент потери заряда, k — тангенциальная

компонента электрического поля. Ниже на задачу (0.1)–(0.3) при заданных функциях d, f, β
и k будем ссылаться как на задачу 1.

Глобальная разрешимость и локальная единственность решения задачи 1 при β = 1
и k = 0 доказана в [10]. В цитируемой работе также установлен принцип максимума для

плотности заряда ρ. Далее в [11] исследованы краевые и экстремальные задачи для мо-

дели (0.1)–(0.3) с переменным коэффициентом β, но при k = 0 на Γ. Одним из результа-

тов [11] является доказательство локальной единственности оптимального решения задачи

распределенного управления, роль управления в которой играет функция f . Аналогичный

результат для экстремальной задачи с мультипликативным управлением d, более сложный

с технической точки зрения, получен в [12]. В работе [13] выведены оценки локальной
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устойчивости оптимальных решений задачи мультипликативного управления, роль управ-

лений в которой играют коэффициенты d и β, относительно малых возмущений как функ-

ционала качества, так и заданной функции f . В [13] также установлено, что управление β
в одной из экстремальных задач обладает свойством релейности (см. также [14]).

Разд. 1 посвящен разрешимости задачи 1, а разд. 2 — разрешимости задачи управления,

роль управлений в которой играют функции f и k, а также выводу достаточных условий ее

экстремума первого рода.

В разд. 3 выводится неравенство относительно разностей решений экстремальной зада-

чи и соответствующих им множителей Лагранжа. Данное неравенство существенно исполь-

зуется в разд. 4 и 5, как для вывода достаточных условий единственности и устойчивости

оптимальных решений, так и для вывода оценок их локальной устойчивости относительно

(малых) возмущений функционалов качества.

В разд. 4, как и в [13], выводятся оценки локальной устойчивости оптимальных реше-

ний экстремальной задачи с распределенным управлением f и граничным управлением k

относительно малых возмущений конкретного функционала качества, зависящего от элек-

трического поля E.

В свою очередь, разд. 5 близок к более ранним работам по исследованию задач управ-

ления (см., например, [15, 16], монографию [17] и ссылки в ней). Особенностью [15, 16]

является доказательство локальной единственность оптимальных решений задач управле-

ния без использования регуляризации. Последнее возможно за счет использования коэрци-

тивных функционалов качества и соответствующих им управлений. Отметим, что в рамках

такого подхода минимизируется только функционал качества (на что и направлено управ-

ление), а не его сумма с регуляризирующими слагаемыми. Однако без использования регу-

ляризации не удается вывести оценки локальной устойчивости оптимальных решений, как

и доказать локальную единственность решений задач мультипликативного управления.

Из близких работ отметим статьи [18,19] по исследованию диффузионных моделей с пе-

ременными коэффициентами, а также статьи [20–23], посвященные моделям гидродинами-

ки, обобщающим приближение Буссинеска.

§ 1. Разрешимость краевой задачи

При анализе краевой задачи будем использовать функциональные пространства Собо-

лева Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает область Ω, либо некоторую подобласть Q ⊂ Ω,

либо границу Γ. Через ‖ · ‖s,Q, | · |s,Q и (·, ·)s,Q будем обозначать норму, полунорму и ска-

лярное произведение в Hs(Q). Нормы и скалярные произведения в L2(Q) и L2(Ω) будем

обозначать соответственно через ‖ · ‖Q и (·, ·)Q, ‖ · ‖Ω и (·, ·)Ω.

Введем функциональные пространства

H1(∆,Ω) =
{
h ∈ H1(Ω) : ∆h ∈ L2(Ω)

}
, H̃1(Ω) = H1(Ω)3 ∩ ker (rot),

H(rot; Ω) =
{
h ∈ L2(Ω)3 : roth ∈ L2(Ω)3

}
,

Hs
T (Γ) =

{
w ∈ Hs(Γ)3 : w · n = 0 на Γ

}
, H−s

T (Γ) ≡ Hs
T (Γ)

∗, s > 0,

функциональные множества Lp
d0
(Ω) =

{
h ∈ Lp(Ω) : h > d0 > 0 п. в. в Ω

}
, 1 6 p 6 ∞,

Hs
d0
(Ω) =

{
h ∈ Hs(Ω) : h > d0 > 0 п. в. в Ω}, s > 0, где d0 — положительная константа,

и произведение пространств X = H1
0 (Ω)× H̃1(Ω).

Для описания пространства, которому принадлежит след тангенциальной компонен-

ты вектора u ∈ H(rot; Ω) потребуется определение поверхностной дивергенции (см. [17]

и ссылки там). Каждой функции u ∈ H2(Ω) при Γ ∈ C1,1 можно поставить тангенци-

альное векторное поле ∇u|Γ × n ∈ H
1/2
T (Γ). Пусть теперь ϕ ∈ H3/2(Γ) — произвольная
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функция, для которой определим функцию u ≡ uϕ ∈ H2(Ω) такую, что u|Γ = ϕ, и по-

ставим в соответствие функции u вектор ∇uϕ|Γ × n. Для областей с границей Γ ∈ C1,1

так построенный вектор не зависит от выбора функции u = uϕ. Поэтому данная про-

цедура определяет линейный непрерывный оператор поверхностного градиента. Поста-

вим в соответствие данному оператору сопряженный оператор поверхностной дивергенции

divΓ : H
−1/2
T (Γ) → H−3/2(Γ) ≡ H3/2(Γ)∗, действующий по формуле

〈divΓh, ϕ〉H−3/2(Γ)×H3/2(Γ) = −〈h,∇Γϕ〉H−1/2(Γ)×H1/2(Γ).

Для граничной функции k из (0.3) введем функциональное пространство

H
−1/2
T (divΓ; Γ) =

{
w ∈ H

−1/2
T (Γ) : divΓw ∈ H−1/2(Γ)

}
,

наделенное нормой ‖w‖2
−1/2,divΓ

= ‖w‖2
−1/2,Γ + ‖divΓ w‖2

−1/2,Γ, и его подпространство:

H̃s
T (Γ) =

{
w ∈ Hs

T (Γ) : divΓw = 0
}
, s ∈ [−1/2, 1/2].

Предположим, что выполняются следующие условия:

(i) Ω — ограниченная область в R
3 с границей Γ ∈ C1,1;

(ii) f ∈ L2(Ω), d ∈ Hs
d0
(Ω), s > 3/2;

(iii) β ∈ L4
β0
(Ω), β0 > 1/2;

(iv) k ∈ H̃
1/2
T (Γ).

Напомним, что в силу теоремы вложения Соболева пространство H1(Ω) вкладывается

в пространство Ls(Ω) непрерывно при s 6 6, компактно при s < 6, и с некоторой констан-

той Cs, зависящей от s и Ω, справедлива оценка

‖h‖Ls(Ω) 6 Cs‖h‖1,Ω ∀h ∈ H1(Ω). (1.1)

При s = 2 мы полагаем C2 = 1.
Справедлива следующая техническая лемма (см. [10, 17]).

Лемма 1.1. При выполнении условий (i), E ∈ H1(Ω)3, существуют положительные кон-

станты C0, δ1, γ
′

1 и γ1, зависящие, соответственно, от Ω, такие, что

|(∇h,∇η)| 6 C0‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω,

|(E · ∇h, η)| 6 γ′

1‖E‖L4(Ω)3‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω 6 γ1‖E‖1,Ω‖h‖1,Ω‖η‖1,Ω ∀h, η ∈ H1(Ω),

(∇h,∇h) > δ1‖h‖
2
1,Ω ∀h ∈ H1

0 (Ω).

Если функции E ∈ H1(Ω)3 и ρ ∈ H1
0 (Ω) связаны вторым соотношением в (0.2), то спра-

ведливо равенство

(E · ∇ρ, h) = −(∇h · E, ρ)−
1

εε0
(h, ρ2) ∀h ∈ H1

0 (Ω),

принимающее при h = ρ следующий вид:

µn(E · ∇ρ, ρ) = −
µn

2εε0
(ρ, ρ2).
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Также важную роль играет следующая лемма (см. [17, c. 291]).

Лемма 1.2. При выполнении условия (i) для любых функций σ ∈ L2(Ω) и k ∈ H̃
1/2
T (Γ)

существует единственное решение E ∈ H̃1(Ω) задачи

rotE = 0, divE = σ в Ω, E× n = k на Γ,

для которого справедлива оценка

‖E‖1,Ω 6 CN(‖σ‖Ω + ‖k‖1/2,Γ),

где CN — положительная константа, зависящая от Ω.

Пусть
(
ρ,E) ∈ (C2(Ω) ∩ C0(Ω)

)
×
(
C1(Ω)3 ∩ H̃1(Ω)

)
— классическое решение задачи 1.

Умножим уравнение в (0.1) на функцию h ∈ H1
0 (Ω) и проинтегрируем по Ω, применяя

формулы Грина. Приходим к слабой формулировке задачи 1:

(d∇ρ,∇h) + µn(E · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(β|ρ|ρ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω), (1.2)

divE =
1

εε0
ρ в Ω, E× n = k на Γ. (1.3)

Справедлива следующая теорема (см. [10, 11]).

Теорема 1.1. При выполнении условий (i)–(iv) существует слабое решение (ρ,E) ∈ X зада-

чи 1 и справедливы оценки

‖ρ‖1,Ω 6 C∗‖f‖Ω, C∗ = (d0δ1)
−1, ‖E‖1,Ω 6 CN

(
1

εε0
C∗‖f‖Ω + ‖k‖1/2,Γ

)
. (1.4)

Если, к тому же, выполняется условие

µn

εε0

(
γ1CN + C3

4‖β‖L4(Ω)

)
‖f‖Ω < λ2

∗
, λ∗ = d0δ1,

то слабое решение задачи 1 единственно.

Замечание 1.1. Доказательство теоремы 1.1 полностью идентично доказательству анало-

гичных теорем о разрешимости краевых задач из [10, 11]. Единственным отличием явля-

ется априорная оценка (1.4) для электрического поля E из-за неоднородного граничного

условия: E× n|Γ = k.

§ 2. Задача управления и система оптимальности

В данном разделе исследуется задача управления на слабых решениях задачи 1 с рас-

пределенным управлением f и граничным управлением k.

Будем считать, что функции f и k могут изменяться, соответственно, во множествах K1

и K2, удовлетворяющих условию:

(j) K1 ⊂ L2(Ω), K2 ⊂ H̃
1/2
T (Γ) — непустые выпуклые замкнутые множества.

Введем функциональные пространства X = H1
0 (Ω)×H̃1(Ω), Y = H−1(Ω)×L2(Ω)×H

1/2
T (Γ)

и положим x = (ρ,E) ∈ X , u = (f,k) ∈ K, где K = K1 × K2. Далее введем оператор

F = (F1, F2, F3) : X ×K → Y по формулам

〈F1(x, u), h〉 = (d∇ρ,∇h) + µn(E · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(β|ρ|ρ, h)− (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω),

F2(x) = divE−
1

εε0
ρ в Ω, F3(x, u) = E× n|Γ − k в H

1/2
T (Γ),
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и перепишем слабую формулировку задачи 1 в виде операторного уравнения F (x, u) = 0.
Пусть I : X → R — слабо полунепрерывный снизу функционал. Рассмотрим следующую

задачу управления:

J(x, u) ≡
1

2
I(x) +

ν1
2
‖f‖2Ω +

ν2
2
‖k‖21/2,Γ → inf, F (x, u) = 0, (x, u) ∈ X ×K. (2.1)

Через Zad = {(x, u) ∈ X ×K : F (x, u) = 0, J(x, u) < ∞} обозначим множество допу-

стимых пар для задачи (2.1).

Пусть, в дополнение к (j), выполняется следующие условие:

(jj) νi > 0, i = 1, 2, множество K ограничено или νi > 0, i = 1, 2, и функционал I
ограничен снизу.

Будем использовать следующие функционалы качества:

I1(ρ) = ‖ρ− ρd‖2Q, I2(ρ) = ‖ρ− ρd‖21,Ω,

I3(E) = ‖E− Ed‖2Q, I4(E) = ‖E− Ed‖21,Ω.
(2.2)

Здесь ρd ∈ L2(Q) (или ρd ∈ H1(Ω)) обозначает заданное поле концентрации в подобла-

сти Q ⊂ Ω (или в Ω). Функция Ed ∈ L2(Q)3 (или Ed ∈ H1(Ω)3) имеет аналогичный смысл

для электрического поля.

Из результатов [11] вытекает следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть выполняются условия (i)–(iv) и (j), (jj), функционал I : X → R слабо

полунеперрывен снизу и Zad 6= ∅. Тогда существует по крайней мере одно решение (x, u) ∈
∈ X ×K задачи управления (2.1).

Замечание 2.1. Ясно, что все функционалы качества из (2.2) удовлетворяют условиям тео-

ремы 2.1.

Далее для задачи (2.1) получим систему оптимальности, которая играет ключевую роль

при выводе оценок устойчивости оптимальных решений указанной задачи управления.

Через

X∗ = H−1(Ω)× H̃1(Ω)∗, Y ∗ = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H

−1/2
T (Γ)

обозначим пространства, двойственные к пространствам X и Y .

Несложно показать, что производная Фреше от оператора F : X × K → Y по состо-

янию x в любой точке (x̂, û) = (ρ̂, Ê, f̂ , k̂) является линейным непрерывным оператором

F ′

x
(x̂, û) : X → Y , который каждому элементу (τ, e) ∈ X ставит в соответствие элемент

F ′

x
(x̂, û)(τ, e) = (ŷ1, ŷ2, ŷ3) ∈ Y.

Здесь ŷ1 ∈ H−1(Ω), ŷ2 ∈ L2
0(Ω) и ŷ3 ∈ H

1/2
T (Γ) определяются по паре (ρ̂, Ê) и (τ, e) с помо-

щью следующих соотношений:

〈ŷ1, (τ, e)〉 = (d ∇τ,∇h) + µn(Ê · ∇τ, h) + µn(e · ∇ρ̂, h) +
2µn

εε0
(β|ρ̂|τ, h),

ŷ2 = div e−
1

εε0
τ, ŷ3 = e× n|Γ ∀ (τ, e) ∈ X.

Через F ′

x
(x̂, û)∗ : Y ∗ → X∗ обозначим сопряженный к F ′

x
(x̂, û) оператор.
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Следуя общей теории гладко-выпуклых экстремальных задач (см. [24]), введем эле-

мент y∗ = (θ, σ, ζ) ∈ Y ∗ = H1
0 (Ω) × L2(Ω) × H

−1/2
T (Γ), на который будем ссылаться как

на сопряженное состояние, и введем Лагранжиан L : X ×K × R× Y ∗ → R по формуле:

L(x, u, λ0,y
∗) = λ0J(x, u) + 〈y∗, F (x, u)〉Y ∗×Y ≡

≡ λ0J(x, u) + 〈F1(x, u), θ〉+ (F2(x), σ) + 〈ζ, F3(x, u)〉Γ.

По схеме, предложенной в [11] и [12], доказывается следующая теорема.

Теорема 2.2. Пусть выполняются условия (i)–(iv) и (j), (jj) и элемент (x̂, û) ∈ X × K
является точкой локального минимума для задачи (2.1). Предположим, что функционал

качества I : X → R непрерывно дифференцируем по Фреше по состоянию x в точке x̂.

Тогда:

(1) существует ненулевой множитель Лагранжа (λ0,y
∗) = (λ0, θ, σ, ζ) ∈ R

+ × Y ∗, с ко-

торым выполняется уравнение Эйлера–Лагранжа F ′

x
(x̂, û)∗y∗ = −λ0J

′

x
(x̂, û) в X∗,

эквивалентное соотношениям

(d ∇τ,∇θ) + µn(Ê · ∇τ, θ) +
2µn

εε0
(β|ρ̂|τ, θ)−

1

εε0
(τ, σ) =

= −λ0
1

2
〈I ′ρ(x̂), τ〉 ∀ τ ∈ H1

0 (Ω),

(2.3)

µn(e · ∇ρ̂, θ) + (div e, σ) + 〈ζ, e× n〉Γ = −λ0
1

2
〈I ′

E
(x̂), e〉 ∀ e ∈ H̃1(Ω), (2.4)

и справедлив принцип минимума L(x̂, û, λ0,y
∗) 6 L(x̂, u, λ0,y

∗) для всех u ∈ K, экви-

валентный неравенствам

λ0ν1
(
f̂ , f − f̂

)
−

(
f − f̂ , θ

)
> 0 ∀ f ∈ K1, (2.5)

λ0ν2
〈
k̂,k− k̂

〉
1/2,Γ

−
〈
ζ,k− k̂

〉
Γ
> 0 ∀k ∈ K2; (2.6)

(2) если, к тому же, выполняется условие

γ1µnCN

εε0
‖f‖Ω 6 λ2

∗
,

то любой нетривиальный множитель Лагранжа (λ0,y
∗), удовлетворяющий (2.3)–

(2.6), является регулярным, то есть имеет вид (1,y∗), и определяется единственным

образом по заданной паре (x̂, û).

§ 3. Основное свойство системы оптимальности

Обозначим через (x1, u1) = (ρ1,E1, f1,k1) ∈ X × K решение задачи (2.1). Через

(x2, u2) = (ρ2,E2, f2,k2) ∈ X ×K обозначим решение задачи

J̃(x, u) =
1

2
Ĩ(x) +

ν1
2
‖f‖2Ω +

ν2
2
‖k‖21/2,Γ → inf, F (x, u) = 0, (x, u) ∈ X ×K. (3.1)

Она получается из (2.1) заменой функционала I : X → R другим функционалом Ĩ : X → R.

Считая множество K ограниченным, а функционалы I(x) и Ĩ(x) непрерывно дифференци-

руемыми на X , выведем одно важное для дальнейшего анализа неравенство для разности
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решений задач (2.1) и (3.1). Напомним, что в силу теоремы 1.1 справедливы следующие

оценки для ρi и Ei:

‖ρ‖1,Ω 6 Mρ ≡ sup
u∈K

C∗‖f‖Ω,

‖E‖1,Ω 6 ME ≡ sup
u∈K

CN

(
1

εε0
C∗‖f‖Ω + ‖k‖1/2,Γ

)
, C∗ = λ−1

∗
.

(3.2)

Ясно, что Mρ < ∞ и ME < ∞ в случае, когда множество K ограничено.

Предполагая, что выполняются условия теоремы 2.2, запишем (2.3), (2.4) при λ0 = 1 для

(xi, ui) = (ρi,Ei, fi,ki) и отвечающих им множителей Лагранжа (θi, σi, ζi). Будем иметь

(d ∇τ,∇θi) + µn(Ei · ∇τ, θi) +
2µn

εε0
(β|ρi|τ, θi)−

1

εε0
(τ, σi) =

= −
1

2
〈I ′ρ(xi), τ〉 ∀ τ ∈ H1

0 (Ω),

(3.3)

µn(e · ∇ρi, θi) + (div e, σi) + 〈ζi, e× n〉Γ = −
1

2
〈I ′

E
(xi), e〉 ∀ e ∈ H̃1(Ω). (3.4)

Положим

ρ = ρ1 − ρ2, E = E1 − E2, f = f1 − f2, k = k1 − k2,

θ = θ1 − θ2, σ = σ1 − σ2, ζ = ζ1 − ζ2.
(3.5)

Вычтем уравнения (1.2), (1.3), записанные при (x2, u2) = (ρ2,E2, f2,k2), из уравне-

ний (1.2), (1.3) для (x1, u1) = (ρ1,E1, f1,k1). С учетом обозначений (3.5) получаем

(d∇ρ,∇h) + µn(E1 · ∇ρ, h) +
µn

εε0
(β|ρ1|ρ, h) =

= −µn(E · ∇ρ2, h)−
µn

εε0
(β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, h) + (f, h) ∀h ∈ H1

0 (Ω),
(3.6)

divE =
1

εε0
ρ в Ω, E× n = k на Γ. (3.7)

Далее вычтем уравнения (3.3), (3.4) при (x2, u2, θ2, σ2, ζ2) из уравнений (3.3), (3.4) при

(x1, u1, θ1, σ1, ζ1). Будем иметь

(d ∇τ,∇θ) + µn(E1 · ∇τ, θ) +
2µn

εε0
(β|ρ1|τ, θ)−

1

εε0
(τ, σ) =

= −µn(E · ∇τ, θ2)−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)τ, θ2

)
−

1

2
〈I ′ρ(x1)− I ′ρ(x2), τ〉 ∀ τ ∈ H1

0 (Ω),
(3.8)

µn(e · ∇ρ, θ1) + µn(e · ∇ρ2, θ) + (div e, σ) + 〈ζ, e× n〉Γ =

= −
1

2
〈I ′

E
(x1)− I ′

E
(x2), e〉 ∀ e ∈ H̃1(Ω).

(3.9)

Положим h = θ в (3.6). Далее, первое равенство в (3.7) умножим на σ ∈ L2(Ω) и проин-

тегрируем по Ω. Приходим к соотношениям

(d ∇ρ,∇θ) + µn(E1 · ∇ρ, θ) +
µn

εε0
(β|ρ1|ρ, θ) =

= −µn(E · ∇ρ2, θ)−
µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
+ (f, θ),

(3.10)

(divE, σ) =
1

εε0
(ρ, σ). (3.11)
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Полагая τ = ρ в (3.8) и e = E в (3.9), будем иметь

(d ∇ρ,∇θ) + µn(E1 · ∇ρ, θ) +
2µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
−

1

εε0
(ρ, σ) =

= −µn(E · ∇ρ, θ2)−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
−

1

2
〈I ′ρ(x1)− I ′ρ(x2), ρ〉,

(3.12)

µn(E · ∇ρ, θ1) + µn(E · ∇ρ2, θ) + (divE, σ) + 〈ζ,E× n〉Γ =

= −
1

2
〈I ′

E
(x1)− I ′

E
(x2),E〉.

(3.13)

Вычитая (3.10) из (3.12) и подставляя (3.11) в (3.13), с учетом второго равенства в (3.7),

получим

µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
−

1

εε0
(ρ, σ) = µn(E · ∇ρ2, θ)− µn(E · ∇ρ, θ2) +

+
µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
− (f, θ)−

1

2
〈I ′ρ(x1)− I ′ρ(x2), ρ〉,

µn(E · ∇ρ, θ1) + µn(E · ∇ρ2, θ) +
1

εε0
(ρ, σ) + 〈ζ,k〉Γ = −

1

2
〈I ′

E
(x1)− I ′

E
(x2),E〉.

Сложив полученные соотношения, будем иметь

µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
+ 〈k, ζ〉Γ = −µn(E · ∇ρ, θ1 + θ2) +

+
µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
− (f, θ)−

−
1

2
〈I ′ρ(x1)− I ′ρ(x2), ρ〉 −

1

2
〈I ′

E
(x1)− I ′

E
(x2),E〉.

(3.14)

Положим f = f1 в неравенстве (2.5) (при λ0 = 1), записанном для (f2, θ2), и положим

f = f2 в (2.5) при (f1, θ1). Будем иметь

ν1(f2, f)− (f, θ2) > 0, −ν1(f1, f) + (f, θ1) > 0.

Складывая эти неравенства, приходим к оценке:

(f, θ) > ν1‖f‖
2
Ω. (3.15)

Положим k = k1 в неравенстве (2.6) (при λ0 = 1), записанном для (k2, ζ2), и положим

k = k2 в (2.6) при (k1, ζ1). Будем иметь

ν2
〈
k2,k

〉
1/2,Γ

−
〈
ζ2,k

〉
Γ
> 0, −ν2

〈
k1,k

〉
1/2,Γ

+
〈
ζ1,k

〉
Γ
> 0.

Складывая эти неравенства, приходим к оценке:
〈
ζ,k

〉
Γ
> ν2‖k‖

2
1/2,Γ. (3.16)

Тогда из (3.14) c учетом (3.15) и (3.16) получаем основное неравенство относительно

разностей состояний и управлений:

1

2
〈I ′ρ(x1)− I ′ρ(x2), ρ〉+

1

2
〈I ′

E
(x1)− I ′

E
(x2),E〉+ ν1‖f‖

2
Ω + ν2‖k‖

2
1/2,Γ 6

6 −
µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
+

µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
− µn(E · ∇ρ, θ1 + θ2).

(3.17)
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В заключение данного раздела получим оценку норм разностей состояний ρ и E через

нормы разностей управлений f и k.

Из (3.7) в силу леммы 1.2 вытекает оценка

‖E‖1,Ω 6 CN

(
1

εε0
‖ρ‖1,Ω + ‖k‖1/2,Γ

)
. (3.18)

Полагая h = ρ в (3.6), получим

(d ∇ρ,∇ρ) + µn(E1 · ∇ρ, ρ) +
µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, ρ

)
=

= −µn(E · ∇ρ2, ρ)−
µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, ρ

)
+ (f, ρ).

(3.19)

С учетом (3.18) при выполнении условия

µn

εε0

(
γ1CN + C3

4‖β‖L4(Ω)

)
Mρ 6

λ∗

2
(3.20)

из неравенства

λ∗‖ρ‖
2
1,Ω 6

µn

εε0

(
γ1CN + C3

4‖β‖L4(Ω)

)
Mρ‖ρ‖

2
1,Ω +

+ µnγ1CNMρ‖k‖1/2,Γ‖ρ‖1,Ω + ‖f‖Ω‖ρ‖1,Ω,

приходим к следующей оценке:

‖ρ‖1,Ω 6 2C∗

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)
, a = µnγ1CNMρ. (3.21)

С учетом (3.21) оценка (3.18) примет вид

‖E‖1,Ω 6
2

εε0
CNC∗

((
a +

εε0
2C∗

)
‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)
. (3.22)

Сформулируем полученный результат в виде следующей леммы.

Лемма 3.1. Пусть в дополнение к условиям (i) и (j) K ⊂ L2(Ω) × H̃
1/2
T (Γ) — ограниченное

множество, и пусть пары (x1, u1) ∈ X × K и (x2, u2) ∈ X × K являются решениями

соответственно задач (2.1) и (3.1). Пусть далее (θi, σi, ζi) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H

−1/2
T (Γ) —

множители Лагранжа, отвечающие решениям (xi, ui), i = 1, 2, и пусть функционалы I

и Ĩ непрерывно дифференцируемы по x. Тогда для разностей ρ,E, f,k, θ, σ и ζ , введенных

в (3.5), при выполнении условия (3.20) справедливы оценки (3.21), (3.22) и выполняется

неравенство (3.17).

§ 4. Оценки локальной устойчивости оптимальных решений

Основываясь на лемме 3.1, установим достаточные условия единственности и устой-

чивости решений конкретных экстремальных задач. Начнем с анализа следующей экстре-

мальной задачи, отвечающей функционалу качества I3(E) = ‖E− Ed‖2Q:

J(E, u) =
1

2
I3(E) +

ν1
2
‖f‖2Ω +

ν2
2
‖k‖21/2,Γ → inf, F (x, u) = 0, (x, u) ∈ X ×K. (4.1)
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Обозначим через (x1, u1) решение задачи (4.1), отвечающее заданной функции Ed =
= Ed

1 ∈ L2(Ω)3, через (x2, u2) — решение задачи (4.1), отвечающее возмущенной функ-

ции Ẽd = Ed
2 ∈ L2(Ω)3. Полагая Ed = Ed

1 − Ed
2, в дополнение к (3.5), имеем в силу (2.2),

что

〈I ′3(Ei), e〉 = 2(Ei −Ed
i , e)Q, 〈I ′3(E1)− I ′3(E2), e〉 = 2

(
(E, e)Q − (Ed, e)Q

)
, i = 1, 2. (4.2)

В силу (4.2) равенства (3.3), (3.4) для множителей Лагранжа (θi, σi, ζi) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω)×

×H
−1/2
T (Γ), отвечающие решениям (xi, ui), i = 1, 2, принимают вид

(d ∇τ,∇θi) + µn(Ei · ∇τ, θi) +
2µn

εε0

(
β|ρi|τ, θi

)
−

1

εε0
(τ, σi) = 0 ∀ τ ∈ H1

0 (Ω), (4.3)

µn(e · ∇ρi, θi) + (div e, σi) + 〈ζi, e× n〉Γ = −(Ei − Ed
i , e)Q ∀ e ∈ H̃1(Ω). (4.4)

В (3.8), (3.9) подставим производную Фреше от конкретного функционала качества и за-

пишем эти соотношения в виде уравнения относительно разности θ = θ1 − θ2:

(d ∇τ,∇θ) + µn(E1 · ∇τ, θ) +
2µn

εε0
(β|ρ1|τ, θ)−

1

εε0
(τ, σ) =

= −µn(E · ∇τ, θ2)−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)τ, θ2

)
∀ τ ∈ H1

0 (Ω),
(4.5)

µn(e · ∇ρ, θ1) + µn(e · ∇ρ2, θ) + (div e, σ) + 〈ζ, e× n〉Γ =

= −(E −Ed, e) ∀ e ∈ H̃1(Ω).
(4.6)

Наконец, (3.17) принимает следующий вид:

(
‖E‖2Q − (Ed,E)Q

)
+ ν1‖f‖

2
Ω + ν2‖k‖

2
1/2,Γ 6

6 −
µn

εε0
(β|ρ1|ρ, θ) +

µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
− µn(E · ∇ρ, θ1 + θ2).

(4.7)

Получим оценки множителей Лагранжа θi и σi. Полагая в (4.3) τ = θi, получаем

(d ∇θi,∇θi) + µn(Ei · ∇θi, θi) +
2µn

εε0
(β|ρi|θi, θi) =

1

εε0
(θi, σi),

откуда приходим к неравенству

‖θi‖1,Ω 6
C∗

εε0
‖σi‖Ω, i = 1, 2. (4.8)

В силу (3.2) и оценок ‖Ei‖Q 6 ‖Ei‖1,Ω, ‖e‖Q 6 ‖e‖1,Ω имеем

|(Ei − Ed
i , e)Q| 6 M0

E
‖e‖1,Ω ∀ e ∈ H̃1(Ω), M0

E
≡ ME +max

(
‖Ed

1‖Q, ‖E
d
2‖Q

)
.

Согласно лемме 1.2 существуют функции ẽi такие, что div ẽi = σi, ẽi×n = 0 и ‖ẽi‖1,Ω 6

6 CN‖σi‖Ω, i = 1, 2. Полагая e = ẽi в (4.4), получаем

µn(ẽi · ∇ρi, θi) + (σi, σi) = −(Ei − Ed
i , ẽi)Q.

Отсюда, с учетом лемм 1.1 и 1.2 и оценки (4.8), приходим к неравенству

‖σi‖
2
Ω 6 C∗

µn

εε0
γ1MρCN‖σi‖

2
Ω +M0

E
CN‖σi‖Ω.
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Тогда при выполнении условия

µnγ1CN

εε0
Mρ 6

λ∗

2
(4.9)

получаем оценку для σi:

‖σi‖Ω 6 Mσ, Mσ ≡ 2M0
E
CN , i = 1, 2. (4.10)

С учетом (4.10) из (4.8) приходим к оценке для θi:

‖θi‖1,Ω 6 Mθ, Mθ ≡ 2
C∗

εε0
M0

E
CN , i = 1, 2. (4.11)

Получим далее оценки норм разностей θ = θ1 − θ2 и σ = σ1 − σ2. Из (4.5) при τ = θ,
применяя неравенство Гёльдера и оценки леммы 1.1, приходим к нервенству

λ∗‖θ‖1,Ω 6
1

εε0
‖σ‖Ω +

2µn

εε0
C3

4CβMθ‖ρ‖1,Ω + µnγ1Mθ‖E‖1,Ω. (4.12)

С учетом оценок (3.21), (3.22) неравенство (4.12) принимает следующий вид

‖θ‖1,Ω 6
C∗

εε0
‖σ‖Ω +

4µn

εε0
C3

4CβMθC
2
∗

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)
+

+
2µn

εε0
γ1MθCNC

2
∗

((
a+

εε0
2C∗

)
‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)
.

(4.13)

Рассуждая, как при выводе (4.10), из (4.6) с учетом (4.11) и (4.12) приходим к неравен-

ству

‖σ‖Ω 6 µnγ1MρCN‖θ‖1,Ω + µnγ1MθCN‖ρ‖1,Ω + CN‖E‖1,Ω + CN‖E
d‖Q 6

6 C∗

µn

εε0
γ1MρCN‖σ‖Ω + µnγ1CNMθ

(
2µn

εε0
C3

4MρMβC∗ + 1

)
‖ρ‖1,Ω +

+ CN

(
µ2
nγ

2
1MρMθC∗ + 1

)
‖E‖1,Ω + CN‖E

d‖Q.

(4.14)

При выполнении условия (4.9) из (4.14) выводим оценку для разности σ:

‖σ‖Ω 6 2CN

(
µnγ1Mθ

(
2µn

εε0
C3

4MρMβC∗ + 1

)
‖ρ‖1,Ω +

+
(
µ2
nγ

2
1MρMθC∗ + 1

)
‖E‖1,Ω + ‖Ed‖Q

)
,

которая с учетом (3.21) и (3.22) принимает вид

‖σ‖Ω 6 2CN

(
κ1‖k‖1/2,Γ + κ2‖f‖Ω + ‖Ed‖Q

)
, (4.15)

κ1 = 2aC∗µnγ1Mθ

(
2µn

εε0
C3

4MρMβC∗ + 1

)
+

2

εε0
CNC∗

(
a+

εε0
2C∗

)(
µ2
nγ

2
1MρMθC∗ + 1

)
,

κ2 = 2C∗µnγ1Mθ

(
2µn

εε0
C3

4MρMβC∗ + 1

)
+

2

εε0
CNC∗

(
µ2
nγ

2
1MρMθC∗ + 1

)
.

С учетом (4.15) из (4.13) получаем оценку для разности θ:

‖θ‖1,Ω 6 2C∗

(
α1‖k‖1/2,Γ + α2‖f‖Ω + α3‖E

d‖Q
)
, (4.16)

α1 =
CN

εε0
κ1 + 2a

µn

εε0
C3

4CβMθC∗ +
µn

εε0
γ1MθCNC∗

(
a+

εε0
2C∗

)
,

α2 =
CN

εε0
κ2 + 2

µn

εε0
C3

4CβMθC∗ +
µn

εε0
γ1MθCNC∗, α3 =

CN

εε0
.
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Наконец, учитывая (1.1) и неравенство Юнга 2ab 6 εa2 + (1/ε)b2 (a > 0, b > 0, ε > 0),
с помощью полученных выше неравенств (3.21), (3.22), (4.15) и (4.16) последовательно

оценим слагаемые в правой части (4.7):

µn

εε0
|(β|ρ1|ρ, θ)| 6

6
4µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMρ

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)(
α1‖k‖1/2,Γ + α2‖f‖Ω + α3‖E

d‖Q
)
6

6
4µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMρ

[(
aα1 + a2 + 0.5α2

1)‖k‖
2
1/2,Γ +

(
0.5α2

2 + α2 + 1
)
‖f‖2Ω + α2

3‖E
d‖2Q

]
,

µn

εε0

∣∣(β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ)
∣∣ 6

6
4µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMρ

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)(
α1‖k‖1/2,Γ + α2‖f‖Ω + α3‖E

d‖Q
)
6

6
4µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMρ

[(
aα1 + a2 + 0.5α2

1

)
‖k‖21/2,Γ +

(
0.5α2

2 + α2 + 1
)
‖f‖2Ω + α2

3‖E
d‖2Q

]
,

2µn

εε0

∣∣(β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2)
∣∣ 6 8µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMθ

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)2
6

6
8µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMθ

[
2a2‖k‖21/2,Γ + 2‖f‖2Ω

]
,

µn|(E · ∇ρ, θ1 + θ2)| 6 2µnγ1Mθ‖E‖1,Ω‖ρ‖1,Ω 6

6
8µn

εε0
C2

∗
CNγ1Mθ

(
a‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)((
a+

εε0
2C∗

)
‖k‖1/2,Γ + ‖f‖Ω

)
6

6
8µn

εε0
C2

∗
CNγ1Mθ

[(
3a2 +

3aεε0
2C∗

+ 0.5

(
εε0
2C∗

)2)
‖k‖21/2,Γ + 1.5‖f‖2Ω

]
. (4.17)

Используя (4.17), выводим оценку для правой части (4.7):

∣∣∣− µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
+

µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
−

− µn(E · ∇ρ, θ1 + θ2)
∣∣∣ 6

(
ω2
1‖k‖

2
1/2,Γ + ω2

2‖f‖
2
Ω + ω2

3‖E
d‖2Q

)
.

(4.18)

Здесь положительные константы ωi, i = 1, 2, 3, определяются следующими формулами:

ω2
1 =

8µn

εε0
C2

∗

[
C3

4Cβ

(
Mρ

(
aα1 + a2 + 0.5α2

1

)
+ 2a2Mθ

)
+

+ CNγ1Mθ

(
3a2 +

3aεε0
2C∗

+ 0.5

(
εε0
2C∗

)2)]
,

ω2
2 =

8µn

εε0
C2

∗

[
C3

4Cβ

(
Mρ

(
0.5α2

2 + α2 + 1
)
+ 2Mθ

)
+1.5CNγ1Mθ

]
,

ω2
3 =

8µn

εε0
C3

4C
2
∗
CβMρα

2
3.

(4.19)

Пусть исходные данные задачи (4.1) таковы, что выполняется условие

ω2
1 < ν2(1− ε2), ω2

2 < ν1(1− ε1), (4.20)
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где ε1, ε2 ∈ (0, 1) — фиксированные числа. При выполнении (4.20) с учетом (4.18) неравен-

ство (4.7) принимает вид

‖E‖2Q 6 (E,Ed)Q − ε1ν1‖f‖
2
Ω − ε2ν2‖k‖

2
1/2,Γ + ω2

3‖E
d‖2Q. (4.21)

Отбрасывая неположительные слагаемые −ε1ν1‖f‖
2
Ω и −ε2ν2‖k‖1/2,Γ в правой части,

из (4.21) получаем, что

‖E‖2Q 6 ‖E‖Q‖E
d‖Q + ω2

3‖E‖
2
Ω. (4.22)

Неравенство (4.22) представляет собой квадратичное неравенство относительно ‖E‖Q. Ре-

шив его, приходим к следующей оценке для ‖E‖Q:

‖E‖Q 6 (ω3 + 1)‖Ed‖Q.

Поскольку E = E1 − E2, E
d = Ed

1 −Ed
2, то эта оценка эквивалентна оценке

‖E1 − E2‖Q 6 (ω3 + 1)‖Ed
1 − Ed

2‖Q. (4.23)

В случае, когда Q = Ω, оценка (4.23) имеет смысл L2(Ω)-оценки устойчивости компонен-

ты Ê решения (x̂, û) задачи (4.1) относительно малых возмущений функций Ed ∈ L2(Ω)3.
Если, кроме того, Ed

1 = Ed
2, то из этой оценки следует, что E1 = E2 в Q. Это дает вместе

с (4.21) при ν1 > 0 и ν2 > 0, что f = 0 и k = 0, а из (3.21) тогда следует, что ρ = 0, то есть,

что ρ1 = ρ2 в Ω. Последнее означает единственность решения задачи (3.1) при выполнении

условия (4.20).

Далее, используя неравенство ‖E‖Q‖E
d‖Q 6 ‖E‖2Q + 1

4
‖Ed‖2Q, вытекающее из неравен-

ства Юнга, из (4.21) выводим, что

ε1ν1‖f‖
2
Ω + ε2ν2‖k‖

2
1/2,Γ 6 −‖E‖2Q + (E,Ed)Q + ω2

3‖E
d‖2Q 6

1

4
‖Ed‖2Q + ω2

3‖E
d‖2Q. (4.24)

Из (4.24) вытекают оценки

‖f‖Ω 6

√
1

ε1ν1
(ω3 + 0.5)‖Ed‖Q, ‖k‖1/2,Γ 6

√
1

ε2ν2
(ω3 + 0.5)‖Ed‖Q,

которые с учетом (3.5) перепишем в виде

‖f1 − f2‖Ω 6

√
1

ε1ν1
(ω3 + 0.5)‖Ed

1 − Ed
2‖Q, (4.25)

‖k1 − k2‖1/2,Γ 6

√
1

ε2ν2
(ω3 + 0.5)‖Ed

1 − Ed
2‖Q. (4.26)

Из (4.25), (4.26) и (3.21), (3.22) вытекают следующие оценки для разностей ρ1−ρ2 и E1−E2:

‖ρ1 − ρ2‖1,Ω 6 2C∗(ω3 + 0.5)A‖Ed
1 −Ed

2‖Q, (4.27)

‖E1 − E2‖1,Ω 6
2

εε0
CNC∗(ω3 + 0.5)

(
A +

εε0
2C∗

√
1

ε2ν2

)
‖Ed

1 −Ed
2‖Q, (4.28)

где A = a
√

1
ε2ν2

+
√

1
ε1ν1

.

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы.
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Теорема 4.1. Пусть, в дополнение к условиям (i) и (j), K — ограниченное множество,

и пусть пара (xi, ui) ∈ X × K является решением задачи (4.1), отвечающим заданным

функциям Ed
i ∈ L2(Q)3, i = 1, 2, где Q ⊂ Ω — произвольное открытое ограниченное мно-

жество. Предположим, что выполняется условие (4.20). Тогда справедливы оценки (4.23),

(4.25)–(4.28), где ωi, i = 1, 2, 3, определены в (4.19).

Следствие 4.1. Пусть, в дополнение к условиям (i) и (j), K — ограниченное множество,

Ed
1 = Ed

2 в Q. Тогда если выполняется условие (4.20), то решение (x, u) ∈ X×K задачи (4.1)

единственно.

§ 5. Задача граничного управления

Рассмотрим однопараметрическую задачу граничного управления с функционалом ка-

чества I4 из (2.2), роль управления в которой играет функция k, которая может изменяться

во множестве Kk:

J(E) ≡
1

2
‖E−Ed‖21,Ω → inf, F (x,k) = 0, (x,k) ∈ X ×Kk. (5.1)

Пусть выполняется следующее условие:

(jjj) Kk ⊂ H̃
1/2
T (Γ) — непустое выпуклое ограниченное замкнутое множество.

Из теоремы 2.1 вытекает следующая теорема.

Теорема 5.1. Пусть выполняются условиям (i)–(iv) и (jjj). Тогда существует по крайней

мере одно решение (x,k) ∈ X ×Kk задачи управления (5.1).

В данном разделе мы установим достаточные условия локальной единственности опти-

мального решения задачи (5.1). В отличие от задачи (2.1), в (5.1) не используется регуляри-

зация. Однако указанный результат будет получен за счет выбора коэрцитивного функцио-

нала качества и соответствующего ему управления.

Для задачи (5.1) основное неравенство (4.7) принимает вид:

‖E‖21,Ω 6 −
µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, θ

)
+

µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, θ

)
−

−
2µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ, θ2

)
− µn(E · ∇ρ, θ1 + θ2),

(5.2)

неравенство (3.19) — вид

(d ∇ρ,∇ρ) + µn(E1 · ∇ρ, ρ) +
µn

εε0

(
β|ρ1|ρ, ρ

)
=

= −µn(E · ∇ρ2, ρ)−
µn

εε0

(
β(|ρ1| − |ρ2|)ρ2, ρ

)
.

(5.3)

Из (5.3) при выполнении условия

µn

εε0
C3

4Mρ‖β‖L4(Ω) 6
λ∗

2
(5.4)

приходим к оценке

‖ρ‖1,Ω 6 2C∗µnγ1Mρ‖E‖1,Ω. (5.5)
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Оценка (4.11) переписывается следующим образом

‖θi‖1,Ω 6 M̃θ, i = 1, 2, M̃θ ≡ 2
C∗

εε0
M̃0

E
CN , M̃0

E
≡ ME + ‖Ed‖21,Ω.

С учетом (5.4) и (5.5) неравенство (4.12) принимает вид

λ∗‖θ‖1,Ω 6
1

εε0
‖σ‖Ω + µnγ1M̃θ

(
4

εε0
C3

4CβC∗Mρ + 1

)
‖E‖1,Ω. (5.6)

Далее левое неравенство в (4.14) переписывается в виде

‖σ‖Ω 6 µnγ1MρCN‖θ‖1,Ω + CN

(
2µ2

nγ
2
1M̃θC∗Mρ + 1

)
‖E‖1,Ω. (5.7)

Подставив (5.7) в (5.6), при выполнении условия (4.9) приходим к оценке

‖θ‖1,Ω 6 2C∗B‖E‖1,Ω,

B =
1

εε0
CN

(
2µ2

nγ
2
1M̃θC∗Mρ + 1

)
+ µnγ1M̃θ

(
4

εε0
C3

4CβC∗Mρ + 1

)
.

(5.8)

Окончательно из (5.2) получаем неравенство

‖E‖21,Ω 6
2µn

εε0
C2

4CβMρ‖ρ‖1,Ω‖θ‖1,Ω +
2µn

εε0
C3

4CβM̃θ‖ρ‖
2
1,Ω + 2γ1µnM̃θ‖ρ‖1,Ω‖E‖1,Ω,

которое с учетом (5.5), (5.8) принимает вид

‖E‖21,Ω 6 4µ2
nC∗γ1Mρ

(
2

εε0
C∗C

3
4CβMρB +

2µn

εε0
C∗γ1C

3
4CβMρM̃θ + γ1M̃θ

)
‖E‖21,Ω. (5.9)

Из (5.9) вытекает, что если выполняется условие

4µ2
nγ1Mρ

(
2

εε0
C∗C

3
4CβMρB +

2µn

εε0
C∗γ1C

3
4CβMρM̃θ + γ1M̃θ

)
< λ∗, (5.10)

то E = 0 или E1 = E2 п. в. в Ω. Тогда В таком случае, из оценки (5.5) получаем, что ρ = 0
или ρ1 = ρ2 п. в. в Ω.

Из вышесказанного вытекает следующая теорема.

Теорема 5.2. Пусть, в дополнение к условиям (i)–(iv) и (jjj), выполняется условие (5.10).

Тогда существует единственное решение (x,k) ∈ X ×Kk экстремальной задачи (5.1).

Замечание 5.1. Из доказательства теоремы 5.2 несложно заметить, что для коэрцитивно-

го функционала I2(ρ) из (2.2) «соответствующим» управлением является распределенное

управление f .

В заключение отметим, что в рамках оптимизационного подхода к задаче управле-

ния (5.1) может быть сведена задача восстановления граничной функции k по измерен-

ному во всей области Ω электрическому полю Ed, при условии что измерения выполнены

с высокой точностью так, что Ed ∈ H1(Ω)3 (о корректности такого подхода см. [25]).

Финансирование. Исследование выполнено в рамках госзадания Института прикладной

математики ДВО РАН (No 075–00459–25–00).
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