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Исследуется структурная устойчивость логарифмических спиралей в обобщении задачи Фуллера

на случай управления из круга. Рассматривается малое возмущение относительно действия группы

симметрий невозмущенной задачи. Для возмущенной задачи показано, что в окрестности особой

экстремали второго порядка сохраняются экстремали в виде логарифмических спиралей. Построен-

ные экстремали приходят на особую экстремаль за конечное время, при этом управления совершают

бесконечное число оборотов вдоль окружности.
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Введение

Интерес к задачам оптимального управления с особыми экстремалями второго порядка

возник в связи с задачей Лоудена [1]. Это задача о переходе с орбиты на орбиту косми-

ческого корабля в гравитационном поле Земли. Корабль управляется тягой — скалярной

величиной. В задаче были обнаружены режимы с промежуточной тягой, которые являют-

ся особыми режимами второго порядка [2]. Позже особые режимы второго порядка были

найдены и в других прикладных задачах со скалярным управлением: в задачах управления

космическими аппаратами [3,4], в механике [5–7], в задачах математической экономики [8],

биомедицины [9] и др. Для задач оптимального управления, аффинных по скалярному огра-

ниченному управлению, обладающих особыми режимами порядка 2, важную роль в по-

строении синтеза в окрестности особого режима играет задача Фуллера:

∫ ∞

0

x2(t) dt→ inf, ẋ = y, ẏ = u, |u| 6 1, x(0) = x0, y(0) = y0, x, y, u ∈ R.

В задаче Фуллера действует группа симметрий gλ(x, y) = (λ2x, λy), которая позволяет

найти явное решение. Известно (см., напр., [5]), что для любой начальной точки (x0, y0)
соответствующая оптимальная траектория является четтеринг-траекторией (см. рис. 1),

а именно, приходит в начало координат (особое решение порядка 2) за конечное время,

при этом оптимальное управление имеет счетное число переключений с 1 на −1 (и на-

оборот). В [10,11] доказано, что наличие четтеринг-экстремалей в окрестности особых

режимов второго порядка является типичным явлением для задач, аффинных по скаляр-

ному управлению. Более того, было показано [5,11], что для достаточно широкого класса

задач в окрестности особой экстремали второго порядка структура оптимального синтеза

определяется решениями задачи Фуллера. А именно, было доказано, что при выполнении

некоторых условий в окрестности особой экстремали второго порядка фазовое простран-

ство расслаивается над многообразием особых траекторий на двумерные слои, заполненные

оптимальными четтеринг-траекториями, аналогичными решениям задачи Фуллера.

Особые режимы второго порядка возникают и в задачах, аффинных по двумерному огра-

ниченному управлению [5,12–19]. В этом случае структура оптимального синтеза в окрест-

ности особого режима второго порядка существенно разнообразнее и не ограничивается

https://doi.org/10.35634/vm250107
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Рис. 1. Оптимальные четтеринг-траектории

только четтеринг-траекториями. В качестве примера приведем обобщение задачи Фуллера

на случай двумерного управления
∫ ∞

0

〈x(t), x(t)〉 dt, ẋ = y, ẏ = u, x(0) = x0, y(0) = y0, x, y ∈ R
2, u ∈ U ⊂ R

2. (0.1)

Здесь 〈·, ·〉 — скалярное произведение в R
2, U — ограниченное выпуклое множество,

0 ∈ intU . Так же как и в задаче Фуллера, в задаче (0.1) действует группа симметрий gλ, кото-

рая позволяет найти явные решения. В случае когда в задаче (0.1) множество управлений U
является правильным треугольником, доказано, что в окрестности начала координат (осо-

бого решения второго порядка) оптимальный синтез содержит четтеринг-траектории [12]

и траектории с хаотическим поведением на конечных промежутках времени [13]. Если U
в (0.1) является единичным кругом, в окрестности начала координат найдено [5,14] два

семейства решений:

1) если x0 и y0 коллинеарны, то оптимальные решения (0.1) являются четтеринг-

траекториями;

2) если угол между x0 и y0 равен 2 arctgα, α2 = 5, и ‖y0‖2 =
√
6
2
‖x0‖, то оптимальные

решения (0.1) являются логарифмическими спиралями, которые приходят в начало

координат за конечное время, при этом оптимальные управления совершают беско-

нечное число оборотов вдоль окружности.

Результаты, полученные для задач, аффинных по двумерному ограниченному управлению,

дают основание предположить, что обобщение задачи Фуллера имеет для них значение, ана-

логичное роли классической задачи Фуллера в случае скалярного управления [13,15–17].

Например, для гамильтоновой системы принципа максимума Понтрягина, аффинной по

управлению из треугольника, доказано, что в окрестности особой экстремали второго по-

рядка имеются четтеринг-экстремали и экстремали с хаотическим поведением на конеч-

ных промежутках времени [13]. Для произвольной задачи большой размерности, аффинной

по управлению из круга, в окрестности особой экстремали второго порядка были найде-

ны экстремали в виде логарифмических спиралей [15]. Оптимальность логарифмических

спиралей в случае размерности фазового пространства 4 была доказана [17] для линей-

ных управляемых систем с квадратичным целевым функционалом и управлением из круга,

то есть для задач, которые можно рассматривать как линейное возмущение задачи (0.1).
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В настоящей работе рассматривается нелинейное возмущение задачи (0.1) с управле-

нием из круга. Мы показываем, что при некоторых условиях на возмущение в окрестно-

сти особой экстремали второго порядка имеются экстремали в виде логарифмических спи-

ралей, на которых управление за конечное время совершает бесконечное число оборотов

вдоль окружности.

Изложение построено следующим образом. В параграфе 1 описывается семейство ло-

гарифмических спиралей для модельной задачи, то есть для обобщения задачи Фуллера

с управлением из круга. В параграфе 2 рассматривается нелинейное возмущение модель-

ной задачи и формулируется основной результат. В параграфе 3 приводится доказательство

основного результата, именно, теоремы о существовании экстремалей в виде логарифмиче-

ских спиралей в возмущенной задаче. В параграфе 4 приводится заключение.

§ 1. Модельная задача

Опишем семейство решений в виде логарифмических спиралей, которые возникают

в обобщении задачи Фуллера с управлением из круга (модельной задаче)

∫ ∞

0

〈x(t), x(t)〉 dt→ inf, ẋ = y, ẏ = u, ‖u‖ 6 1, x, y, u ∈ R
2. (1.1)

Здесь 〈·, ·〉 и ‖·‖ — скалярное произведение и евклидова норма в R
2.

Гамильтонова система принципа максимума Понтрягина задачи (1.1) имеет вид

ψ̇ = −φ, φ̇ = x, ẋ = y, ẏ = u, u = ψ/‖ψ‖, (1.2)

где φ, ψ — сопряженные переменные. Введем новые координаты zi ∈ R
2, i = 1, 2, 3, 4,

сводящие гамильтонову систему (1.2) модельной задачи к удобному виду:

z1 = ψ, z2 = −φ, z3 = −x, z4 = −y.

В координатах z система (1.2) записывается в форме

ż1 = z2, ż2 = z3, ż3 = z4, ż4 = −u, u = z1/‖z1‖. (1.3)

Система (1.3) обладает решениями в форме логарифмических спиралей [5, 6], которые мо-

гут быть записаны следующим образом

z∗m(t) = −Am−1(T
∗ − t)5−meiα ln |T ∗−t|, u∗(t) = eiα ln |T ∗−t|, 0 6 t < T ∗, m = 1, 4. (1.4)

Здесь A0 = −1/126, Al+1 = −Al(4 − l + iα), l = 0, 1, 2, угол между z3(0) и z4(0) равен

2 arctgα, α2 = 5, и ‖z4(0)‖2 =
√
6 ‖z3(0)‖/2. Траектории z∗m(t) попадают в ноль за конечное

время T ∗, и оптимальное управление u∗(t) совершает бесконечное число оборотов вдоль

окружности S1.

В следующем параграфе мы сформулируем основной результат данной работы, а имен-

но, теорему о существовании экстремалей в виде логарифмических спиралей в случае до-

статочно малых возмущений модельной задачи.

§ 2. Нелинейное возмущение модельной задачи

Нелинейным возмущением задачи (1.1) будем называть задачу

∫ ∞

0

〈x(t), x(t)〉 dt→ inf
u
, ẋ = y, ẏ = u+ f(x, y), ‖u‖ 6 1, x, y, u ∈ R

2. (2.1)
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Здесь функция f(x, y) достаточно гладкая, f(0, 0) = 0 и существует C > 0 такое, что

lim
λ→0

‖f(λ2x, λy)‖
λ

< C. (2.2)

Условие (2.2) означает, что функция f(x, y) является малой относительно действия груп-

пы gλ по сравнению с правой частью управляемой системы модельной задачи. Допустимые

решения в задаче (2.1) — абсолютно непрерывные функции, допустимые управления —

ограниченные измеримые функции.

Запишем необходимое условие оптимальности для задачи (2.1). Если
(
x(t), y(t), uopt(t)

)

является оптимальным решением задачи (2.1), тогда, согласно принципу максимума Понт-

рягина, существуют непрерывные R
2-значные функции φ (t), ψ (t) и неотрицательная кон-

станта λ0 такие, что

φ̇ = −∂H
∂x

= λ0x− f ′
x(x, y)

Tψ, ẋ =
∂H

∂φ
= y,

ψ̇ = −∂H
∂y

= −φ − f ′
y(x, y)

Tψ, ẏ =
∂H

∂ψ
= uopt + f(x, y),

(2.3)

где гамильтониан H имеет вид

H(x, y, φ, ψ) = −λ0
2
〈x, x〉+ 〈φ, y〉+ 〈ψ, f(x, y)〉+ 〈ψ, u〉.

Мы будем рассматривать регулярные решения, то есть такие, на которых λ0 6= 0. Далее

полагаем λ0 = 1.
Управление на оптимальной траектории uopt(t) определяется из условия максимума:

uopt(t) = arg max
‖u‖61

〈ψ, u〉. (2.4)

Условие максимума (2.4) дает нам явное выражение для управления на оптимальной траек-

тории, если ψ(t) 6= 0:

uopt(t) = ψ(t)/‖ψ(t)‖.

Если же ψ = 0, то любое допустимое управление удовлетворяет условию максимума (2.4).

Найдем особые экстремали в задаче (2.1). Напомним, что экстремаль задачи (2.1) явля-

ется особой на непустом интервале (t1, t2), если ψ(t) = 0 при t ∈ (t1, t2).

Предложение 2.1. Начало координат является единственной особой экстремалью зада-

чи (2.1) и имеет второй порядок.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Продифференцируем тождество ψ(t) = 0 при t ∈ (t1, t2) в силу

системы (2.3) до первого появления управления. Получаем

0 = ψ̇
∣∣
(t1,t2)

=
(
−φ− f ′

y(x, y)
Tψ
)∣∣

(t1,t2)
= −φ

∣∣
(t1,t2)

,

0 = ψ̈
∣∣
(t1,t2)

= −φ̇
∣∣
(t1,t2)

=
(
−x+ f ′

x(x, y)
Tψ
)∣∣

(t1,t2)
= −x

∣∣
(t1,t2)

,

0 = ψ(3)
∣∣
(t1,t2)

= −ẋ
∣∣
(t1,t2)

= −y
∣∣
(t1,t2)

,

0 = ψ(4)
∣∣
(t1,t2)

= −ẏ
∣∣
(t1,t2)

= −
(
u+ f(x, y)

)∣∣
(t1,t2)

= −u
∣∣
(t1,t2)

.

Следовательно,
(
x(t), y(t), φ(t), ψ(t)

)
≡ 0 — единственная особая экстремаль, using ≡ 0 —

особое управление. Управление с ненулевым коэффициентом появилось на четвертом шаге

дифференцирования, следовательно, особая экстремаль имеет второй порядок [5].

�
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В окрестности начала координат опишем семейство экстремалей в виде логарифмиче-

ских спиралей. Для этого, так же как и в модельной задаче, вводим замену переменных

z1 = ψ, z2 = −φ, z3 = −x, z4 = −y.

В координатах z гамильтонова система принимает вид:

ż1 = z2 − f ′
y(−z3,−z4)T z1, ż3 = z4,

ż2 = z3 + f ′
x(−z3,−z4)T z1, ż4 = −u− f(−z3,−z4).

(2.5)

Теорема 2.1. В достаточно малой окрестности начала координат существует семейство

решений системы (2.5) в форме логарифмических спиралей:

zm(t) = km(t) (T − t)5−meiα ln |T−t| eiϕm(t), m = 1, 4,

u(t) = eiα ln |T−t| eiϕ0(t), t 6 T,

zm(t) = u(t) = 0, t > T,

и все их возможные повороты. Здесь T > 0, α = ±
√
5, функции km(t), ϕm(t) и ϕ0(t)

ограничены.

Построенные экстремали приходят в начало координат за конечное время T , при этом

управление совершает бесконечное число оборотов по окружности.

§ 3. Доказательство теоремы 2.1

Приведем сначала краткую схему доказательства теоремы 2.1:

(1) для гамильтоновой системы возмущенной задачи проводим разрешение особенности

(раздутие особенности) в окрестности начала координат;

(2) показываем, что существует инвариантное подпространство решений, на котором раз-

дутие системы для возмущенной задачи совпадает с раздутием системы для модель-

ной задачи;

(3) доказываем, что периодическое решение для модельной задачи есть также гипербо-

лический цикл для возмущенной задачи;

(4) проводим обратный ход процедуры раздутия особенности.

3.1. Раздутие особенности

Раздутием особенности в начале координат для гамильтоновых систем (1.3) и (2.5) на-

зовем отображение B : z 7→ (µ, z̃):

z̃4 =
z4
µ
, z̃3 =

z3
µ2
, z̃2 =

z2
µ3
, z̃1 =

z1
µ4
,

µ24 =
1

4

(∥∥∥∥
z4
A3

∥∥∥∥
24

+

∥∥∥∥
z3
A2

∥∥∥∥
12

+

∥∥∥∥
z2
A1

∥∥∥∥
8

+

∥∥∥∥
z1
A0

∥∥∥∥
6
)
,

(3.1)

где µ ∈ R+, Aj , j = 0, 3, определены в (1.4), и z̃ ∈ R
8 лежит на многообразии

S =

{∥∥∥∥
z̃4
A3

∥∥∥∥
24

+

∥∥∥∥
z̃3
A2

∥∥∥∥
12

+

∥∥∥∥
z̃2
A1

∥∥∥∥
8

+

∥∥∥∥
z̃1
A0

∥∥∥∥
6

= 4

}
.
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При отображении раздутия начало координат переходит в сферу S, а решения систем (1.3)

и (2.5) лежат на цилиндре Q = S × {µ ∈ R}.
Гамильтонова система модельной задачи (1.3) в координатах (µ, z̃) принимает вид

d

ds
µ = µM0(z̃), u = z̃1/‖z̃1‖,

d

ds
z̃1 = z̃2 − 4z̃1M0(z̃),

d

ds
z̃3 = z̃4 − 2z̃3M0(z̃), (3.2)

d

ds
z̃2 = z̃3 − 3z̃2M0(z̃),

d

ds
z̃4 = −u− z̃4M0(z̃),

где

ds =
1

µ
dt, (3.3)

и

M0(µ, z̃) =
1

96

(
− 24

|A3|24
‖z̃4‖22〈z̃4,

z̃1
‖z̃1‖

〉+ 12

|A2|12
‖z̃3‖10〈z̃3, z̃4〉+

+
8

|A1|8
‖z̃2‖6〈z̃2, z̃3〉+

6

|A0|6
‖z̃1‖4〈z̃1, z̃2〉

)
.

Для возмущенной задачи гамильтонова система (2.5) в координатах (µ, z̃) в окрестности

нулевого сечения цилиндра Q0 = Q ∩ {µ = 0} записывается в виде

d

ds
µ = µM0 + µ2g0(z̃), u = z̃1/‖z̃1‖,

d

ds
z̃1 = z̃2 − 4z̃1M0 + µg1(z̃),

d

ds
z̃3 = z̃4 − 2z̃3M0 + µg3(z̃), (3.4)

d

ds
z̃2 = z̃3 − 3z̃2M0 + µg2(z̃),

d

ds
z̃4 = −u− z̃4M0 + µg4(z̃),

где gi(z̃), i = 1, . . . 4, — ограниченные функции, а s и M0 определены выше.

3.2. Инвариантное подпространство

Заметим, что в окрестности нулевого сечения цилиндра Q0 система (3.4) является малым

по µ возмущением системы (3.2). На сечении Q0 системы (3.4) и (3.2) совпадают и имеют

вид

µ = 0, ũ = z̃1/‖z̃1‖,
d

ds
z̃1 = z̃2 − 4M0z̃1,

d

ds
z̃3 = z̃4 − 2M0z̃3, (3.5)

d

ds
z̃2 = z̃3 − 3M0z̃2,

d

ds
z̃4 = −ũ−M0z̃4.

Из (3.5) легко видеть, что нулевое сечение цилиндра Q0 является инвариантным подпро-

странством решений для обеих систем.

3.3. Периодическое решение

Используя известные явные решения в виде логарифмических спиралей (1.4) для зада-

чи (1.1), замену (3.1) и (3.3), получаем решение системы (3.5)

µ∗ (s) = 0, z̃∗m(s) = Am−1e
−iαs, m = 1, 4, ũ∗(s) = e−iαs,
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которое является частным решением как системы (3.4), так и системы (3.2). Заметим, что

это решение является периодическим с периодом 2π/α. Обозначим это решение через

ξ0(s) =
(
0, z̃∗(s)

)
.

Лемма 3.1. Периодическое решение ξ0(s) является гиперболическим циклом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства леммы рассмотрим систему уравнений в ва-

риациях на решении ξ0(s) для системы (3.4):

h′ = Fξ

(
ξ0(s)

)
h. (3.6)

Здесь F — правая часть (3.4), а Fξ — якобиан F . Так как F не зависит явно от s, и ξ0(s) —

периодическая траектория, то Fξ

(
ξ0(s)

)
— непрерывная периодическая матрица. Следова-

тельно, по теореме Флоке [20] существует такое невырожденное периодическое преобразо-

вание

ĥ = P (s)h

(преобразование Ляпунова), что в координатах ĥ система (3.6) принимает вид

ĥ′ = Jĥ, (3.7)

где J — постоянная матрица. При этом собственные значения матрицы J являются харак-

теристическими показателями цикла ξ0(s). Для (3.6) матрица P (s) ∈ R
9×9 имеет вид

P (s) =




1 0 0 0 0
0 P∗ 0 0 0
0 0 P∗ 0 0
0 0 0 P∗ 0
0 0 0 0 P∗



, P∗ =

(
cos(αs) − sin(αs)
sin(αs) cos(αs)

)
.

Здесь 0 — нулевая матрица соответствующего размера. Идея выбора матрицы P основана

на форме решения ξ0(s): преобразование P переводит цикл ξ0(s) в неподвижную точку.

Прямыми вычислениями получаем матрицу системы (3.7)

J =




−1 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ 9 −7
√
5

4
−127

252
−25

√
5

63
67
252

73
√
5

252
53
252

−47
√
5

252

∗
√
5 4 0 1 0 0 0 0

∗ −15 9
√
5

4
631
84

4
√
5

21
17
84

−73
√
5

84
−53

84
47

√
5

84

∗ −15
√
5

4
45
16

715
√
5

336
377
84

−67
√
5

336
− 29

336
−53

√
5

336
235
336

∗ 35
2

−21
√
5

8
−379

72
−25

√
5

18
211
72

√
5

72
125
72

−47
√
5

72

∗ 35
√
5

2
−105

8
−379

√
5

72
−125

18
139

√
5

72
509
72

53
√
5

72
−163

72

∗ 105
4

−63
√
5

16
−379

48
−25

√
5

12
67
48

73
√
5

48
101
48

−95
√
5

48

∗ −105
√
5

4
−1701

16
379

√
5

48
125
12

−67
√
5

48
−365

48
−5

√
5

48
283
48




.

Собственные значения матрицы J имеют вид

λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 4, λ4 = 5, λ5 = 24,

λ6,7 =
1

2

(
5 +

√
47± 12

√
34i

)
≈ 4.65903± 4.0511i,

λ8,9 =
1

2

(
5−

√
47± 12

√
34i

)
≈ 0.340974± 4.0511i.
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Получаем, что периодическое решение ξ0(s) имеет ровно один характеристический показа-

тель с отрицательной действительной частью, 7 характеристических показателей с положи-

тельной действительной частью и ровно один нулевой характеристический показатель. �

Таким образом, в силу гиперболичности цикла ξ0(s) имеет место сжатие по направ-

лению µ и растяжение по остальным направлениям [20]. Применяя к ξ0(s) теорему

об инвариантных многообразиях [21], получаем, что система (3.4) имеет решение ξ(s) =
=
(
µ(s), z̃(s)

)
∈ R

9, удовлетворяющее условию

‖ξ(s+ s0)− ξ0(s)‖ecs → 0 при s→ +∞ (3.8)

для некоторых s0 и c > 0.
Таким образом, построено двумерное устойчивое многообразие цикла ξ0(s) для систе-

мы (3.4) (рис. 2). В следующем пункте покажем, что это многообразие состоит из логариф-

мических спиралей.

µ

Q0

ξ

ξ0

Рис. 2. Решения системы (3.4)

3.4. Обратный ход процедуры раздутия особенности

Пусть T — момент попадания решения z(t) системы (2.5) в начало координат и ξ(s) —

решение системы (3.4), удовлетворяющее условию (3.8). Из условия (3.8) могут быть полу-

чены [16] следующие оценки:

µ(s) = κe−s
(
1 + o(e−cµs)

)
, при s→ ∞,

e−s(t) = κ−1(T − t)
(
1 + o(e−cµs(t))

)
, при t→ T − 0, (3.9)

e−iαs(t) = eiα ln(T−t)e−iα(lnκ+o((T−t)cµ )), при t→ T − 0,

где κ и cµ — некоторые положительные постоянные.

Применяя (3.9) (аналогично [15]) к решению ξ(s) системы (3.4), получаем окончатель-

ные асимптотические формулы для решения z(t) гамильтоновой системы (2.5) в форме

логарифмических спиралей:

zm(t) = |Am−1|(T − t)5−m
(
1 + o((T − t)σ)

)
eiArgAm−1eiα ln(T−t)eiα(γ+o((T−t)σ)),

u(t) = eiArg(A0)eiα ln(T−t)eiα(γ+o((T−t)σ )), при t→ T − 0,

где σ > 0 и γ = s0 − ln κ ∈ R.
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§ 4. Заключение

В работе исследовалась задача, являющаяся нелинейным возмущением обобщения за-

дачи Фуллера на случай управления из круга. Показано, что экстремали в виде логариф-

мических спиралей сохраняются при возмущениях, малых относительно действия группы

симметрий задачи Фуллера. Данный результат является обобщением результата, получен-

ного в [17].
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A nonlinear perturbation of generalization of the Fuller problem with controls in a disk is considered.

The structural stability of logarithmic spirals is studied. It was shown that if perturbations are small with

respect to the action of the symmetry group of the unperturbed problem, then in the neighborhood of a

singular second-order solution, extremals in the form of logarithmic spirals are preserved. The constructed

extremals arrive at a singular extremal in a finite time, while the controls make an infinite number of

revolutions along the circle
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