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Рассматривается бесконечная неэрмитовая конечно-разностная модель Китаева, моделирующая од-

номерную сверхпроводящую проволоку. Неэрмитовость вводится в модель с помощью дельта-

образных мнимых потенциалов, которые имитируют усиления и потери амлитуд майорановских

локализованных состояний (МЛС). В строгом математическом подходе находятся условия суще-

ствования собственных функций, описывающих МЛС, а также зависимость собственных функций

от параметров модели и влияние неэрмитовости на МЛС. Рассматривается два режима, вблизи то-

пологической межфазной границы и при нулевом химическом потенциале.
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Введение

В физической литературе наблюдается постоянный интерес к так называемым майо-

рановским локализованным состояниям (МЛС), которые представляют собой квазичастицы

вида «электрон–дырка» с нулевой энергией, возникающие в сверхпроводниках. Это во мно-

гом обусловлено их возможным использованием в квантовых вычислениях [1–3]. При этом

важна устойчивость МЛС к различного рода воздействиям [3, 4]. Для исследования устой-

чивости, воздействия на систему эффективно моделируются, например, мнимыми потенци-

алами [5, 6], в результате чего эрмитовые гамильтонианы становятся неэрмитовыми.

Основополагающая модель Китаева [7] (см. также обзор [8]) представляет собой конеч-

но-разностный оператор, описывающий МЛС в сверхпроводящей проволоке. Эта модель

и ее модификации изучались во множестве статей в физической литературе (см. обзор [8]),

но мало исследовались в строгом математическом подходе (см., например, [9, 10]). Акту-

альность дальнейшего математического исследования гамильтониана Китаева не вызыва-

ет сомнений, поскольку в таком подходе явно обнаруживается зависимость собственных

функций, описывающих МЛС, от параметров системы, что позволяет охарактеризовать ло-

кализацию и устойчивость МЛС при изменении параметров.

В статье аналитически исследуются МЛС в бесконечной цепочке Китаева с дельта-

образными мнимыми потенциалами, которые моделирует усиления и потери (gains and

losses) амплитуд. Рассматриваются два режима: вблизи топологической межфазной грани-

цы эрмитовой модели Китаева (ср. [9]), а также при при нулевом химическом потенциале

(ср. [7,10]). Нами аналитически найдены собственные функции, отвечающие МЛС, а также

описано влияние неэрмитовости на МЛС.

§ 1. Гамильтониан и резольвента

Гамильтониан Китаева [1] является разностной моделью, которая описывает бесспино-

вую p-волновую сверхпроводящую проволоку и для бесконечного числа узлов имеет вид

H0 =
∑

n

(

−t(c†ncn+1 + c†n+1cn) + ∆(cncn+1 + c†n+1c
†
n)− µc†ncn

)

,

https://doi.org/10.35634/vm250108
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где n — номер узла, c†n и cn — операторы рождения и уничтожения частицы в n-м узле,

t — амплитуда перехода на соседний узел, ∆ — вещественный параметр спаривания, µ —

химический потенциал.

Действие гамильтониана H0 на функции Ψ(n) =
(

ψ1(n), ψ2(n)
)T

, где T — транспониро-

вание, n = 0,±1,±2, . . . , определяется формулой [9]

(H0Ψ)(n) =

(

−t
(

ψ1(n + 1) + ψ1(n− 1)
)

+∆
(

ψ2(n+ 1)− ψ2(n− 1)
)

− µψ1(n)

t
(

ψ2(n + 1) + ψ2(n− 1)
)

−∆
(

ψ1(n + 1)− ψ1(n− 1)
)

+ µψ2(n)

)

.

Компоненты ψ1(n) и ψ2(n) функции Ψ(n) описывают, соответственно, электроны и дырки.

Далее будем предполагать, что t > 0, ∆ > 0, t 6= ∆. Резольвента (H0 − E)−1 гамильто-

ниана H0 (здесь E — энергия квазичастицы) определяется равенствами [9]

(

(H0 −E)−1ψ
)

1
(n) =

α(2t cos k+ − E + µ)

2i sin k+

+∞
∑

n′=−∞

eik+|n−n′|ψ1(n
′)−

− α(2t cos k− − E + µ)

2i sin k−

+∞
∑

n′=−∞

eik−|n−n′|ψ1(n
′)−

− α∆

+∞
∑

n′=−∞

sgn(n− n′)
(

eik+|n−n′| − eik−|n−n′|
)

ψ2(n
′),

(

(H0 −E)−1ψ
)

2
(n) = −α(2t cos k+ + E + µ)

2i sin k+

+∞
∑

n′=−∞

eik+|n−n′|ψ2(n
′) +

+
α(2t cos k− + E + µ)

2i sin k−

+∞
∑

n′=−∞

eik−|n−n′|ψ2(n
′) +

+ α∆

+∞
∑

n′=−∞

sgn(n− n′)
(

eik+|n−n′| − eik−|n−n′|
)

ψ1(n
′),

(1.1)

где

α =

(

2
√

t2E2 +∆2
(

4(∆2 − t2) + µ2 − E2
)

)−1

,

cos k± =
tµ±

√

t2E2 +∆2
(

4(∆2 − t2) + µ2 −E2
)

2(∆2 − t2)
.

(1.2)

§ 2. МЛС вблизи поверхности µ = 2t

Заметим, что в физической литературе топологические фазы представляют собой об-

ласти в пространстве параметров с различным числом МЛС. Положим ε = 2t − µ, тогда

ε > 0 соответствует нетривиальной топологической фазе (число МЛС больше нуля) в эрми-

товом случае, а ε < 0 соответствует тривиальной топологической фазе (число МЛС равно

нулю) [11]. Поскольку речь идет об МЛС, в формулах полагаем E = 0. В этом параграфе

будем предполагать, что 0 < ε≪ max{∆, t}. Из (1.2) имеем

α =
1

4∆2
+O(ε), cos k+ = 1 +

2t2

∆2 − t2
+O(ε), cos k− = −1− ε2

8∆2
+O(ε3), (2.1)

откуда

sin k+ = ± 2i∆t

∆2 − t2
+O(ε), sin k− = ± iε

2∆
+O(ε2). (2.2)
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При этом знаки «±» в (2.2) не зависят друг от друга и от индекса «±» в k±. Из (2.1), (2.2)

получаем

α(2t cos k+ + µ)

2i sin k+
= ∓ 1

4∆
+O(ε),

α(2t cos k− + µ)

2i sin k−
= ± 1

4∆
+O(ε) (2.3)

(знаки «±» взяты из (2.2)). Для нахождения и исследования собственных функций будем

использовать уравнение

Ψ(n) = −H−1

0 VΨ(n), (2.4)

полученное из уравнения (H0 + V )Ψ(n) = EΨ при E = 0. Неэрмитовый потенциал V
определим его действием на функции:

V

(

ψ1(n)
ψ2(n)

)

= iγ

(

δn,0ψ1(0)− δn,Nψ1(N)
δn,0ψ2(0)− δn,Nψ2(N)

)

, (2.5)

где γ — вещественный параметр неэрмитовости, δn,m — символ Кронекера, N > 1 — ср. [5,6]

(см. рис. 1).
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Рис. 1. Неэрмитовая цепочка Китаева. Функции ψ1(n) и ψ2(n) отвечают электронам и дыр-

кам соответственно, n — номер узла

Убывание или возрастание собственных функций определяется, согласно (2.4), (2.5),

(1.1), экспонентами eik±|n|. Выбирая в (2.2) знаки таким образом, чтобы экспоненты eik±|n|

убывали при n→ ∞, получим

eik+ =
∆− t

∆+ t
+O(ε), eik− = −1 +

ε

2∆
+O(ε2) (2.6)

(далее малые слагаемые будем опускать), при этом в равенствах (2.3) выбираем знак «−».

В дальнейшем под МЛС мы будем понимать состояния в широком смысле, а именно, ква-

зичастицы, описываемые решениями уравнения (2.3).

Теорема 2.1. При выполнении условия

γ = ±2∆
(

eik+N − eik−N
)−1

, (2.7)

где eik± взяты из (2.6), существуют два МЛС, которые описываются функциями

ψ1(n) =
iγ

4∆

(

(

eik+|n| − eik−|n|
)(

1 + sgn(n)
)

∓i
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)(

1− sgn(n−N)
)

)

,

ψ2(n) = − iγ

4∆

(

(

eik+|n| − eik−|n|
)(

1 + sgn(n)
)

± i
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)(

1− sgn(n−N)
)

)

.

(2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем уравнение (2.4) с помощью (1.1), (2.1), (2.3), (2.5) в виде

ψ1(n) =
iγ

4∆

(

(

eik+|n| − eik−|n|
)

ψ1(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

ψ1(N) +

+
(

eik+|n| − eik−|n|
)

sgn(n)ψ2(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

sgn(n−N)ψ2(N)
)

,

ψ2(n) = − iγ

4∆

(

(

eik+|n| − eik−|n|
)

ψ2(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

ψ2(N) +

+
(

eik+|n| − eik−|n|
)

sgn(n)ψ1(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

sgn(n−N)ψ1(N)
)

.

(2.9)

Введем обозначение w =
iγ

4∆

(

eik+N − eik−N
)

. Из (2.9) имеем уравнение для нахождения

величин ψ1(0), ψ1(N), ψ2(0), ψ2(N):









1 w 0 −w
w −1 w 0
0 w 1 −w
w 0 w 1

















ψ1(0)
ψ1(N)
ψ2(0)
ψ2(N)









= 0. (2.10)

Определитель матрицы в (2.10) равен d = −1 − 4w2 и обращается в нуль, если w = ±i/2
или, что то же, справедливо равенство (2.7). При выполнении (2.7) из (2.10) имеем ψ1(0) =
= ψ2(0) = ∓iψ1(N), ψ1(N) = −ψ2(N). Положим ψ1(0) = ψ2(0) = 1, ψ1(N) = −ψ2(N) =
= ±i. С использованием этих величин, из (2.9) получаем равенства (2.8). �

Замечание 2.1. Комплексное сопряжение собственной функции меняет местами компонен-

ты, так как Ψ∗(n) = (ψ∗
1(n), ψ

∗
2(n))

T = (ψ2(n), ψ1(n))
T (см. [1]).

Замечание 2.2. Для существования МЛС, с ростом N величина γ должна экспоненциально

возрастать.

§ 3. МЛС вблизи поверхности µ = 0

В этом параграфе будем предполагать, что µ = 0, ∆ > 0, t > 0. Из (1.2) получим

α =
1

4∆
√
∆2 − t2

, cos k± = ± ∆√
∆2 − t2

, sin k± = ± it√
∆2 − t2

,

знаки «±» в последнем равенстве не зависят от знаков в k±. Выбираем знаки в равенстве

для sin k± так, чтобы |eik±| < 1 (в противном случае получим не локализованные, а так

называемые резонансные состояния, так как экспоненты в составе резольвенты экспонен-

циально возрастают на бесконечности):

eik± = ±
√

∆− t

∆+ t
,

αt cos k±
i sin k±

= −∆α. (3.1)

Вместо (2.9) будем иметь систему

ψ1(n) = iγα∆
(

(

eik+|n| − eik−|n|
)

ψ1(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

ψ1(N) +

+
(

eik+|n| − eik−|n|
)

sgn(n)ψ2(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

sgn(n−N)ψ2(N)
)

,

ψ2(n) = −iγα∆
(

(

eik+|n| − eik−|n|
)

ψ2(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

ψ2(N) +

+
(

eik+|n| − eik−|n|
)

sgn(n)ψ1(0)−
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)

sgn(n−N)ψ1(N)
)

,
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Обозначим w = iγα∆
(

eik+N − eik−N
)

, тогда константы ψ1(0), ψ1(N), ψ2(0), ψ2(N) удовле-

творяют уравнению (2.10), которое имеет ненулевое решение, если

2γα∆
(

eik+N − eik−N
)

= ±1. (3.2)

Если N четное, то eik+N − eik−N = 0 и (3.2) не выполняется. Если N нечетное, то

eik+N − eik−N = 2

(

√

∆− t

∆+ t

)N

. (3.3)

Из (3.2), (3.3) находим следующее условие существования МЛС:

γ = ±
(√

∆+ t
)N+1

(√
∆− t

)N−1
; (3.4)

при этом должно выполняться ∆ > t, так как γ вещественно. Собственные функции будут

совпадать с (2.8), но выражения для eik± определяются равенствами в (3.1).

Получена следующая теорема.

Теорема 3.1. Для нечетных N и ∆ > t при выполнении условия (3.4) существуют два МЛС,

которые описываются функциями

ψ1(n) =

(

√

∆+ t

∆− t

)N
(

±i
(

eik+|n| − eik−|n|
)(

1 + sgn(n)
)

+

+
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)(

1− sgn(n−N)
)

)

,

ψ2(n) =

(

√

∆+ t

∆− t

)N
(

∓i
(

eik+|n| − eik−|n|
)(

1 + sgn(n)
)

+

+
(

eik+|n−N | − eik−|n−N |
)(

1− sgn(n−N)
)

)

,

где экспоненты eik± взяты из (3.1).

Замечание 3.1. Как и для случая µ ≈ 2t выполнено равенство Ψ∗(n) = (ψ2(n), ψ1(n))
T .
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We consider the infinite non-Hermitian finite-difference Kitaev model simulating a one-dimensional super-

conducting wire. Non-Hermitianity is introduced into the model using delta-shaped imaginary potentials

that simulate the gains and losses of the amplitudes of Majorana bound states (MBS). In a rigorous math-

ematical approach, the conditions for the existence of eigenfunctions describing the MBSs are found, as

well as the dependence of the eigenfunctions on the model parameters and the effect of non-Hermiticity

on the MBSs. Two regimes are considered, near the topological interphase boundary and at zero chemical

potential.
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