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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕЛОКАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ

В настоящей работе с помощью отображений типа инволюции вводится нелокальный аналог опера-

тора Лапласа. Для соответствующего нелокального аналога уравнения Пуассона в единичном шаре

изучены новые классы краевых задач. В рассматриваемых задачах граничные условия заданы в виде

связи значения искомой функции в верхней полусфере со значением в нижней полусфере. Исследуе-

мые задачи обобщают известные периодические и антипериодические краевые задачи для круговых

областей. Задачи решаются сведением их к двум вспомогательным задачам с краевыми условиями

Дирихле и Неймана для нелокального аналога уравнения Пуассона. Используя известные утвержде-

ния для полученных вспомогательных задач, мы доказываем теоремы о существовании и единствен-

ности решения основных задач. Найдены точные условия разрешимости исследуемых задач, а также

получены интегральные представления решений. Изучены также спектральные вопросы, связанные

с периодическими задачами. Найдены собственные функции и собственные значения этих задач.

Доказаны теоремы о полноте системы собственных функций в пространстве L2.
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Введение

Пусть Ω =
{

x ∈ Rn : |x| < 1
}

— единичный шар, n > 2, ∂Ω — единичная сфера. В про-

странстве Rn рассмотрим отображения Sjx = (x1, . . . , xj−1,−xj , xj+1, . . . , xn), 1 6 j 6 n.

Если i — некоторый индекс, то вместе с обычной записью мы будем использовать его пред-

ставление в двоичной системе исчислении: i = (in . . . i2i1)2 ≡ in · 2n−1 + . . .+ i2 · 21 + i1 · 20.
Используя эту запись, мы можем рассмотреть отображения вида Sin

n . . . Si2
2 S

i1
1 x, где ik = 0

или ik = 1. Общее количество таких отображений равняется 2n.

Используя эти отображения, введем оператор

Lnu(x) =

2n−1
∑

i=0

ai(−∆)u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x
)

,

где ai, i = 0, 1, . . . , 2n−1, — некоторый набор действительных чисел, ∆ — оператор Лапласа.

Далее, для любой точки x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω сопоставим «противоположную» ей

точку x∗ = (−x1, α2x2, . . . , αnxn) ∈ Ω, где αj , j = 2, . . . , n, принимают одно из значений ±1.
Заметим, что точку x∗ можно представить в виде x∗ = Sjn

n . . . Sj2
2 S1

1x.

Обозначим

∂Ω+ =
{

x ∈ ∂Ω: x1 > 0
}

, ∂Ω− =
{

x ∈ ∂Ω: x1 6 0
}

, I =
{

x ∈ ∂Ω: x1 = 0
}

.

Рассмотрим в области Ω следующую задачу.
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Задача P . Найти функцию u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), удовлетворяющую условиям

Lnu(x) = f(x), x ∈ Ω, (0.1)

u(x)− (−1)ku(x∗) = g0(x), x ∈ ∂Ω+, (0.2)

∂u(x)

∂ν
+ (−1)k

∂u(x∗)

∂ν
= g1(x), x ∈ ∂Ω+, (0.3)

где k = 1 или k = 2, ν — вектор нормали к сфере ∂Ω, f(x), g0(x) и g1(x) — заданные

функции.

Очевидно, что необходимым условием существования решения из класса C1(Ω̄) являет-

ся выполнение условий согласования:

g0(0, x̃) + (−1)kg0(0, αx̃) = 0, (0, x̃) ∈ I, (0.4)

∂g0(0, x̃)

∂xj

+ (−1)k
∂g0(0, αx̃)

∂xj

= 0, j = 1, 2, . . . , n, (0, x̃) ∈ I, (0.5)

g1(0, x̃)− (−1)kg1(0, αx̃) = 0, (0, x̃) ∈ I. (0.6)

В дальнейшем будем считать условия (0.4)–(0.6) выполненными.

Наряду с задачей P мы будем исследовать также следующую спектральную задачу.

Задача S. Необходимо найти функцию u(x) 6= 0 из класса C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) и число λ,

удовлетворяющие условиям

Lnu(x) = λu(x), x ∈ Ω,

u(x) = (−1)ku(x∗), x ∈ ∂Ω+,

∂u(x)

∂ν
= −(−1)k

∂u(x∗)

∂ν
, x ∈ ∂Ω+,

где k = 1 или k = 2.
Отметим, что рассматриваемые нами дифференциальные уравнения относятся к клас-

су уравнений, содержащих сдвиги аргументов. Причем, сдвиги аргументов осуществля-

ются с помощью ортогональных преобразований. Такие уравнения широко применяют-

ся при описании различных моделей, например, при моделировании иммунных процес-

сов [1], в моделях популяции [2,3], при моделировании динамики нелинейных оптических

систем [4,5] и других. Заметим также, что в работе [6] описаны методы построения точных

решений некоторых классов таких уравнений.

В рассматриваемых нами задачах граничные условия заданы в виде связи значений ис-

комой функции в различных точках границы. Такие задачи принято называть нелокальными

задачами типа Бицадзе–Самарского [7].

Краевые задачи с инволютивно преобразованными аргументами для классического урав-

нения Лапласа впервые изучены в работе D. Przeworska–Rolewicz [8]. В этой работе в дву-

мерном случае исследованы нелокальные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Ро-

бена. В дальнейшем аналогичные задачи в n-мерном случае для классического уравнения

Пуассона были изучены в работе [9], а для нелокального аналога уравнения Пуассона —

в работе [10]. Отметим также, что в работе [11] для уравнения Лапласа изучена нелокаль-

ная краевая задача, содержащая инволютивный сдвиг.

Краевые задачи с периодическими условиями в круговых областях в случае класси-

ческого уравнения Пуассона впервые были изучены в работах [12,13], а для нелокального

аналога уравнения Пуассона в случае n = 2 рассмотрены в работе [14]. В настоящей работе

мы обобщаем результаты, полученные в [14], для общего n-мерного случая.
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Заметим также, что некоторые обобщения нелокальных краевых задач c условиями ти-

па Дирихле, Неймана и Робена, а также типа Самарского–Ионкина исследованы в рабо-

тах [15–18].

Изложение статьи организовано следующим образом. Во введении приводятся поста-

новки основных задач. В § 1 изложены вспомогательные утверждения относительно кра-

евых задач с условиями Дирихле и Неймана для нелокального уравнения Пуассона. При-

ведены также свойства собственных функций задачи Дирихле и Неймана для оператора

Лапласа и их применения к краевым задачам с периодическими граничными условиями.

В § 2 сначала доказывается теорема о единственности решения задачи P . Показано, что

единственность решения задачи существенно зависит от коэффициентов оператора Ln. Да-

лее, представим искомую функцию в виде суммы четной и нечетной части относительно

отображений участвующих в граничных условиях задачи. Данное представление позволя-

ет свести рассматриваемые задачи к двум вспомогательным задачам с условиями Дирихле

и Неймана. С помощью теорем, изложенных в § 1, доказывается существование решений

основных задач. Построены также явный вид функции Грина рассматриваемых задач. В § 3

изучены вопросы разрешимости спектральной задачи S. С помощью собственных функ-

ций оператора Лапласа с условиями Дирихле и Неймана построены собственные функции

задачи S. Доказаны теоремы о полноте системы собственных функций задачи S. В конце

статьи для случая n = 2 приведен пример о явном виде собственных функций и собствен-

ных значений основной задачи.

§ 1. Вспомогательные утверждения

В этом пункте мы приведем некоторые известные утверждения о свойствах нелокаль-

ного оператора Лапласа, о решениях основных краевых задач для нелокального уравнения

Пуассона и о свойствах решений периодических краевых задач для уравнения Пуассона.

В работе [19] исследованы следующие задачи

Lnv(x) = f(x), x ∈ Ω; v(x)
∣

∣

∂Ω
= g̃0(x), (1.1)

Lnw(x) = f(x), x ∈ Ω;
∂w(x)

∂r

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= g̃1(x). (1.2)

При исследовании этих задач возникает матрица следующего вида

An =
(

ai,j
)

i,j=0,...,2n−1
=
(

ai⊕j

)

i,j=0,...,2n−1
.

Здесь суммирование в нижнем индексе коэффициентов матрицы An понимается в сле-

дующем смысле: i⊕j ≡ (i)2⊕(j)2 =
(

(in+jn mod 2) . . . (i1+j1 mod 2)
)

2
, (i)2 = (in . . . i1)2 —

запись индекса i в двоичной системе счисления.

Пусть S — ортогональная матрица и ISu(x) = u(Sx), Λu(x) = r ∂u(x)
∂r

. В работе [9]

доказано следующее утверждение.

Лемма 1.1. Оператор ISu(x) = u(Sx) и оператор Лапласа ∆ коммутируют: ∆ISu(x) =

= IS∆u(x). Операторы Λ =
n
∑

i=1

xiuxi
(x) и IS также коммутируют: ΛISj

u(x) = ISj
Λu(x).

Из этой леммы следует, что если u(x) — гармоническая функция в области Ω, то функция

u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x
)

≡ I
S
in
n ...S

i2
2
S
i1
1

u(x) также является гармонической в Ω и, следовательно,

удовлетворяет уравнению Lnu(x) = 0, x ∈ Ω.

Верно и обратное утверждение.
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Лемма 1.2. Пусть εk =
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗iai, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, и функция u(x) удовлетворяет

уравнению Lnu(x) = 0, x ∈ Ω. Тогда при выполнении условий εk 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1,
функция u(x) является гармонической в Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция является решением уравнения Lnu(x) = 0, x ∈ Ω.

Обозначим v(x) =
2n−1
∑

i=0

aiu
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x
)

. Очевидно, что ∆v(x) = 0, x ∈ Ω. Рассмотрим

векторы

U(x) =
(

u(x), . . . , u
(

Sin
n . . . Si1

1 x
)

, . . . , u
(

S1
n . . . S

1
1x
))T

,

V (x) =
(

v(x), . . . , v
(

Sjn
n . . . Sj1

1 x
)

, . . . , v
(

S1
n . . . S

1
1x
))T

.

В работе [19] доказано, что detAn =
2n−1
∏

k=0

εk и между векторами U(x) и V (x) можно

установить линейную зависимость, которая выражается в матричной форме

V (x) = AnU(x). (1.3)

Тогда при выполнении условий εk 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, обратная к An матрица

существует и имеет такую же структуру, как матрица An. Таким образом, при выполнении

этих условий из (1.3) получаем равенство

U(x) = A−1
n V (x).

В частности, функция u(x) выражается через функцию v(x) по формуле

u(x) =
2n−1
∑

i=0

biv
(

Sin
n . . . Si1

1 x
)

,

где коэффициенты bj , j = 0, 1, . . . , 2n − 1, являются элементами первой строки матрицы,

обратной к матрице An. Теперь, если применим к функции u(x) оператор ∆, то ∆u(x) = 0,
x ∈ Ω. Лемма доказана. �

Пример 1.1. Если n = 2, то оператор L2 имеет вид

L2u(x) = a(00)2∆u
(

S0
2S

0
1x
)

+ a(01)2∆u
(

S0
2S

1
1x
)

+ a(10)2∆u
(

S1
2S

0
1x
)

+ a(11)2∆u
(

S1
2S

1
1x
)

или, что то же самое,

L2u(x) = a0∆u(x1, x2) + a1∆u(−x1, x2) + a2∆u(x1,−x2) + a3∆u(−x1,−x2).

Соответствующая матрица A2 представляется в виде

A2 =









a(00)2⊕(00)2 a(00)2⊕(01)2 a(00)2⊕(10)2 a(00)2⊕(11)2

a(01)2⊕(00)2 a(01)2⊕(01)2 a(01)2⊕(10)2 a(01)2⊕(11)2

a(10)2⊕(00)2 a(10)2⊕(01)2 a(10)2⊕(10)2 a(10)2⊕(11)2

a(11)2⊕(00)2 a(11)2⊕(01)2 a(11)2⊕(10)2 a(11)2⊕(11)2









≡









a0 a1 a2 a3
a1 a0 a3 a2
a2 a3 a0 a1
a3 a2 a1 a0









.

В этом случае εk =
3
∑

i=0

(−1)k⊗iai, k = 0, 1, 2, 3, имеют вид



















ε0 ≡ ε(00)2 = a0 + a1 + a2 + a3,

ε1 ≡ ε(01)2 = a0 − a1 + a2 − a3,

ε2 ≡ ε(10)2 = a0 + a1 − a2 − a3,

ε3 ≡ ε(11)2 = a0 − a1 − a2 + a3.
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Пусть P (x, y) — ядро Пуассона, GD(x, y) и GN(x, y) — функции Грина классических

задач Дирихле и Неймана для уравнения Пуассона. Отметим, что в случае шара явный вид

функции GD(x, y) приведен в учебниках по уравнениям математической физики (см., на-

пример, [20, с. 47]), а функция GN(x, y) построена в работе [21].

Приведем основные утверждения относительно задач (1.1) и (1.2), доказанные в рабо-

те [19].

Лемма 1.3. Пусть f(x) ∈ Cδ(Ω̄), g̃0(x) ∈ C1+δ(∂Ω), 0 < δ < 1, коэффициенты опера-

тора Ln такие, что выполняются условия
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗iai 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1. Тогда

решение задачи (1.1) существует, единственно и представляется в виде

v(x) =

∫

Ω

GS(x, y)f(y) dy+

∫

∂Ω

P (x, y)g̃(y) dy,

где

GS(x, y) =

2n−1
∑

i=0

biGD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

,

а коэффициенты bk, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, являются элементами первой строки матрицы,

обратной к матрице An.

Лемма 1.4. Пусть f(x) ∈ Cδ
(

Ω̄
)

, g̃0(x) ∈ C1+δ
(

∂Ω
)

, 0 < δ < 1, коэффициенты операто-

ра Ln такие, что выполняются условия εk =
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗iai 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1. Тогда

для разрешимости задачи (1.2) необходимо и достаточно выполнения условия

∫

Ω

f(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g̃(y) dSy = 0.

Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного

слагаемого и представляется в виде

w(x) =

∫

Ω

GN,S(x, y)f(y) dy+

∫

∂Ω

GN,S,n(x, y)g̃1(y) dSy + C,

где

GN,S(x, y) =

2n−1
∑

i=0

biGN

(

Sin
n . . . Si1

1

)

,

GN,S,n(x, y) =
2n−1
∑

i=0

2n−1
∑

k=0

akbiGN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, S
kn
n . . . Sk1

1 y
)

.

(1.4)

Пример 1.2. Пусть x∗ = (−x1,−x2, . . . ,−xn), Hm(x) — однородный гармонический поли-

ном степени m. Рассмотрим функцию v(x) =
(

1 − |x|2
)

Hm(x). Очевидно, что v(x)
∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

Кроме того,

∆v(x) = ∆Hm(x)−∆
(

|x|2Hm(x)
)

= −2(2m+ n)Hm(x).

Отсюда

a0∆v(x) + a1∆v(x∗) = −2(2m+ n)[a0Hm(x) + a1Hm(x
∗)].
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Теперь, если полином Hm(x) обладает свойством Hm(x) = Hm(x
∗) и a0 + a1 = 0, то по-

лучаем, что функция v(x) =
(

1 − |x|2
)

Hm(x) является решением следующей однородной

задачи

a0∆v(x) + a1∆v(x∗) = 0, x ∈ Ω, v(x)
∣

∣

∣

∂Ω
= 0.

Из этого примера следует, что если коэффициенты оператора Ln такие, что выполняется

условие
2n−1
∑

i=0

(−1)knin+...+k1i1ai = 0, то однородные задачи (1.1) и (1.2) могут иметь беско-

нечно много решений.

Пусть

f±(x) =
1

2
[f(x)± f(x∗)], g̃±(x) =

{

g(x), x ∈ ∂Ω+,

±g(x∗), x ∈ ∂Ω−.

Следующее утверждение доказано в работе [22, лемма 3.1].

Лемма 1.5. Для функций f±(x) и g̃±(x) справедливы следующие равенства:
∫

Ω

f+(x) dx =

∫

Ω

f(x) dx,

∫

Ω

f−(x) dx = 0, (1.5)

∫

∂Ω

g̃+(x) dSx =

∫

∂Ω+

g(x) dSx,

∫

∂Ω

g̃−(x) dSx = 0. (1.6)

В дальнейшем при исследовании спектральной задачи S нам понадобятся некоторые

свойства собственных функций краевых задач Дирихле и Неймана для классического опе-

ратора Лапласа.

Пусть vDk (x) и µD
k являются собственными функциями и собственными значениями за-

дачи Дирихле

−∆v(x) = µv(x), x ∈ Ω, v(x)
∣

∣

∣

∂Ω
= 0, (1.7)

а vNk (x) и µN
k являются собственными функциями и собственными значениями задачи Ней-

мана

−∆v(x) = µv(x), x ∈ Ω,
∂v(x)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0. (1.8)

В работе [12] доказано следующее утверждение.

Лемма 1.6. Все собственные функции задачи Дирихле (1.7) и задачи Неймана (1.8) можно

выбрать так, чтобы они обладали одним из свойств симметрии:

v(x) + v(x∗) = 0, x ∈ Ω, (1.9)

или

v(x)− v(x∗) = 0, x ∈ Ω. (1.10)

Утверждения этой леммы были использованы для нахождения собственных функций

и собственных значений следующей спектральной задачи

−∆u(x) = µu(x), x ∈ Ω, (1.11)

u(x)− (−1)ku(x∗) = 0, x ∈ ∂Ω+, (1.12)

∂u(x)

∂ν
+ (−1)k

∂u(x∗)

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω+, (1.13)

где k = 1 или k = 2.



Б. Х. Турметов 143

Теорема 1.1. Пусть k = 1. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) система собственных функций задачи (1.11)–(1.13) состоит только из собственных

функций задачи Дирихле (1.7), обладающих свойством симметрии (1.10), и из соб-

ственных функций краевой задачи Неймана (1.8), обладающих свойством симмет-

рии (1.9);

(2) система собственных функций задачи (1.11)–(1.13) образует ортогональный базис

в L2(Ω).

Теорема 1.2. Пусть k = 2. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) система собственных функций задачи (1.11)–(1.13) состоит только из собственных

функций задачи Дирихле (1.7), обладающих свойством симметрии (1.9), и из соб-

ственных функций краевой задачи Неймана (1.8), обладающих свойством симмет-

рии (1.10);

(2) система собственных функций задачи (1.11)–(1.13) образует ортогональный базис

в L2(Ω).

§ 2. Исследование задачи P

Сначала исследуем единственность решения задачи P . Справедливо следующее утвер-

ждение.

Теорема 2.1. Пусть коэффициенты оператора Ln такие, что выполняются условия

2n−1
∑

i=0

(−1)p⊗iai 6= 0, p = 0, 1, . . . , 2n − 1,

и пусть решение задачи Р существует. Тогда

(1) если k = 1, то решение единственно;

(2) если k = 2, то решение единственно с точностью до постоянного слагаемого.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция u(x) ∈ C2
(

Ω
)

∩ C1
(

Ω̄
)

является решением одно-

родной задачи P . Так как Lnu(x) = 0, x ∈ Ω, то по утверждению леммы 1.2 при выполнении

условия
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗iai 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, функция u(x) является гармонической в Ω.

Следовательно, u(x) удовлетворяет условиям

∆u(x) = 0, x ∈ Ω,

u(x)− (−1)ku(x∗) = 0, x ∈ ∂Ω+,

∂u(x)

∂ν
+ (−1)k

∂u(x∗)

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω+.

Теперь утверждение теоремы следует из результатов работы [13]. Теорема доказана. �

Далее переходим к исследованию существования решении задачи P . В случае k = 1
справедливо следующее утверждение.



144 О разрешимости некоторых краевых задач

Теорема 2.2. Пусть k = 1, коэффициенты оператора Ln такие, что выполняются усло-

вия
2n−1
∑

i=0

(−1)k⊗iai 6= 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1, и пусть f(x) ∈ Cδ
(

Ω̄
)

, g0(x) ∈ C1+δ
(

∂Ω+

)

,

g1(x) ∈ Cδ
(

∂Ω+

)

, 0 < δ < 1. Тогда решение задачи P существует, единственно и пред-

ставляется в виде

u(x) =

∫

Ω

GD,N,1(x, y)f(y) dy+
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y) + P (x∗, y)
]

g0(y) dSy +

+
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y)−GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy,

(2.1)

где GN,S,n(x, y) определяется равенством (1.4), а функция GD,N,1(x, y) имеет вид

GD,N,1(x, y) =
2n−1
∑

i=0

bi

[

GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

+GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

+

+GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

−GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x) является решением задачи P в случае k = 1. Введем

следующие функции

v(x) =
1

2

[

u(x) + u(x∗)
]

, w(x) =
1

2

[

u(x)− u(x∗)
]

.

Очевидно, что u(x) = v(x) + w(x). Кроме того, функции v(x) и w(x) обладают свой-

ствами v(x) = v(x∗), w(x) = −w(x∗).
По предположению функция u(x) удовлетворяет уравнению (0.1), то есть

2n−1
∑

i=0

ai∆u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
1
1x
)

= f(x), x ∈ Ω.

В силу утверждения леммы 1.1 операторы I
S
jn
n ...S

j2
2

S1
1

и ∆ коммутируют. Тогда в точке

x∗ = Sjn
n . . . Sj2

2 S1
1x имеем

2n−1
∑

i=0

ai∆u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x

∗
)

=

2n−1
∑

i=0

ai∆I
S
jn
n ...S

j2
2

S1
1

u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x
)

=

= I
S
jn
n ...S

j2
2

S1
1

2n−1
∑

i=0

ai∆u
(

Sin
n . . . Si2

2 S
i1
1 x
)

= f(x∗).

Отсюда для функций v(x) и w(x) получаем

Lnv(x) =
1

2

[

Lnu(x) + Lnu(x
∗)
]

=
1

2

[

f(x) + f(x∗)
]

≡ f+(x), x ∈ Ω,

Lnw(x) =
1

2

[

Lnu(x)− Lnu(x
∗)
]

=
1

2

[

f(x)− f(x∗)
]

≡ f−(x), x ∈ Ω.

Далее, если x ∈ ∂Ω+, то в силу условия (0.2) имеем

v(x)
∣

∣

∣

∂Ω+

=
1

2
[u(x) + u(x∗)]

∣

∣

∣

∂Ω+

=
1

2
g0(x),



Б. Х. Турметов 145

а если x ∈ ∂Ω−, то x∗ ∈ ∂Ω+ и поэтому

v(x)
∣

∣

∣

x∈∂Ω−

=
1

2
[u(x) + u(x∗)]

∣

∣

∣

x∈∂Ω−

=
1

2
[u(x∗) + u(x)]

∣

∣

∣

x∗∈∂Ω+

=
1

2
g0(x

∗).

Аналогичным образом для функции w(x) в силу условия (0.3) имеем

∂w(x)

∂r

∣

∣

∣

∣

∂Ω+

=
1

2

[

∂u(x)

∂r
− ∂u(x∗)

∂r

]∣

∣

∣

∣

∂Ω+

=
1

2
g1(x),

∂w(x)

∂r

∣

∣

∣

∣

x∈∂Ω−

=
1

2

[

∂u(x)

∂r
− ∂u(x∗)

∂r

]∣

∣

∣

∣

x∈∂Ω−

= −1

2

[

∂u(x∗)

∂r
+

∂u(x)

∂r

]∣

∣

∣

∣

x∗∈∂Ω+

= −1

2
g1(x

∗).

Введем функции

g̃0(x) =

{

g0(x)/2, x ∈ ∂Ω+,

g0(x
∗)/2, x ∈ ∂Ω−,

g̃1(x) =

{

g1(x)/2, x ∈ ∂Ω+,

−g1(x
∗)/2, x ∈ ∂Ω−.

.

Тогда для функций v(x) и w(x) получаем следующие задачи:

Lnv(x) = f+(x), x ∈ Ω, v(x)
∣

∣

∣

∂Ω
= g̃0(x), (2.2)

Lnw(x) = f−(x), x ∈ Ω,
∂w(x)

∂r

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= g̃1(x). (2.3)

Если функции f(x), g0(x) и g1(x) обладают гладкостью, указанной в теореме 2.1,

и выполняются условия согласования (0.4)–(0.6), то f±(x) ∈ Cδ
(

Ω̄)
)

, g̃0(x) ∈ C1+δ
(

∂Ω
)

и g̃1(x) ∈ Cδ
(

∂Ω
)

. При этих данных по утверждению леммы 1.3 решение задачи (2.2)

существует, единственно и представляется в виде

v(x) =

∫

Ω

GS(x, y)f
+(y) dy +

∫

∂Ω+

P (x, y)g̃(y) dSy =

=
1

2

∫

Ω

GS(x, y)
[

f(y) + f(y∗)
]

dy +
1

2

∫

∂Ω+

P (x, y)g0(y) dSy +
1

2

∫

∂Ω−

P (x, y)g0(y
∗) dSy =

=
1

2

∫

Ω

[

GS(x, y) +GS(x, y
∗)
]

f(y) dy +
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y) + P (x, y∗)
]

g0(y) dSy.

Аналогично, по утверждению леммы 1.4, для разрешимости задачи (2.3) необходимо и до-

статочно выполнение условия

∫

Ω

f−(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g̃1(y) dSy = 0. (2.4)

Из равенств (1.5) и (1.6) для функций f−(y) и g̃1(y) получаем

∫

Ω

f−(y) dy = 0,

∫

∂Ω

g̃1(y) dSy = 0,

то есть условие разрешимости (2.4) выполнено. Поэтому решение задачи (2.3) существует

и единственно с точностью до постоянного слагаемого. Так как функция w(x) обладает

свойством w(x∗) = −w(x), то это возможно только в случае C ≡ 0.
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С учетом этих условий функция w(x) представляется в виде

w(x) =

∫

Ω

GN,S(x, y)f
−(y) dy +

∫

∂Ω

GN,S,n(x, y)g̃1(y) dSy =
1

2

∫

Ω

GN,S(x, y)
[

f(y)− f(y∗)
]

dy +

+
1

2

∫

∂Ω+

GN,S,n(x, y)g1(y) dSy −
1

2

∫

∂Ω−

GN,S,n(x, y)g1(y
∗) dSy =

=
1

2

∫

Ω

[

GN,S(x, y)−GN,S(x, y
∗)
]

f(y) dy +
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y)−GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy.

Таким образом, при выполнении условий теоремы решение задач (2.2) и (2.3) существу-

ет и единственно. Построенная по этим решениям функция u(x) = v(x) + w(x) удовлетво-

ряет всем условиям задачи P при k = 1. Из представления функций v(x) и w(x) для u(x)
получаем

u(x) =
1

2

∫

Ω

[

GS(x, y) +GS(x, y
∗)
]

f(y) dy +
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y) + P (x∗, y)
]

g0(y) dSy +

+
1

2

∫

Ω

[

GN,S(x, y)−GN,S(x, y
∗)
]

f(y) dy +
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y)−GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy =

=

∫

Ω

2n−1
∑

i=0

bi

[

GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

+GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

+

+GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

−GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

]

f(y) dy +

+
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y) + P (x∗, y)
]

g0(y) dSy +
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y)−GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy.

Отсюда получаем представление (2.1). Теорема доказана. �

Далее, исследуем существование решение задачи P в случае k = 2 . В этом случае

рассмотрим функции

v(x) =
1

2
[u(x)− u(x∗)], w(x) =

1

2
[u(x) + u(x∗)].

Тогда для них получаем следующие задачи

Lnv(x) = f−(x), x ∈ Ω, v(x)
∣

∣

∣

∂Ω
= g̃0(x), (2.5)

Lnw(x) = f+(x), x ∈ Ω,
∂w(x)

∂r

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= g̃1(x), (2.6)

где функции g̃0(x) и g̃1(x) определяются равенствами

g̃0(x) =

{

g0(x)/2, x ∈ ∂Ω+,

−g0(x
∗)/2, x ∈ ∂Ω−,

g̃1(x) =

{

g1(x)/2, x ∈ ∂Ω+,

g1(x
∗)/2, x ∈ ∂Ω−.

В этом случае по утверждению леммы 1.3 при выполнении условии
2n−1
∑

i=0

(−1)p⊗iai 6= 0,

p = 0, 1, . . . , 2n − 1, для достаточно гладких функций f±(x), g̃0(x) и g̃1(x) решение зада-

чи (2.5) существует, единственно и представляется в виде
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v(x) =

∫

Ω

GS(x, y)f
−(y) dy +

∫

∂Ω

P (x, y)g̃0(y) dSy =

=
1

2

∫

Ω

GS(x, y)
[

f(y)− f(y∗)
]

dy +
1

2

∫

∂Ω+

P (x, y)g0(y) dSy −
1

2

∫

∂Ω−

P (x, y)g0(y
∗) dSy =

=
1

2

∫

Ω

[

GS(x, y)−GS(x, y
∗)
]

f(y) dy +
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y)− P (x∗, y)
]

g0(y) dSy.

Аналогично, по утверждению леммы 1.4, для разрешимости задачи (2.6) необходимо

и достаточно выполнение условия

∫

Ω

f+(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω

g̃1(y) dSy = 0. (2.7)

Используя равенства (1.5) и (1.6), условие (2.7) можно переписать в виде

∫

Ω

f(y) dy +

(

2n−1
∑

i=0

ai

)

∫

∂Ω+

g1(y) dSy = 0. (2.8)

Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагае-

мого и представляется в виде

w(x) =

∫

Ω

GN,S(x, y)f
+(y) dy +

∫

∂Ω

GN,S,n(x, y)g̃1(y) dSy + C =

=
1

2

∫

Ω

GN,S(x, y)
[

f(y) + f(y∗)
]

dy +
1

2

∫

∂Ω+

GN,S,n(x, y)g1(y) dSy +

+
1

2

∫

∂Ω−

GN,S,n(x, y)g1(y
∗) dSy + C =

1

2

∫

Ω

[

GN,S(x, y) +GN,S(x, y
∗)
]

f(y) dy +

+
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y) +GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy + C.

Сформулируем основное утверждение относительно задачи P в случае k = 2 .

Теорема 2.3. Пусть k = 2, коэффициенты оператора Ln такие, что выполняются усло-

вия
2n−1
∑

i=0

(−1)p⊗iai 6= 0, p = 0, 1, . . . , 2n − 1, и f(x) ∈ Cδ
(

Ω̄
)

, g0(x) ∈ C1+δ
(

∂Ω+

)

,

g1(x) ∈ Cδ
(

∂Ω+

)

, 0 < δ < 1. Тогда для разрешимости задачи P необходимо и доста-

точно выполнение условия (2.8). Если решение задачи существует, то оно единственно

с точностью до постоянного слагаемого и представляется в виде

u(x) =

∫

Ω

GD,N,2(x, y)f(y) dy+
1

2

∫

∂Ω+

[

P (x, y)− P (x∗, y)
]

g0(y) dSy +

+
1

2

∫

∂Ω+

[

GN,S,n(x, y) +GN,S,n(x
∗, y)

]

g1(y) dSy + C,
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где GN,S,n(x, y) определяется равенством (1.4), а функция GD,N,2(x, y) имеет вид

GD,N,2(x, y) =
2n−1
∑

i=0

bi

[

GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

−GD

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

+

+GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
)

+GN

(

Sin
n . . . Si1

1 x, y
∗
)

]

.

§ 3. Исследование спектральной задачи

В этом параграфе мы исследуем спектральную задачу S.

Пусть k = 1. Обозначим через wm,0(x), m > 1, собственные функции задачи (1.7)

со свойством симметрии (1.10), а через wm,1(x), m > 1, собственные функции зада-

чи (1.8) со свойством симметрии (1.9). Соответствующие им собственные значения обо-

значим через µm,0 и µm,1. По утверждению теоремы 1.1 система
{

wk,0(x), wk,1(x)
}

образует

совокупность собственных функций, а
{

µm,0, µm,1

}

образует множество соответствующих

им собственных значений задачи (1.11)–(1.13). Причем, система
{

wk,0(x), wk,1(x)
}

образует

ортогональный базис в L2(Ω).
Пусть p, q ∈

{

0, 1, . . . , 2n − 1
}

и p ⊗ q = p1q1 + p2q2 + . . . + pnqn, p = (pn . . . p1)2,
q = (qn . . . q1)2. Введем следующие функции

um,p,j(x) =
1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qwm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

, j = 0, 1. (3.1)

Сначала покажем, что функции um,p,0(x) обладают свойством симметрии (1.10). Дей-

ствительно, из условия wm,0(x) = wm,0(x
∗) следует wm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

= wm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x∗
)

.

Тогда

um,p,0(x)− um,p,0(x
∗) =

=
1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qwm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

− 1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qwm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x∗
)

=

=
1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗q
[

wm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

− wm,0

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x∗
)]

= 0.

Следовательно um,p,0(x) = um,p,0(x
∗).

Аналогично показываем, что функция um,p,1(x) обладает свойством симметрии (1.9),

то есть um,p,1(x) = −um,p,1(x
∗). Отсюда получаем, что функции um,p,0(x) и um,p,1(x) удовле-

творяют граничным условиям (0.2) и (0.3).

Далее, так как −∆wm,j(x) = µm,jwm,j(x), j = 0, 1, и −∆
(

wm,j(Sjx)
)

= µm,jwm,j(Sjx),
j = 0, 1, то для любого q ∈

{

0, 1, . . . , 2n − 1
}

имеет место равенство

−∆wm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

= µm,jwm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

, x ∈ Ω.

Тогда

−∆um,p,j(x) =
1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗q(−∆)wm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

=

=
µm,j

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qwm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

= µm,jum,p,j(x).

(3.2)
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Отсюда следует, что функции um,p,0(x) и um,p,1(x) являются собственными функциями

задачи (1.11)–(1.13) при k = 1. Далее, из равенства (3.2) имеем

−∆um,p,j(S
1
1x) =

1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗q(−∆)wm,j

(

Sqn
n . . . Sq1+1

1 x
)

=

=
µm,j

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p1q1+p1+p2q2+...+pnqnwm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

= (−1)p1µm,jum,p,j(x).

(3.3)

Из равенств (3.2) и (3.3) при i1 = 0 или i1 = 1 следует

−∆um,p,j(S
i1
1 x) = (−1)p1i1µm,jum,p,j(x).

Отсюда в общем случае получаем

−∆um,p,j

(

Sin
n . . . Si1

1 x
)

= (−1)pnin+...+p1i1µm,jum,p,j(x) ≡ (−1)p⊗iµm,jum,p,j(x).

Тогда, применяя к функции um,p,j(x) оператор Ln, имеем

Lnum,p,j(x) =
2n−1
∑

i=0

ai(−∆)um,p,j

(

Sin
n . . . Si1

1 x
)

= µm,j

2n−1
∑

i=0

(−1)i⊗paium,p,j(x) =

= µm,j

(

2n−1
∑

i=0

(−1)i⊗pai

)

um,p,j(x) = λm,p,jum,p,j(x),

где

λm,p,j = µm,jεp, εp =

(

2n−1
∑

i=0

(−1)i⊗pai

)

.

Таким образом, мы показали, что функции um,p,j(x), j = 0, 1, при всех m > 1, p =
0, 1, . . . , 2n − 1, удовлетворяют условиям

Lnum,p,j(x) = λm,p,jum,p,j(x), x ∈ Ω,

um,p,j(x) + um,p,j(x
∗)
∣

∣

∣

∂Ω+

= 0,
∂um,p,j(x)

∂r
− ∂um,p,j(x

∗)

∂r

∣

∣

∣

∣

∂Ω+

= 0.

Выполнение этих условий означает, что um,p,j(x), j = 0, 1, при всех m > 1, p = 0, 1, . . . ,
. . . , 2n − 1, являются собственными функциями задачи S в случае k = 1. Далее, покажем

полноту системы (3.1). Предположим, что g(x) ∈ L2(Ω) ортогональна всем функциям си-

стемы
{

um,p,0(x), um,p,1(x)
}

. Тогда

0 = (um,p,j, g) =

∫

Ω

um,p,j(x)ḡ(x) dx =

∫

Ω

[

1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)⊗qwm,j

(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

]

ḡ(x) dx =

=

∫

Ω

wm,j(x)

[

1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qḡ
(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

]

(x) dx, j = 0, 1, m ∈ N.

Так как система
{

wm,0(x), wm,1(x)
}

m∈N
полна в L2(Ω), то для почти всех x ∈ Ω выпол-

няется равенство

1

2n

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qḡ
(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

= 0. (3.4)
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Просуммируем равенство (3.4) по всем 0 6 p 6 2n − 1:

0 =

2n−1
∑

p=0

2n−1
∑

q=0

(−1)p⊗qḡ
(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

=

2n−1
∑

q=0

ḡ
(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

2n−1
∑

p=0

(−1)p1q1+...+pnqn. (3.5)

Нетрудно видеть, что

2n−1
∑

p=0

(−1)p1q1+...+pnqn =
1
∑

pn=0

(−1)p1q1 . . .
1
∑

p1=0

(−1)pnqn .

Так как
1
∑

p1=0

(−1)p1q1 =

{

2, q1 = 0,

0, q1 = 1,

то
2n−1
∑

p=0

(−1)p1q1+...+pnqn =

{

2n, q = (q1, . . . , qn) = 0,

0, q 6= 0.

Поэтому

2n−1
∑

q=0

ḡ
(

Sqn
n . . . Sq1

1 x
)

2l−1
∑

k=0

(−1)p1q1+...+pnqn = 2nḡ
(

S0
n . . . S

0
1x
)

= 2nḡ(x),

а значит, подставляя найденное значение в (3.5), получим g(x) = 0. Следовательно, система
{

um,p,0(x), um,p,1(x)
}

полна в L2(Ω).
Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть в задаче S коэффициенты оператора Ln такие, что выполняются

условия εp 6= 0, p = 0, 1, . . . , 2n−1, и k = 1. Кроме того, пусть wm,0(x), m > 1, — собствен-

ные функции задачи Дирихле (1.7) со свойством симметрии (1.10), и wm,1(x), m > 1, —

собственные функции задачи Неймана (1.8) со свойством симметрии (1.9), а µm,0 и µm,1 —

соответствующие им собственные значения. Тогда

(1) функции um,p,j(x), j = 0, 1, из (3.1) являются собственными функциями задачи S,

соответствующие им собственные значения определяются равенствами λm,p,j =
= µm,jεp, m > 1, p = 0, 1, . . . , 2n − 1;

(2) система um,p,j(x), j = 0, 1, является полной в пространстве L2(Ω).

Аналогичным образом доказывается следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть в задаче S коэффициенты оператора Ln такие, что выполняются

условия
2n−1
∑

i=0

(−1)i⊗pai 6= 0 и k = 2. Кроме того, пусть wm,0(x), m > 1, — собственные

функции задачи Дирихле (1.7) со свойством симметрии (1.9), и wm,1(x), m > 1, — соб-

ственные функции задачи Неймана (1.8) со свойством симметрии (1.10), а µm,0 и µm,1 —

соответствующие им собственные значения. Тогда

(1) функции um,p,j(x), j = 0, 1, определяемые формулой (3.1), являются собственны-

ми функциями задачи S, соответствующие им собственные значения имеют вид

λm,p,j = µm,jεp, m > 1, p = 0, 1, . . . , 2n − 1;
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(2) система um,p,j(x), j = 0, 1, является полной в пространстве L2(Ω).

Пример 3.1. Пусть n = 2, k = 1, x∗ = (−x1,−x2). Тогда, как показано в работе [13], в по-

лярной системе координат x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ собственные функции задачи Дирихле

(1.7) и задачи Неймана (1.8) задаются в виде

v(1)m,s(r, ϕ) = Rm,s(r) cosmϕ, m = 0, 1, . . . ,

v(2)m,s(r, ϕ) = Rm,s(r) sinmϕ, m = 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . ,

где Rm,s(r) =
1

√
π
∣

∣J ′
m

(

µ
(m)
s

)∣

∣

Jm

(

µ
(m)
s r

)

, Jm(t) =
∞
∑

i=0

(−1)i

(i+m)!i!

( t

2

)2i+m

— функция Бесселя.

Здесь через µ
(m)
s при m = 2j обозначены корни уравнения Jm(t) = 0, а при m =

2j+1 — корни уравнения J ′
m(t) = 0. Собственными значениями задачи будут µm,s =

[

µ
(m)
s

]2

.

Тогда собственные функции um,p,s(x) и собственные значения λm,p,s задачи S определяются

равенствами:

u
(1)
2m,0,s(x) = R2m,s(r) cos 2mϕ, λ2m,0,s = ε0µ2m,s,

u
(2)
2m+1,0,s(x) = R2m+1,s(r) sin(2m+ 1)ϕ, λ2m+1,0,s = ε2µ2m+1,s,

u
(1)
2m+1,0,s(x) = R2m,s(r) cos(2m+ 1)ϕ, λ2m+1,0,s = ε1µ2m+1,s,

u
(2)
2m,0,s(x) = R2m,s(r) sin 2mϕ, λ2m,0,s = ε3µ2m+1,s.

Финансирование. Данное исследование выполнено при финансовой поддержке Коми-
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In the present paper, a nonlocal analog of the Laplace operator is introduced by means of involution-type

mappings. New classes of boundary value problems are studied for the corresponding nonlocal analog

of the Poisson equation in a unit sphere. In the problems under consideration, the boundary conditions

are given in the form of a relation between the value of the unknown function in the upper hemisphere

and the value in the lower hemisphere. The problems under study generalize the known periodic and

antiperiodic boundary value problems for circular regions. The problems are solved by reducing them to

two auxiliary problems with Dirichlet and Neumann boundary conditions for the nonlocal analog of the

Poisson equation. Using known statements for the obtained auxiliary problems, we prove theorems on

the existence and uniqueness of solutions of the main problems. Exact conditions for the solvability of

the investigated problems are found, and integral representations of the solutions are obtained. Spectral

issues related to periodic problems are also studied. Eigenfunctions and eigenvalues of these problems

are found. The theorems on completeness of the system of eigenfunctions in the space L2 are proved.
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