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ДВУКРАТНАЯ ПОИМКА СКООРДИНИРОВАННЫХ УБЕГАЮЩИХ В ЗАДАЧЕ

ПРОСТОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ

В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей двух убегающих, описываемая системой вида

żij = ui − v, ui, v ∈ V.

Предполагается, что убегающие используют одно и то же управление. Преследователи используют

контрстратегии на основе информации о начальных позициях и предыстории управления убегаю-

щих. Множество допустимых управлений V — шар единичного радиуса с центром в начале коор-

динат, целевые множества — начало координат. Целью группы преследователей является поимка

хотя бы одного убегающего двумя преследователями. В терминах начальных позиций и параметров

игры получено достаточное условие поимки. При исследовании в качестве базового используется

метод разрешающих функций, позволяющий получить достаточные условия разрешимости задачи

сближения за некоторое гарантированное время.
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Введение

Работы Р. Айзекса [1] заложили основы теории дифференциальных игр преследования–

уклонения двух лиц, которые к настоящему времени представляют собой фундаменталь-

ную содержательную теорию, в которой предложены различные подходы для анализа кон-

фликтных ситуаций [2–8]. Развитием данной теории стало изучение задачи преследования

группой преследователей и задачи уклонения от группы преследователей одного убегаю-

щего [9–14]. Естественным обобщением данных задач группового преследования является

ситуация конфликтного взаимодействия группы преследователей и группы убегающих Це-

лью группы преследователей является поимка заданного числа убегающих, цель группы

убегающих противоположна.

В работах [15–18] получены достаточные, а в некоторых случаях и необходимые усло-

вия поимки хотя бы одного убегающего при условии, что участники обладают равными

возможностями, а все убегающие используют одно и то же управление.

Задача о многократной поимке одного убегающего рассматривалась, в частности, в ра-

ботах [19–21], причем в [19] — в дискретной постановке.

В работах [22–24] представлены достаточные, а в некоторых случаях и необходимые

условия многократной поимки заданного числа убегающих при условии, что убегающие

используют программные стратегии, а каждый преследователь ловит не более одного убе-

гающего. Задача об оптимальной по времени поимке группы убегающих группой пресле-

дователей на плоскости в случае простого движения рассмотрена в [25]. Мультиагентный

подход к исследованию задачи преследования группой преследователей группы убегающих

рассмотрен в [26].

Достаточные условия поимки двух убегающих в нелинейных дифференциальных играх

получены в [27]. В работах [28, 29] получены достаточные условия поимки двух жестко
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скоординированых убегающих в линейных рекуррентных дифференциальных играх и в ли-

нейной задаче группового преследования с простой матрицей.

Задача о преследовании двух скоординированных убегающих, в которой целью группы

преследователей являлась поимка хотя бы одного убегающего двумя преследователями или

поимка двух убегающих рассматривалась в работах [30].

Задача о многократной поимке заданного числа убегающих при условии, что убегаю-

щие используют одно и то же управление, рассматривалась в работах [31, 32] на основе

сведения исходной задачи к задаче о многократной поимке одного убегающего в некоторой

вспомогательной игре.

В данной работе рассматривается задача простого преследования группой преследовате-

лей двух жестко скоординированных убегающих. Целью группы преследователей является

поимка хотя бы одного убегающего двумя преследователями. Получены достаточные усло-

вия поимки. Предложен конструктивный способ построения стратегий преследователей,

отличный от способа, изложенного в [31, 32].

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n+2) n+2 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и двух убегающих E1, E2.

Закон движения каждого из преследователей Pi имеет вид

ẋi = ui, xi(0) = x0
i , ui ∈ V. (1.1)

Закон движения каждого из убегающих Ej имеет вид

ẏj = v, yj(0) = y0j , v ∈ V. (1.2)

Здесь i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ {1, 2}, xi, yj , ui, v ∈ R
k, V = {v | ‖v‖ 6 1} . Кроме того,

x0
i 6= y0j для всех i ∈ I, j = 1, 2. Введем новые переменные zij = xi − yj. Тогда вместо

систем (1.1), (1.2) получим систему

żij = ui − v, zij(0) = z0ij = x0
i − y0j . (1.3)

Измеримая функция v : [0,∞) → R
k называется допустимой, если v(t) ∈ V для всех t > 0.

Предысторией vt(·) функции v(·) в момент t назовем сужение функции v на отрезок [0, t].
Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр, который

для убегающих E1, E2 выбирает одно и то же управление v(t).

Определение 1.1. Будем говорить, что задана квазистратегия Ui преследователя Pi, если

определено отображение Ui(t, z
0, vt(·)), ставящее в соответствие начальному состоянию

z0 = (z0ij), моменту t и произвольной предыстории управления vt(·) убегающих Ej из-

меримую функцию ui(t) = Ui(t, z
0, vt(·)) со значениями в V.

Определение 1.2. В игре Γ(n+2) происходит поимка, если существуют момент T0 = T (z0)
и квазистратегии U1, . . . ,Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой измеримой

функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0], найдутся номера l, m ∈ I (m 6= l), j ∈ {1, 2}, моменты

τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что zlj(τ1) = 0, zmj(τ2) = 0.

§ 2. Вспомогательные результаты

Определение 2.1 (см. [33]). Векторы a1, a2, . . . , as образуют положительный базис в R
k,

если для любого x ∈ R
k существуют неотрицательные вещественные числа α1, α2, . . . , αs

такие, что

x = α1a1 + α2a2 + . . .+ αsas.
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Обозначим через IntX и coX , соответственно, внутренность и выпуклую оболочку

множества X ⊂ R
k.

Теорема 2.1 (см. [33]). Векторы a1, a2, . . . , am образуют положительный базис в R
k тогда

и только тогда, когда

0 ∈ Intco {a1, . . . , am}.

Лемма 2.1. Пусть a1, . . . , am, b1, b2 ∈ R
k таковы, что

1) для всех l ∈ J0 = {1, . . . , m− 2} выполнено

Intco {ai, i ∈ J0, i 6= l} ∩ co {b1, b2} 6= ∅;

2) am−1, am ∈ {z | z = tb1 + (1− t)b2, t < 0}.
Тогда для любого q ∈ J = {1, . . . , m} справедливо включение

b2 ∈ Intco {ai, i ∈ J, i 6= q}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть q ∈ J . Обозначим

Zq = Intco {ai, i ∈ J, i 6= q} ∩ co {b1, b2}.

В силу условия леммы Zq 6= ∅. Если b2 ∈ Zq, то все доказано.

Пусть b2 /∈ Zq и q ∈ J0 ∪ {m− 1}. Возьмем z ∈ Zq. Тогда

z = αb1 + (1− α)b2, α ∈ (0; 1],

am = tb1 + (1− t)b2, t < 0.

Отсюда

αam − tz = (α− t)b2

и поэтому

b2 =
α

α− t
am +

(−t)

α− t
z = µam + (1− µ)z, µ ∈ (0; 1).

Кроме того,

z =
∑

i∈J,i 6=q

βiai, где βi > 0,
∑

i∈J,i 6=q

βi = 1.

Значит

b2 = µam + (1− µ)
∑

i∈J,i 6=q

βiai.

Следовательно, b2 ∈ Intco {ai, i ∈ J, i 6= q}.
Случай q = m рассматривается аналогично. Лемма доказана. �

Введем следующие обозначения.

λ(h, v) = sup{λ > 0 | − λh ∈ V − v}, Ω(J) = {(i1, i2)
∣

∣i1, i2,∈ J, i1 6= i2},

где J — конечное множество натуральных чисел.
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Лемма 2.2. Пусть a1, . . . , am, c ∈ R
k таковы, что для любого l ∈ J0 = {1, . . . , m − 2} век-

торы {ai, i ∈ J0, i 6= l, c} образуют положительный базис в Rk. Тогда для любых b1, b2 ∈ R
k

существует µ̂ > 0 такое, что для всех µ > µ̂ справедливо неравенство

δ(µ) = min
v∈V

max
Λ∈Ω0(J)

min
i∈Λ

λ(wi, v) > 0,

где J = {1, . . . , m}, Ω0(J) = Ω(J0) ∪ {(m− 1, m)},

wi =











ai, i ∈ J0,

am−1 + µc, i = m− 1,

am + µc, i = m.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение неверно. Тогда существуют век-

торы b1, b2 ∈ R
k такие, что для каждого µ̂ > 0 найдется µ > µ̂ для которого δ(µ) = 0.

Из определения δ(µ) следует, что существует vµ ∈ V такой, что для всех Λ ∈ Ω0(J) выпол-

нено

min
i∈Λ

λ(wi, vµ) = 0, причем ‖vµ‖ = 1.

Из последнего соотношения следует, что существуют J(µ) ⊂ J0, |J(µ)| = m − 3
и j(µ) ∈ {m− 1, m} такие, что

λ(wi, vµ) = 0 для всех i ∈ J(µ) ∪ {j(µ)}.

Пусть µ̂ = 1. Тогда найдутся µ1 > µ̂, v1 ∈ V , J(µ1), j(µ1), для которых

(wi, v1) 6 0 для всех i ∈ J(µ1) ∪ {j(µ1)}, при этом ‖v1‖ = 1.

Для µ̂ = µ1 + 1 найдутся µ2 > µ1 + 1, v2 ∈ V , J(µ2), j(µ2), для которых

(wi, v2) 6 0 для всех i ∈ J(µ2) ∪ {j(µ2)}, при этом ‖v2‖ = 1.

Продолжая этот процесс дальше, получим, что существуют последовательности µs,
lim

s→+∞
µs = +∞, vs ∈ V , J(µs), j(µs), для которых

(wi, vs) 6 0 для всех i ∈ J(µs) ∪ {j(µs)}, при этом ‖vs‖ = 1.

Следовательно, существует подпоследовательность µsj , lim
sj→+∞

µsj = +∞, для которой най-

дутся подпоследовательность {vsj}, множество J0 ⊂ J0, |J
0| = m−3, индекс j0 ∈ {m−1, m}

такие, что для всех j справедливы неравенства

(wi, vsj) 6 0 для всех i ∈ J0 ∪ {j0}, при этом ‖vsj‖ = 1.

Из последовательности {vsj} можно выделить подпоследовательность {vq}, сходящуюся

к v0 ∈ V , при этом ‖v0‖ = 1. Имеем

(ai, vq) 6 0 для всех i ∈ J0,
(aj0
µq

+ c, vq

)

6 0.

Переходя в последних неравенствах к пределу при q → +∞, получим

(ai, v0) 6 0 для всех i ∈ J0, (c, v0) 6 0.

Поэтому, в силу теоремы 2.1 набор векторов {ai, i ∈ J0, c} не образует положительного

базиса, что противоречит условию леммы. Лемма доказана. �
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Лемма 2.3. Пусть a1, . . . , am ∈ R
k таковы, что

δ = min
v∈V

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

λ(aj , v) > 0,

где Ω0(J) = Ω(J0) ∪ {m − 1, m}, J0 = {1, . . . , m − 2}. Тогда существует момент T0 > 0
такой, что для любой допустимой функции v(·) найдутся Λ = (α, β) ∈ Ω0(J), момент

τ ∈ [0;T0] такие, что

∫ τ

0

λ(aα, v(s)) ds > 1,

∫ τ

0

λ(aβ, v(s)) ds > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая функция. Тогда имеем

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj , v(s)) ds > max
Λ∈Ω0(J)

∫ t

0

min
j∈Λ

λ(aj, v(s)) ds. (2.1)

Для любых неотрицательных чисел γΛ(Λ ∈ Ω0(J)) имеет место неравенство

max
Λ∈Ω0(J)

γΛ >
1

N

∑

Λ∈Ω0(J)

γλ, где N = (n− 2)(n− 3)/2 + 1.

Поэтому

max
Λ∈Ω0(J)

∫ t

0

min
j∈Λ

λ(aj, v(s)) ds >
1

N

∫ t

0

∑

Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

λ(aj , v(s)) ds >

>
1

N

∫ t

0

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

λ(aj, v(s)) ds.

Из определения δ следует, что неравенство

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

λ(ajv) > δ > 0

справедливо для всех v ∈ V. Следовательно, из (2.1) получаем

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj , v(s)) ds >
δt

N
.

Из последнего неравенства следует, что при T > N/δ справедливо неравенство

max
Λ∈Ω0(J)

min
j∈Λ

∫ t

0

λ(aj , v(s)) ds > 1,

откуда следует справедливость утверждения леммы. Лемма доказана. �

§ 3. Достаточные условия поимки

Теорема 3.1. Пусть существует множество I0 ⊂ I , |I0| = n− 2, такое, что для каждого

l ∈ I0

Intco {x0
i , i ∈ I0, i 6= l} ∩ co {y01, y

0
2} 6= ∅. (3.1)

Тогда в игре Γ(n+ 2) происходит поимка.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (3.1) следует [34], что для всех l ∈ I0 набор векторов

{x0
i − y01, x

0
i − y02, i ∈ I0, i 6= l} образует положительный базис в R

k. Обозначим c = y01 − y02.
Так как

x0
i − y02 = x0

i − y01 + c,

то для всех l ∈ I0 положительный базис в R
k образует набор {z0i1, i ∈ I0, i 6= l, c}. Считаем,

что I0 = {1, . . . , n− 2}. Из леммы 2.2 следует, что существует число µ > 0 такое,

δ = min
v∈V

max
Λ∈Ω0(I)

min
j∈Λ

λ(w0
j , v) > 0,

где

w0
i =











z0i1, если i ∈ I0,

z0n−12 + µc, если i = n− 1,

z0n2 + µc, если i = n.

Из леммы 2.3 следует, что число

T0 = min{T > 0
∣

∣ inf
v(·)

max
Λ∈Ω0(I)

min
j∈Λ

∫ T

0

λ(w0
j , v(s)) ds > 1}

конечно. Пусть v(·) — допустимое управление убегающих. Определим функции

hi(t) = 1−

∫ t

0

λ(w0
i , v(s)) ds.

Из леммы 2.3 следует, что существуют номера l, m ∈ I , моменты τ1, τ2 ∈ [0, T0] такие, что

hl(τ1) = 0, hm(τ2) = 0. (3.2)

В дальнейшем будем считать, что если hq(τ) = 0 при некоторых q ∈ I , τ ∈ [0, T0),
то λ(w0

q , v(s)) = 0 для всех s ∈ [τ, T0]. Тогда из условия (3.2) получаем, что существует

Λ = {α, β} ∈ Ω0(I), для которого

hα(T0) = 0, hβ(T0) = 0. (3.3)

Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I , на отрезке [0;T0], полагая

ui(t) = v(t)− λ(w0
i , v(t))w

0
i .

Тогда из системы (1.3) следует, что для всех t ∈ [0, T0]

zi1(t) = z0i1hi(t), i ∈ I0,

zn−1,2(t) = z0n−1,2 −

∫ t

0

λ(w0
n−1, v(s)) dsw

0
n−1 = z0n−1,2hn−1(t)− µc(1− hn−1(t)),

zn2(t) = z0n2hn(t)− µc(1− hn(t)).

Из условия (3.3) и определения управлений преследователей Pi, i ∈ I , вытекает, что воз-

можны следующие варианты.

1. Λ = {α, β} ∈ Ω0(I), для которого выполнены соотношения (3.3), такой что Λ ∈ Ω(I0).
В этом случае преследователи Pα, Pβ осуществляют в момент T0 поимку убегающего E1,

что означает, что в игре Γ(n+ 2) происходит двукратная поимка.
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2. Условие (3.3) выполнено для Λ = {n− 1, n}. Тогда

zn−1,2(T0) = −µc, zn2(T0) = −µc. (3.4)

Докажем, что в данном случае для каждого l ∈ I0 выполнено включение

Intco {xi(T0), i ∈ I0, i 6= l} ∩ co {y1(T0), y2(T0)} 6= ∅. (3.5)

Пусть l ∈ I0. Имеем

zi1(T0) = z0i1hi(T0), zi2(T0) = zi1(T0) + c = z0i1hi(T0) + z0i2 − z0i1.

Поэтому

z0i1 =
zi1(T0)

hi(T0)
, z0i2 = zi2(T0) +

zi1(T0)(1− hi(T0))

hi(T0)
.

Из условия теоремы следует, что набор {z0i1, z
0
i2, i ∈ I0, i 6= l} образует положительный базис

в R
k. Следовательно, положительный базис в R

k образуют векторы

{

zi1(T0)

hi(T0)
, zi2(T0) +

zi1(T0)(1− hi(T0))

hi(T0)
, i ∈ I0, i 6= l

}

.

Из условия hi(T0) ∈ (0, 1] для всех i ∈ I0, i 6= l, получаем, что положительный базис в R
k

образует набор

{zi1(T0), zi2(T0), i ∈ I0, i 6= l}.

Из последнего соотношения, в силу [34], получаем справедливость (3.5).

Из равенств (3.4) получаем

xn−1(T0)− y2(T0) = −µ(y1(T0)− y2(T0)).

Отсюда

xn−1(T0) = −µy1(T0) + (1 + µ)y2(T0).

Аналогично, xn(T0) = −µy1(T0) + (1 + µ)y2(T0). Используя лемму 2.1 получаем, что для

любого q ∈ I справедливо включение

y2(T0) ∈ Intco {xi(T0), i ∈ I, i 6= q}.

Принимая момент T0 за начальный и используя результаты работы [35] получим, что най-

дутся преследователи Pq, Pr, q 6= r, осуществляющие поимку убегающего E2. Теорема

доказана. �
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In a finite-dimensional Euclidean space, the problem of pursuit of two evaders by a group of pursuers

described by a system of the form

żij = ui − v, ui, v ∈ V,

is considered. It is assumed that all evaders use the same control. The pursuers use counterstrategies

based on information about the initial positions and control history of the evaders. The set of admissible

controls V is a unit ball centered at zero, target sets are the origin of coordinates. The goal of the pursuers’

group is to capture at least one evader by two pursuers. In terms of initial positions and game parameters

a sufficient condition for the capture is obtained. In the study, the method of resolving functions is used

as a basic one, which allows obtaining sufficient conditions for the solvability of the approach problem

in some guaranteed time.
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