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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА ЧЕТВЕРТОГО
ПОРЯДКА, ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ВНУТРИ И НА ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ

В данной статье для одного уравнения смешанного типа четвертого порядка, вырождающегося внут-

ри и на границе области, в прямоугольной области сформулирована и исследована нелокальная

начально-граничная задача. С помощью применения метода разделения переменных получена спек-

тральная задача для обыкновенного дифференциального уравнения. Построена функция Грина по-

следней задачи, с помощью чего она эквивалентно сведена к интегральному уравнению Фредгольма

второго рода с симметричным ядром, откуда следует существование собственных значений и си-

стема собственных функций спектральной задачи. Доказана теорема разложения заданной функции

в равномерно сходящийся ряд по системе собственных функций. С помощью найденного инте-

грального уравнения и теоремы Мерсера доказана равномерная сходимость некоторых билинейных

рядов, зависящих от найденных собственных функций. Установлен порядок коэффициентов Фурье.

Решение изучаемой задачи выписано в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функций

спектральной задачи. Получена оценка для решения задачи, откуда следует его непрерывная зави-

симость от заданных функций.
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§ 1. Введение. Постановка задачи

Известно, что проблема разрешимости краевых задач для уравнений смешанного типа

исследуется более ста лет. Несмотря на это в настоящее время интерес к этой пробле-

ме не утихает, а интенсивно развивается быстрыми темпами в различных направлениях.

Если в начале исследователи рассматривали краевые задачи для уравнений смешанного

эллиптико-гиперболического типа в областях, ограниченных так называемым «нормаль-

ным контуром» и характеристиками рассматриваемого уравнения, и близким к ним обла-

стям, то в последнее время возрос интерес к постановке и исследованию краевых задач

в прямоугольных областях. К настоящему времени вышли из печати многочисленные ра-

боты, которые посвящены изучению этой проблемы для уравнений смешанного эллиптико-

гиперболического и параболо-гиперболического типов. Например, в [1,2] доказана коррект-

ность задачи Дирихле для уравнения Лаврентьева–Бицадзе в прямоугольных областях, об-

ладающих специальными свойствами. Эта задача в прямоугольной области для уравнения

Лаврентьева–Бицадзе с младшими членами изучена в [3] и найдены условия разрешимо-

сти задачи. В [4–8] в прямоугольной области исследована задача Дирихле, а в [9] — зада-

ча Келдыша для эллиптико–гиперболических уравнений второго порядка с вырождением

на линии изменения типа. Задачи типа Дирихле в прямоугольнике для невырождающихся

уравнений смешанного типа высокого четного порядка изучены в [10, 11]. В [12] рассмот-

рена задача Келдыша для трехмерного уравнения смешанного типа с тремя сингулярными

коэффициентами в полубесконечном параллелепипеде, а в [13] — некорректная задача в па-

раллелепипеде для системы уравнений смешанного типа. Краевые задачи в прямоуголь-

ных областях для уравнений параболо-гиперболического типа исследованы в [14–16]. Для
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уравнений смешанного типа, содержащих операторы дробного дифференцирования, кра-

евые задачи в четырехугольнике сформулированы и исследованы в [17–26]. В частности,

в [17, 18] рассмотрены нелокальные задачи для уравнений четвертого порядка с операто-

ром Хилфера, а в [19] — для уравнения четвертого порядка с инволюцией, содержащего

оператор Капуто и имеющего вырождение внутри прямоугольника. В [20–24] исследова-

ны обратные задачи для уравнений смешанного типа второго порядка, а в [25] — прямая

задача для уравнения высокого четного порядка с операторами Хилфера и Капуто. В [26]

исследована однозначная разрешимость одной нелокальной задачи для уравнения высокого

четного порядка с дробной производной Капуто, вырождающегося на одной из боковых

сторон четырехугольника. В данной работе исследуем одну нелокальную задачу для урав-

нения смешанного типа четвертого порядка с оператором Капуто, вырождающегося внутри

и на обеих боковых сторонах четырехугольника.

Рассмотрим следующее вырождающееся уравнение четвертого порядка

0 =

{
tγCD

δ1
0tu(x, t) +

[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
xx

, (x, t) ∈ Ω1 = Ω ∩ {t > 0},
CD

δ2
t0u(x, t) +

[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
xx

, (x, t) ∈ Ω2 = Ω ∩ {t < 0},
(1.1)

в прямоугольнике Ω = {(x, t) | 0 < x < 1; −a < t < b}, где u(x, t) — неизвестная функция,

CD
δ1
0tu(x, t) =

1

Γ(1− δ1)

∫ t

0

(∂/∂z)u(x, z)

(t− z)δ1
dz,

CD
δ2
t0u(x, t) =

1

Γ(2− δ2)

∫ 0

t

(∂2/∂z2)u(x, z)

(z − t)δ2−1
dz

— производные дробного порядка в смысле Капуто [27] oт функции u(x, t) по аргументу t,
Γ(z) — гамма-функция Эйлера [28], а a, b, α, β, γ, δ1, δ2 — заданные действительные числа,

причем a > 0, b > 0, 0 < α < 1, 0 < β < 1, 0 < δ1 < 1, 1 < δ2 < 2.
Очевидно, что уравнение (1.1) вдоль линий x = 0, x = 1 и t = 0 вырождается.

Исследуем следующую краевую задачу для уравнения (1.1) в области Ω.

Задача Sp2 q2
p1 q1

. Найти функцию u(x, t), обладающую следующими свойствами:

(1) u(x, t), ux(x, t), xα(1 − x)βuxx,
[
xα(1− x)βuxx

]
x

∈ C(Ω̄); tγCD
δ1
0tu(x, t) ∈ C(Ω1),

CD
δ2
t0u(x, t) ∈ C(Ω2),

[
xα(1− x)βuxx

]
xx

∈ C(Ω1 ∪ Ω2);

(2) в области Ω1 ∪ Ω2 функция u(x, t) удовлетворяет уравнению (1.1);

(3) на границе области Ω выполняются следующие краевые условия:

p1u(0, t) = q1ux(0, t), t ∈ [−a, b]; (1.2)

p2u(1, t) = q2ux(1, t), t ∈ [−a, b]; (1.3)

p1
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]∣∣
x=0

= q1
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
x

∣∣
x=0

, t ∈ [−a, b]; (1.4)

p2
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]∣∣
x=1

= q2
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
x

∣∣
x=1

, t ∈ [−a, b]; (1.5)

u(x, b) + ϕ(x) = u(x,−a), x ∈ [0, 1]; (1.6)

(4) выполняются следующие условия склеивания:

u(x,+0) = u(x,−0), x ∈ [0, 1], lim
t→+0

tγCD
δ1
0tu(x, t) = ut(x,−0), x ∈ (0, 1), (1.7)

где ϕ(x) — заданная непрерывная функция, p1, q1, p2 и q2 — заданные действительные

числа, причем p21 + q21 6= 0, p22 + q22 6= 0.
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Отметим, что (1.2), (1.3) при q1 = q2 = 0, p1 = p2 = 0 и p1p2q1q2 6= 0 являются

соответственно первым, вторым и третьим краевыми условиями, заданными на боковых

сторонах x = 0 и x = 1 прямоугольника Ω. Из структуры условий (1.4) и (1.5) сле-

дует, что они являются условиями типа (1.2) и (1.3) относительно неизвестной функции

xα(1− x)βuxx(x, t). Очевидно, что (1.6) является нелокальным условием, связывающим

значения искомой функции, принимаемые в точках нижнего и верхнего оснований пря-

моугольника Ω.

§ 2. Исследование спектральной задачи

При формальном применении метода Фурье к поставленной задаче возникает следую-

щая спектральная задача: найти те значения параметра λ, при которых существуют нетри-

виальные решения уравнения

Mv ≡
[
xα(1− x)βv′′(x)

]′′
= λv(x), 0 < x < 1, (2.1)

удовлетворяющие следующим условиям:





v(x), v′(x), xα(1− x)βv′′(x),
[
xα(1− x)βv′′(x)

]′ ∈ C[0, 1];

p1v(0) = q1v
′(0), p1

[
xα(1− x)βv′′(x)

]∣∣
x=0

= q1
[
xα(1− x)βv′′(x)

]′∣∣∣
x=0

,

p2v(1) = q2v
′(1), p2

[
xα(1− x)βv′′(x)

]∣∣
x=1

= q2
[
xα(1− x)βv′′(x)

]′∣∣∣
x=1

.

(2.2)

Лемма 1. Если ∆0 = p1(q2 − p2) − q1p2 6= 0, то задача (2.1), (2.2) имеет счетное число

собственных значений 0 < λ1 < λ2 < . . . < λk < . . ., λk → +∞, а соответствующие

им собственные функции v1(x), v2(x), . . . , vk(x), . . . образуют ортонормированную систему

в пространстве L2(0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим обе части уравнения (2.1) на функцию v(x) и проинте-

грируем по x на сегменте [0, 1]. Затем, применяя правило интегрирования по частям дважды

к интегралу, стоящему в левой части, и учитывая условия (2.2), имеем

∫ 1

0

xα(1− x)β [v′′(x)]
2
dx = λ

∫ 1

0

v2(x) dx.

Отсюда, при v(x) 6≡ 0, следует λ > 0. Если λ = 0, то из последнего равенства сле-

дует v′′(x) = 0, 0 < x < 1. Тогда v(x) = C0x + C1, x ∈ (0, 1), откуда, в силу условия

p1v(0) = q1v
′(0), p2v(1) = q2v

′(1), ∆0 6= 0, получим v(x) ≡ 0, 0 6 x 6 1. Следовательно,

задача (2.1), (2.2) может иметь нетривиальные решения только при λ > 0.
Существование собственных значений задачи (2.1), (2.2) докажем методом функций Гри-

на. Здесь функция Грина G(x, s) должна обладать следующими свойствами:

(1) G(x, s), Gx(x, s), x
α(1− x)βGxx(x, s) непрерывны для всех x, s ∈ [0, 1];

(2) в каждом из интервалов [0, s) и (s, 1] существует непрерывная производная

[
xα(1− x)βGxx(x, s)

]
x
,

а при x = s имеет скачок 1, т. е.

[
xα(1− x)βGxx(x, s)

]
x

∣∣
x=s+0

−
[
xα(1− x)βGxx(x, s)

]
x

∣∣
x=s−0

= 1;
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(3) в интервалах (0, s) и (s, 1) функция G(x, s), рассматриваемая как функция от x, удо-

влетворяет уравнению MG(x, s) = 0;

(4) выполняются граничные условия

p1G(0, s) = q1Gx(0, s),

p1
[
xα(1− x)βG(x, s)

]∣∣
x=0

= q1
[
xα(1− x)βGxx(x, s)

]
x

∣∣
x=0

, s ∈ (0, 1);

p2G(1, s) = q2Gx(1, s),

p2
[
xα(1− x)βG(x, s)

]∣∣
x=1

= q2
[
xα(1− x)βGxx(x, s)

]
x

∣∣
x=1

, s ∈ (0, 1).

Пользуясь представлениями общего решения уравнения MG(x, s) = 0 в промежутках

(0, s) и (s, 1), нетрудно убедиться, что функция G(x, s), обладающая перечисленными выше

свойствами, существует, единственна и имеет вид

G(x, s) =





1
∆0

[
q1p2

∫ s

0
z(s−z)dz
zα(1−z)β

− p1(p2 − q2)
∫ x

0
z(x−z)dz
zα(1−z)β

+

+ q1p2s
∫ x

0
(x−z) dz
zα(1−z)β

− p1(p2 − q2)x
∫ s

0
(s−z) dz
zα(1−z)β

]
+ g(x, s), x < s;

1
∆0

[
q1p2

∫ x

0
z(x−z) dz
zα(1−z)β

− p1(p2 − q2)
∫ s

0
z(s−z) dz
zα(1−z)β

+

+ q1p2x
∫ s

0
(s−z)dz
zα(1−z)β

− p1(p2 − q2)s
∫ x

0
(x−z) dz
zα(1−z)β

]
+ g(x, s), s < x,

(2.3)

где

g(x, s) =
p1p2
∆0

[
s

∫ x

0

z(x− z) dz

zα(1− z)β
+ x

∫ s

0

z(s− z) dz

zα(1− z)β

]
−

− q1(p2 − q2)

∆0

[∫ x

0

(x− z) dz

zα(1− z)β
+

∫ s

0

(s− z) dz

zα(1− z)β

]
+ g1(x, s),

g1(x, s) = ∆−2
0

[
p21xs + p1q1(x+ s) + q21

] [
p2q2k3 − (p2 − q2)q2k4 − p22k1 + p2(p2 − q2)k2

]
,

k1 = B(2− α, 2− β), k2 = B(1− α, 2− β),

k3 = B(2− α, 1− β), k4 = B(1− α, 1− β),

B(x, y) — бета-функция Эйлера [28].

Очевидно, что G(x, s) = G(s, x). Методом, примененным в [29], легко убедиться, что

задача (2.1), (2.2) эквивалентна следующему интегральному уравнению с симметричным

ядром G(x, s):

v(x) = λ

∫ 1

0

G(x, s)v(s) ds. (2.4)

Так как ядро G(x, s) непрерывно, симметрично и положительно (т. е. λ > 0), то в си-

лу эквивалентности уравнения (2.4) и задачи (2.1), (2.2), согласно теории интегральных

уравнений [30], справедливо утверждение леммы 1. �

Лемма 2. Пусть функция h(x) удовлетворяет условиям:

h(x), h′(x) ∈ C[0, 1], (2.5)

xα(1− x)βh′′(x),
[
xα(1− x)βh′′(x)

]′ ∈ C[0, 1], (2.6)

p1h(0) = q1h
′(0), p2h(1) = q2h

′(1), (2.7)




p1
[
xα(1− x)βh′′(x)

]∣∣
x=0

= q1
[
xα(1− x)βh′′(x)

]′∣∣∣
x=0

,

p2
[
xα(1− x)βh′′(x)

]∣∣
x=1

= q2
[
xα(1− x)βh′′(x)

]′∣∣∣
x=1

,
(2.8)

Mh(x) ∈ L2(0, 1).
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Тогда ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно сходящийся ряд

по системе собственных функций {vk(x)}∞k=1 задачи (2.1), (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойства функций G(x, s) и h(x) справедливы равенства

∫ 1

0

G(x, s)Mh(s) ds =

∫ 1

0

G(x, s)
[
sα(1− s)βh′′(s)

]′′
ds =

[
sα(1− s)βh′′(s)

]′
G(x, s)

∣∣∣
s=1

s=0
−

− sα(1− s)βh′′(s)Gs(x, s)
∣∣s=1

s=0
+ sα(1− s)βh′(s)Gss(x, s)

∣∣s=1

s=0
−

− h(s)
[
sα(1− s)βGss(x, s)

]
s

∣∣s=x−0

s=0
− h(s)

[
sα(1− s)βGss(x, s)

]
s

∣∣s=1

s=x+0
+

+

∫ 1

0

h(s)
[
sα(1− s)βGss(x, s)

]
ss

ds = h(x).

Следовательно,

h(x) =

∫ 1

0

G(x, s)
[
sα(1− s)βh′′(s)

]′′
ds,

т. е. h(x) есть функция, представимая через ядро G(x, s).
Кроме этого, в силу непрерывности функции G(x, s) в {(x, s) | 0 6 x, s 6 1} имеет

место неравенство

∫ 1

0

G2(x, s) ds = A(x) 6 C2 = const < +∞.

Тогда, согласно теореме Гильберта–Шмидта [30], справедливо утверждение леммы 2. �

§ 3. Вспомогательные леммы

В этом пункте предполагается, что ∆0 6= 0 и под λk и vk(x), k ∈ N , понимаются

собственные значения и собственные функции задачи (2.1), (2.2), а под hk — коэффи-

циент Фурье заданной функции h(x) по системе собственных функций {vk(x)}+∞
k=1, т. е.

hk =
∫ 1

0
h(x)vk(x) dx, k ∈ N .

Лемма 3 (О сходимости билинейных рядов). Следующие ряды сходятся равномерно на

сегменте [0, 1] :

+∞∑

k=1

[
v
(µ)
k (x)

]2
/λk,

+∞∑

k=1

{[
xα(1− x)βv′′k(x)

](µ)}2

/λ2
k, µ = 0, 1. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ядро G(x, s) интегрального уравнения (2.4) симметрич-

но, положительно (т. е. λ > 0) и непрерывно в {(x, s) | 0 6 x, s 6 1}, то на основа-

нии теоремы Mерсера [30] это ядро представлено абсолютно и равномерно сходящимся

билинейным рядом G(x, s) =
∞∑
k=1

vk(x)vk(s)
λk

. Отсюда, в частности, при x = s следует, что

G(x, x) =
∞∑
k=1

v2
k
(x)

λk
6 C3 = const < +∞, т. е. первый ряд в (3.1) равномерно сходится

на отрезке [0, 1].
В силу (2.4) и (2.1), имеют место равенства

v′k(x) = λk

∫ 1

0

Gx(x, s)vk(s) ds =

∫ 1

0

Gx(x, s)
[
sα(1− s)βv′′k(s)

]′′
ds.
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Отсюда, применяя правило интегрирования по частям два раза, а затем принимая

во внимание условия p1vk(0) = q1v
′
k(0), p2vk(1) = q2v

′
k(1) и p1Gx(x, 0) = q1Gxs(x, 0),

p2Gx(x, 1) = q2Gxs(x, 1), получим

v′k(x) =

∫ 1

0

sα(1− s)βGxss(x, s)v
′′
k(s) ds.

Следовательно, справедливо равенство

v′k(x)√
λk

=

∫ 1

0

sα/2(1− s)β/2Gxss(x, s)

{
sα/2(1− s)β/2v′′k(s)√

λk

}
ds. (3.2)

Далее, с помощью правила интегрирования по частям и равенств (2.1), (2.2), находим

∫ 1

0

sα(1− s)βv′′k(s)v
′′
l (s)√

λkλl

ds =
1√
λkλl

[
sα(1− s)βv′′k(s)v

′
l(s)
∣∣1
0
−

−
[
sα(1− s)βv′′k(s)

]′
vl(s)

∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

[
sα(1− s)βv′′k(s)

]′′
vl(s)√

λkλl

ds =

=

√
λk

λl

∫ 1

0

vk(s)vl(s) ds =

{
1, k = l,

0, k 6= l.

(3.3)

Следовательно, {sα/2(1− s)β/2v′′k(s)/
√
λk}+∞

k=1 — ортонормальная система.

Из (3.2), в силу (3.3), следует, что v′k(x)/
√
λk есть коэффициент Фурье функции

sα/2(1 − s)β/2Gxss(x, s) по системе {sα/2(1 − s)β/2v′′k(s)/
√
λk}+∞

k=1. Поэтому, согласно нера-

венству Бесселя [30], имеем

∞∑

k=1

[v′k(x)]
2

λk
6

∫ 1

0

sα(1− s)β [Gxss(x, s)]
2 ds. (3.4)

Пользуясь формулой (2.3), нетрудно убедиться, что интеграл в (3.4) равномерно ограни-

чен. Поэтому ряд в (3.4), т. е. второй ряд в (3.1) сходится равномерно.

Аналогично доказывается сходимость остальных рядов. Лемма 3 доказана. �

Ниже докажем ряд лемм о порядке коэффициентов Фурье.

Лемма 4. Если функция h(x) удовлетворяет условиям (2.5), (2.7),

xα/2(1− x)β/2h′′(x) ∈ L2(0, 1),

то справедливо неравенство

+∞∑

k=1

λkh
2
k 6

∫ 1

0

[
xα(1− x)βh′′(x)

]2
dx, (3.5)

в частности, ряд в левой части сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы для коэффициента hk, в силу уравнения (2.1), следу-

ет равенство

λ
1/2
k hk = λ

1/2
k

∫ 1

0

h(x)vk(x) dx = λ
−1/2
k

∫ 1

0

h(x)
[
xα(1− x)βv′′k(x)

]′′
dx.
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Применяя правило интегрирования по частям два раза и учитывая свойства функ-

ций h(x) и vk(x), получим

λ
1/2
k hk =

∫ 1

0

[
xα/2(1− x)β/2h′′(x)

][
λ
−1/2
k xα/2(1− x)β/2v′′k(x)

]
dx.

Отсюда следует, что число λ
1/2
k hk есть коэффициент Фурье функции xα/2(1−x)β/2h′′(x)

по ортонормированной системе функций {xα/2(1 − x)β/2v′′k(x)/
√
λk}+∞

k=1. Тогда, согласно

неравенству Бесселя [30], справедливо неравенство (3.5). Лемма 4 доказана. �

Лемма 5. Если функция h(x) удовлетворяет условиям леммы 2, то справедливо неравен-

ство

+∞∑

k=1

λ2
kh

2
k 6

∫ 1

0

[Mh(x)]2 dx, (3.6)

в частности, ряд в левой части сходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы для коэффициента hk, в силу уравнений (2.1) и (2.4),

справедливо равенство

λkhk = λk

∫ 1

0

h(x)vk(x) dx =

∫ 1

0

h(x)Mvk(x) dx =

∫ 1

0

h(x)
[
xα(1− x)βv′′k(x)

]′′
dx.

Применяя правило интегрирования по частям четыре раза и учитывая свойства функ-

ций h(x) и vk(x), получим

λkhk =

∫ 1

0

[
xα(1− x)βh′′(x)

]′′
vk(x) dx = λkhk =

∫ 1

0

[Mh(x)] vk(x) dx.

Отсюда следует, что число λkhk есть коэффициент Фурье функции Mh(x) по ортонор-

мированной системе функций {vk(x)}+∞
k=1. Тогда, согласно неравенству Бесселя, справедли-

во неравенство (3.6). Лемма 5 доказана. �

Аналогично леммам 4 и 5, доказываются следующие леммы.

Лемма 6. Если функция h(x) удовлетворяет условиям (2.5)–(2.8), а функция Mh(x) удовле-

творяет условиям (2.5), (2.7) и xα/2(1− x)β/2 [Mh(x)]′′ ∈ L2(0, 1), то справедливо неравен-

ство

+∞∑

k=1

λ3
kh

2
k 6

∫ 1

0

xα(1− x)β
{
[Mh(x)]′′

}2
dx,

в частности, ряд в левой части сходится.

Лемма 7. Если функции h(x), Mh(x) удовлетворяют условиям (2.5)–(2.8), а функция M2h(x)
удовлетворяет условиям (2.5), (2.7) и xα/2(1 − x)β/2 [M2h(x)]

′′ ∈ L2(0, 1), то справедливо

неравенство

+∞∑

k=1

λ5
kh

2
k 6

∫ 1

0

xα(1− x)β
{[

M2h(x)
]′′}2

dx,

в частности, ряд в левой части сходится, где M2h(x) = M [Mh(x)].
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§ 4. Существование, единственность и устойчивость решения задачи Sp2q2
p1q1

Решение задачи Sp2q2
p1q1 формально ищем в виде

u(x, t) =
+∞∑

k=1

uk(t)vk(x), (4.1)

где vk(x), k ∈ N , — собственные функции задачи (2.1), (2.2), а uk(t), k ∈ N , — неизвестные

функции, которые подлежат определению.

Подставив (4.1) в (1.1), (1.6) и (1.7), относительно uk(t), k ∈ N , получим следующую

задачу:
{
tγCD

δ1
0tuk(t) = −λkuk(t), t > 0,

CD
δ2
t0uk(t) = −λkuk(t), t < 0;

(4.2)






uk(b) + ϕk = uk(−a),
uk(+0) = uk(−0),

lim
t→+0

tγCD
δ1
0tuk(t) = u′

k(−0),
(4.3)

где ϕk =
∫ 1

0
ϕ(x)vk(x) dx.

Если 0 6 γ < δ1, то в силу 0 < δ1 < 1, 1 < δ2 < 2 общее решение уравнения (4.2)

определяется в виде [27]

uk(t) =

{
AkEδ1,1−γ/δ1,γ/δ1

[
−λkt

δ1−γ
]
, t > 0,

BkEδ2,1

[
−λk(−t)δ2

]
− tYkEδ2,2

[
−λk(−t)δ2

]
, t < 0,

(4.4)

где Ak, Bk, Yk — произвольные постоянные, а Eξ,η(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(ξn+η)
— функция Миттаг–

Леффлера, а Eδ1,1−γ/δ1,γ/δ1

[
−λkt

δ1−γ
]

— функция Килбаса–Сайго, Eδ1,1−γ/δ1,γ/δ1(z) =
∞∑
n=0

cnz
n,

c0 = 1, cn =
n−1∏
j=0

Γ(δ1j − γj − γ + 1)/Γ(δ1j − γj + δ1 − γ + 1).

Далее, удовлетворяя функцию (4.4) условиям (4.3), для нахождения постоянных Ak, Bk,

Yk получим следующую систему уравнений:




Ak − Bk = 0,

λkAk − Yk = 0,

BkEδ2,1

[
−λka

δ2
]
+ aYkEδ2,2

[
−λka

δ2
]
−AkEδ1,1−γ/δ1,γ/δ1

[
−λkb

δ1−γ
]
= ϕk.

(4.5)

Данная система имеет единственное решение

Ak =
ϕk

∆(k)
, Bk =

ϕk

∆(k)
, Yk =

λkϕk

∆(k)

при условии, что для всех k = 1, 2, 3, . . . имеет место неравенство

∆(k) = Eδ2,1

[
−λka

δ2
]
+ aλkEδ2,2

[
−λka

δ2
]
− Eδ1,1−γ/δ1,γ/δ1

[
−λkb

δ1−γ
]
6= 0. (4.6)

Подставляя найденные Ak, Bk и Yk в (4.4), определяем uk(t) в следующем виде:

uk(t) =

{
ϕk

∆(k)
Eδ1,1−γ/δ1,−γ/δ1

[
−λkt

δ1−γ
]
, t > 0,

ϕk

∆(k)
Eδ2,1

[
−λk(−t)δ2

]
+ λkϕk

∆(k)
(−t)Eδ2,2

[
−λk(−t)δ2

]
, t < 0.

(4.7)
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Подставляя (4.7) в (4.1), находим формальное решение задачи Sp2q2
p1q1

:

u(x, t) =






+∞∑
k=1

ϕk

∆(k)
Eδ1,1−γ/δ1,−γ/δ1

[
−λkt

δ1−γ
]
vk(x), (x, t) ∈ Ω1,

+∞∑
k=1

ϕk

∆(k)

{
Eδ2,1

[
−λk(−t)δ2

]
− tλkEδ2,2

[
−λk(−t)δ2

]}
vk(x), (x, t) ∈ Ω2.

(4.8)

Используя асимптотические разложения функции Eξ,η(z) и Eδ1,1−γ/δ1,−γ/δ1(z) при λk → +∞
[31], имеем

Eδ2,1

[
−λka

δ2
]
=

1

λkaδ2Γ(1− δ2)
+O

(
λ−2
k

)
,

Eδ2,2

[
−λka

δ2
]
=

1

λkaδ2Γ(2− δ2)
+O

(
λ−2
k

)
,

Eδ1,1−γ/δ1,−γ/δ1

[
−λkb

δ1−γ
]
=

1

λkbδ1−γΓ(1− δ1)
+O

(
λ−2
k

)
.

Учитывая это, из равенства (4.6) получим

lim
k→+∞

∆(k) =
1

aδ2−1Γ(2− δ2)
.

Отсюда следует, что, начиная с некоторого натурального k0, справедливо неравен-

ство |∆(k)| > 0.

Теорема 1. Если ∆0 6= 0, 0 6 γ < δ1 и ∆(k) 6= 0 для всех k = 1, 2, 3, . . ., а функция ϕ(x)
удовлетворяет условиям леммы 7, то сумма ряда (4.8) определяет единственное решение

задачи Sp2q2
p1q1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства существования решения достаточно доказать,

что ряд (4.8) и ряды, соответствующие функциям

ux(x, t), xα(1− x)βuxx(x, t),
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
x
,

сходятся равномерно в Ω̄, а ряды tγCD
δ1
0tu(x, t),

[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
xx

сходятся равномерно

на любом компакте D1 ⊂ Ω1 и ряды CD
δ2
0tu(x, t),

[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
xx

сходятся равномер-

но на любом компакте D2 ⊂ Ω2.

Сначала рассмотрим ряд (4.8). Так как

|uk(t)| 6
{
C4|ϕk|, t > 0,

C5(|ϕk|+ λk|ϕk|), t < 0,
(4.9)

где C4 и C5 — некоторые положительные числа, то справедливы неравенства

|u(x, t)| 6
+∞∑

k=1

|uk(t)| |vk(x)| 6





C4

+∞∑
k=1

|ϕk| |vk(x)|, t < 0,

C5

+∞∑
k=1

(|ϕk|+ λk|ϕk|)|vk(x)|, t < 0.

(4.10)
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На основании неравенства Коши–Буняковского, имеем

+∞∑

k=1

|ϕk| |vk(x)| =
+∞∑

k=1

∣∣∣
√
λkϕk

∣∣∣
∣∣∣∣
vk(x)√

λk

∣∣∣∣ 6
[

+∞∑

k=1

λkϕ
2
k

+∞∑

k=1

v2k(x)

λk

]1/2
,

+∞∑

k=1

λk|ϕk| |vk(x)| =
+∞∑

k=1

∣∣∣λ3/2
k ϕk

∣∣∣
∣∣∣∣
vk(x)√

λk

∣∣∣∣ 6
[

+∞∑

k=1

λ3
kϕ

2
k

+∞∑

k=1

v2k(x)

λk

]1/2
.

Первые ряды, стоящие в правой части, сходятся в силу лемм 4 и 3, а вторые ряды

сходятся равномерно по x на [0, 1], в силу лемм 6 и 3. Следовательно, ряды, стоящие в левой

части, сходятся равномерно по x на [0, 1]. Отсюда и из (4.10) следует, что ряд (4.8) сходится

абсолютно и равномерно в Ω.

Рассмотрим ряд, соответствующий функции
[
xα(1− x)βuxx(x, t)

]
xx

. В силу (4.9), из (4.8)

следует неравенство

∣∣[xα(1− x)βuxx

]
xx

∣∣ 6





C4

+∞∑
k=1

|ϕk|
∣∣∣
[
xα(1− x)βv′′k(x)

]′′∣∣∣ , t > 0,

C5

+∞∑
k=1

(|ϕk|+ λk|ϕk|)
∣∣∣
[
xα(1− x)βv′′k(x)

]′′∣∣∣ , t < 0.

Отсюда, на основании уравнения (2.1), на любом компакте Dj ⊂ Ωj , j = 1, 2, имеем

∣∣[xα(1− x)βuxx

]
xx

∣∣ 6






C5

+∞∑
k=1

λk|ϕk| |vk(x)|, t > 0,

C6

+∞∑
k=1

(λk|ϕk|+ λ2
k|ϕk|) |vk(x)|, t < 0.

(4.11)

Очевидно, что

+∞∑

k=1

|λ2
kϕkvk(x)| =

+∞∑

k=1

|λ5/2
k ϕk|

∣∣∣∣
vk(x)√

λk

∣∣∣∣ 6
[

+∞∑

k=1

λ5
kϕ

2
k

+∞∑

k=1

v2k(x)

λk

]1/2
.

Здесь первый ряд, стоящий в правой части, сходится в силу леммы 7, а второй ряд схо-

дится равномерно по x на [0, 1] в силу леммы 3. Тогда равномерно по x на [0, 1] сходится

ряд, стоящий в левой части. Следовательно, ряд (4.11) сходится абсолютно и равномерно

на компакте Dj , j = 1, 2. Аналогично доказывается сходимость и остальных рядов.

Пусть ∆(k) 6= 0 для всех k ∈ N , функция u(x, t) есть решение задачи Sp2q2
p1q1 с однород-

ными условиями (1.2)–(1.5) и u(x, b) = u(x,−a), x ∈ [0, 1]. Рассмотрим его коэффициенты

Фурье по системе собственных функций задачи (2.1), (2.2):

uk(t) =

∫ 1

0

u(x, t)vk(x) dx.

Тогда, в силу формулы (4.4) и ϕk = 0, k = 1, 2, 3, . . . , имеем uk(t) = 0, k ∈ N .

Согласно свойствам функции Грина и теореме Мерсера, имеют место следующие равен-

ства:

u(x, t) =

∫ 1

0

G(x, s)
[
sα(1− s)βuss(s, t)

]
ss

ds =

=

∫ 1

0

∞∑

k=1

vk(x)vk(s)

λk

[
sα(1− s)βuss(s, t)

]
ss

ds =

∞∑

k=1

vk(x)

λk

∫ 1

0

vk(s)
[
sα(1− s)βuss(s, t)

]
ss

ds.
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Отсюда, применяя правило интегрирования по частям четыре раза и учитывая свойства

функций u(s, t), vk(x) и уравнение (2.1), получим

u(x, t) =
∞∑

k=1

vk(x)

λk

∫ 1

0

u(s, t)
[
sα(1− s)βv′′k(s)

]′′
ds =

=
∞∑

k=1

vk(x)

∫ 1

0

u(s, t)vk(s) ds =
∞∑

k=1

uk(t)vk(x) = 0,

поскольку uk(t) = 0, k = 1, 2, . . . . Cледовательно, u(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Ω̄. Отсюда следует

единственность решения задачи Sp2q2
p1q1 . Теорема 1 доказана. �

Замечание 1. Если ∆(k) = 0 при некоторых значениях k = k1, k2, k3, . . . , kn, то из (4.5)

следует, что для разрешимости задачи Sp2q2
p1q1

должны выполняться следующие условия ор-

тогональности:

ϕk =

∫ 1

0

ϕ(x)vk(x) dx = 0, k = k1, k2, k3, . . . , kn.

В этом случае решение задачи Sp2q2
p1q1 определяется в виде суммы ряда

u(x, t) =

(
k1−1∑

k=1

+

k2−1∑

k=k1+1

+ . . .+
+∞∑

k=kn+1

)
uk(t)vk(x) +

∑

n

C̃nun(x, t),

где в последней сумме n принимает значения k = k1, k2, k3, . . . , kn, а C̃n — произвольные

постоянные,

un(x, t) =

{
Eδ1,1−γ/δ1,−γ/δ1

[
−λkt

δ1−γ
]
vk(x), t > 0,(

Eδ2,1

[
−λk(−t)δ2

]
− λktEδ2,2

[
−λk(−t)δ2

])
vk(x), t < 0,

k = k1, k2, k3, . . . , kn.

Пусть

‖f(x)‖C[0,1] = sup
[0,1]

|f(x)|, ‖V (x, t)‖C(Ω) = sup
Ω

|V (x, t)|,

‖f(x)‖L2,r(0,1) =

[∫ 1

0

r(x) [f(x)]2 dx

]1/2
, r(x) = xα(1− x)β.

Очевидно, что справедливо неравенство

‖u(x, t)‖C(Ω) 6 ‖u(x, t)‖C(Ω1)
+ ‖u(x, t)‖C(Ω2)

. (4.12)

Теорема 2. Пусть функция ϕ(x) удовлетворяет условиям теоремы 1. Тогда для решения

задачи Sp2q2
p1q1 справедлива следующая оценка:

‖u(x, t)‖C(Ω) 6 C0

{
‖ϕ′′(x)‖L2,r(0,1) + ‖ [Mϕ(x)]′′ ‖L2,r(0,1)

}
, C0 = const > 0. (4.13)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.9), (3.5), (4.8) и неравенства Коши–Буняковского, спра-

ведливы следующие неравенства:

|u(x, t)| 6
+∞∑

k=1

|uk(t)| |vk(x)| 6

le





C4

+∞∑
k=1

|ϕk| |vk(x)|, t > 0,

C5

+∞∑
k=1

(|ϕk|+ λk|ϕk|)|vk(x)|, t 6 0,
=





C4

+∞∑
k=1

∣∣√λkϕk

∣∣
∣∣∣vk(x)√

λk

∣∣∣ , t > 0,

C5

+∞∑
k=1

(√
λk|ϕk|+ λ

3/2
k |ϕk|

) ∣∣∣vk(x)√
λk

∣∣∣ , t 6 0,
6

6






C4

[
+∞∑
k=1

λkϕ
2
k

+∞∑
k=1

v2
k
(x)

λk

]1/2
, t > 0,

C5

[
+∞∑
k=1

λkϕ
2
k

+∞∑
k=1

v2
k
(x)

λk

]1/2
+ C5

[
+∞∑
k=1

λ3
kϕ

2
k

+∞∑
k=1

v2
k
(x)

λk

]1/2
, t 6 0,

6

6





C4

[
G(x, x)

∫ 1

0
xα(1− x)β [ϕ′′(x)]2 dx

]1/2
, t > 0,

C5

√
G(x, x)

1∑
j=0

[∫ 1

0

[
xα(1− x)β {M jϕ(x)}′′

]2
dx
]1/2

, t 6 0,
6

6

{
C6‖ϕ′′(x)‖L2,r(0,1), t > 0,

C7‖ϕ′′(x)‖L2,r(0,1) + C7

∥∥[Mϕ(x)]′′
∥∥
L2,r(0,1)

, t 6 0,

где C6 и C7 — некоторые положительные числа, т. е.

|u(x, t)| 6
{
C6‖ϕ′′(x)‖L2,r(0,1), t > 0,

C7‖ϕ′′(x)‖L2,r(0,1) + C7‖ [Mϕ(x)]′′ ‖L2,r(0,1), t 6 0.

Если учесть неравенство (4.12) и положить C0 = sup{C6, C7}, то из последнего сразу

следует неравенство (4.13). Теорема 2 доказана. �
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In the article, a nonlocal boundary value problem has been investigated for a fourth-order mixed-type

equation degenerating inside and on the boundary of a domain. Applying the method of separation of

variables to the problem under study, the spectral problem for an ordinary differential equation is obtained.

The Green function of the last problem is constructed, with the help of which it is equivalently reduced to

the Fredholm integral equation of the second kind with a symmetric kernel, which implies the existence

of eigenvalues and the system of eigenfunctions for the spectral problem. The theorem of expansion of a

given function into a uniformly convergent series with respect to the system of eigenfunctions is proved.

Using the found integral equation and Mercer’s theorem, a uniform convergence of some bilinear series

depending on the found eigenfunctions is proved. The order of the Fourier coefficients is established. The

solution of the problem under study is written as the sum of the Fourier series with respect to the system

of eigenfunctions of the spectral problem. An estimate for the problem’s solution is obtained, from which

its continuous dependence on the given functions follows.
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