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ЗАДАЧА МАРШРУТИЗАЦИИ «НА УЗКИЕ МЕСТА»

(ОПТИМИЗАЦИЯ В ПРЕДЕЛАХ ЗОН)

Рассматривается минимаксная задача маршрутизации с элементами декомпозиции. В простейшем

случае предполагается, что все множество заданий разбито в сумму двух подмножеств (кластеров),

причем выполнение заданий из второго подмножества может быть начато только после заверше-

ния всех заданий из первого. Для упомянутой двухкластерной задачи построен алгоритм для на-

хождения оптимального композиционного решения, включающего маршрут (перестановку индексов

заданий) и точку старта, базирующийся на использовании широко понимаемого динамического про-

граммирования. На основе данного подхода построен также алгоритм для решения задачи маршру-

тизации в случае произвольного упорядоченного конечного набора кластеров; алгоритм реализован

на ПЭВМ, проведен вычислительный эксперимент. Возможные применения могут быть связаны

с некоторыми логистическими задачами в малой авиации, когда требуется обеспечить посещение

многих пунктов одним транспортным средством (самолет, вертолет) с ограниченной дальностью

беспосадочного полета.
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Введение

Задачи, содержащие элементы маршрутизации, возникают во многих инженерных при-

ложениях. Особо отметим постановки, связанные с демонтажом радиационно опасных объ-

ектов, а также задачи, связанные с листовой резкой деталей на машинах с ЧПУ. В этих

постановках естественным является аддитивный вариант агрегирования затрат (результа-

тов вредных воздействий). В то же время в некоторых инженерных задачах, связанных

с многоэтапными перемещениями при ресурсных ограничениях на каждом этапе (цикле),

полезно рассматривать постановки, в которых следует оптимизировать стоимость наибо-

лее затратного этапа; так возникает задача на минимакс. В настоящем исследовании мы

сосредоточимся на постановках последнего типа.

Разумеется, исследуемые ниже задачи маршрутизации имеют своим прототипом извест-

ную труднорешаемую задачу коммивояжера (ЗК), которая обычно рассматривается в ад-

дитивном варианте; в связи с исследованием ЗК и задач типа ЗК см., в частности, [1–8].

Отметим [9] в связи с минимаксной ЗК. Вместе с тем, задачи маршрутизации, ориентиро-

ванные на инженерные приложения, содержат ряд особенностей качественного характера

в сравнении с ЗК. В первую очередь это касается ограничений: в «инженерных» вари-

антах задач маршрутизации эти ограничения возникают из технологических требований;

их соблюдение имеет принципиальное значение. В ряде случаев существенно усложняются

функции стоимости; так, например, в задаче о минимизации дозовой нагрузки исполни-

телей при демонтаже радиационно опасных объектов приходится использовать функции

стоимости с зависимостью от списка заданий (в каждый момент «светят» те и только те

источники, которые на этот момент не были демонтированы). Среди прочих ограничений

особо отметим условия предшествования (см. [7]), которые, как оказалось [10, § 4.9], можно

использовать в положительном направлении в части снижения сложности вычислений.
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Также имеет смысл отметить, что в ряде случаев (имеются в виду инженерные зада-

чи) технологические ограничения делают целесообразной декомпозицию полной задачи

(так, в случае листовой резки с использованием ЧПУ широко используется резка зонами;

см. [11, § 1.3]). Это последнее направление было развито в [12–15] для задачи с аддитивным

критерием и в [16, 17] — для минимаксной задачи. Мы продолжаем исследования [16, 17],

имея в виду минимаксные задачи маршрутизации с применением декомпозиций. Отметим

сейчас одно важное приложение минимаксной постановки для простейшего варианта мет-

рической задачи на плоскости, ориентированной на проблемы авиационной логистики. Речь

идет о ситуации, когда объект управления (ОУ), являющийся самолетом или вертолетом,

должен посетить конечный набор пунктов при наличии директивного плана грузоперево-

зок между некоторыми из них; предполагается при этом, что дальность беспосадочного

полета нашего ОУ ограничена значением d, 0 6 d. Данное ограничение связано с дефици-

том топлива, а план грузоперевозок порождает условия предшествования (условия «одно

после другого»). Первый вопрос в связи с данной проблемой состоит в следующем: выпол-

нима ли для нашего ОУ упомянутая система перелетов с соблюдением всех отмеченных

условий?

Для получения ответа на данный вопрос следует рассмотреть задачу на минимакс

без d-ограничения; имеется в виду минимакс расстояний, складывающихся при реализа-

ции той или иной очередности посещений, допустимой по предшествованию, то есть со-

ответствующей плану директивных грузоперевозок. Если при этом окажется, что упомяну-

тый минимакс не превосходит d, то тогда (и только тогда) исходная транспортная задача

(с d-ограничением) разрешима. Определяя в данном «хорошем» случае саму минимаксную

очередность посещений, мы найдем и требуемое решение упомянутой исходной задачи.

Имея в виду данную возможность проверки условий разрешимости, мы рассматриваем

в настоящей работе минимаксную задачу маршрутизации с условиями предшествования,

именуемую иногда [7] задачей курьера. Следуем при этом подходу [16, 17], ориентиро-

ванному на применение декомпозиций в интересах решения задач ощутимой размерности

за приемлемое время. Построенный на этой основе алгоритм оптимизации композицион-

ных решений реализован на ПЭВМ; проведен обстоятельный вычислительный экспери-

мент. В связи с [16, 17] отметим, что там рассматривалась и более общая постановка ми-

нимаксной задачи, связанная уже с последовательным посещением мегаполисов (непустых

конечных множеств).

§ 1. Общие сведения и обозначения

Ниже используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, про-

позициональные связки и др.); через ∅ обозначаем пустое множество,
△
= — равенство

по определению. Семейством называем множество, все элементы которого сами являют-

ся множествами. В связи с использованием понятий теории множеств отметим [18, 19];

см. также вводные разделы работ [16, 17]. Итак, любым двум объектам x и y сопоставля-

ем их неупорядоченную пару {x; y}, то есть непустое множество, содержащее в качестве

своих элементов x, y и не содержащее никаких других элементов. Каждому объекту z со-

поставляется тогда синглетон {z}
△
= {z; z}, для которого z ∈ {z}. Множества суть объекты.

Тогда для любых объектов u и v имеем непустые множества {u} и {u; v}, а потому опре-

делена [18, c. 67] упорядоченная пара (УП) (u, v)
△
= {{u}; {u; v}} с первым элементом u

и вторым элементом v. Каждой УП h сопоставляем ее первый элемент pr1(h) и второй

элемент pr2(h), однозначно определяемые [18, гл. II, § 3] равенством h = (pr1(h), pr2(h)).

Если же a, b и c — три объекта, то [19, c. 17] (a, b, c)
△
= ((a, b), c) есть (упорядоченный)

триплет с первым элементом a, вторым элементом b и третьим элементом c. В этой связи
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напомним, что [19, c. 17] A× B × C
△
= (A × B)× C для любых трех множеств A, B и C;

тогда при x ∈ A× B и y ∈ C имеем

(x, y) = ((pr1(x), pr2(x)), y) = (pr1(x), pr2(x), y) ∈ A× B × C (1.1)

(учитываем, что x есть УП). Множеству H сопоставляем семейство P(H) всех подмно-

жеств (п/м) H и семейство P ′(H)
△
= P(H)\{∅} всех непустых п/м H; через Fin(H) обозна-

чаем семейство всех конечных множеств из P ′(H) (если H конечно, то Fin(H) = P ′(H)).
Для любых непустых множеств A и B через BA обозначаем (см. [18, гл. II]) множество

всех функций из A в B (как обычно, при f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем значе-

ние f в точке a); при h ∈ BA и C ∈ P(A) в виде h1(C)
△
= {h(x) : x ∈ C} ∈ P(B) имеем

образ множества C при действии h (заметим, что при C = ∅ непременно h1(C) = ∅;

при C 6= ∅ имеем h1(C) 6= ∅). Для непустых множеств X , Y и Z, функции h ∈ ZX×Y ,

x ∈ X и y ∈ Y , как обычно h(x, y)
△
= h((x, y)) ∈ Z. Если же A, B, C и D — непустые

множества, g ∈ DA×B×C , u ∈ A × B и v ∈ C, то (см. (1.1)) g(u, v) ∈ D есть значение

функции g в точке (u, v) ∈ A×B×C, для которого используем также естественное обозна-

чение g(u1, u2, v), где u1
△
= pr1(u) и u2

△
= pr2(u).

Как обычно, R+
△
= {ξ ∈ R : 0 6 ξ} (R — вещественная прямая), N

△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R+),

N0
△
= {0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .} ∈ P ′(R+) и

p, q
△
= {k ∈ N0 : (p 6 k)&(k 6 q)} ∈ P(N0) ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0

(1, 0 = ∅ и 1, m = {k ∈ N : k 6 m} при m ∈ N). При S ∈ P ′(N) и n ∈ N в виде

S ⊕ n
△
= {s+ n : s ∈ S} ∈ P ′(N)

имеем сдвиг S на n. Непустому конечному множеству K сопоставляем его мощность

|K| ∈ N и непустое множество (bi)[K] всех биекций [20, c. 87] дискретного интервала 1, |K|

на K; полагаем, что |∅|
△
= 0. Перестановка непустого множества A есть [20, c. 87] би-

екция A на себя; каждой перестановке α множества A сопоставляется перестановка α−1

данного множества, обратная к α: α−1(α(x)) = α(α−1(x)) = x при x ∈ A.

Каждому непустому множеству H сопоставляем множество R+[H ] всех неотрицатель-

ных вещественнозначных (в/з) функций на H . Кортежами называем далее функции, опре-

деленные на непустых п/м N0.

§ 2. Минимаксная задача курьера

В настоящем параграфе совсем кратко рассмотрим основные элементы постановки ми-

нимаксной задачи курьера (см. [7] в связи с терминологией), фиксируя в дальнейшем непу-

стое множество X , число n ∈ N, для которого 4 6 n, а также точки

m1 ∈ X, . . . , mn ∈ X, (2.1)

играющие роль пунктов посещения. Полагаем при этом, что mp 6= mq при p ∈ 1,n, q ∈ 1,n
и p 6= q. Фиксируем, кроме того, X0 ∈ Fin(X) в качестве множества возможных точек стар-

та. Полагаем, что m1 /∈ X0, . . . , mn /∈ X0. Все множество пунктов (2.1) разбито (в основной

части) в сумму двух п/м: фиксируем N ∈ 2,n− 2 и рассматриваем

(M1
△
= {mi : i ∈ 1, N} ∈ Fin(X))&(M2

△
= {mi : i ∈ N + 1,n} ∈ Fin(X)). (2.2)
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Возникают предваряющая M1-задача и финальная M2-задача; при этом посещение пунк-

тов из M2 допускается только после посещения всех пунктов из M1; в дальнейшем будем

именовать пункты (2.1) городами, следуя традиции ЗК (в связи с рассматриваемой поста-

новкой см. [17, § 8]). Учитывая (2.2), введем условия предшествования, для чего фиксируем

множества

K1 ∈ P(1, N × 1, N), K2 ∈ P(1,n−N × 1,n−N),

элементами которых являются УП, именуемые адресными; у каждой адресной УП первый

элемент именуем отправителем, а второй — получателем. Полагаем, что

(∀K0 ∈ P ′(K1) ∃z
0 ∈ K0 : pr1(z

0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0)

&(∀K0 ∈ P ′(K2) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0);
(2.3)

условия (2.3) (см. конкретные варианты в [10, часть 2]) исключают зацикливание до-

пустимых по предшествованию маршрутов (а это — перестановки индексов заданий).

Данные маршруты составляют непустые (при условии (2.3)) множества: действительно

при P1
△
= (bi)[1, N ] и P2

△
= (bi)[1,n−N ] имеем

A1
△
= {α ∈ P1 : α

−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K1} ∈ P ′(P1), (2.4)

A2
△
= {α ∈ P2 : α

−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K2} ∈ P ′(P2); (2.5)

в (2.4), (2.5) определена допустимость маршрутов по предшествованию в предваряющей

и финальной задачах (имеются в виду маршруты обслуживания городов из M1 и M2 соот-

ветственно). Далее, пусть P
△
= (bi)[1,n]. При α ∈ P1 и β ∈ P2 определяем маршрут α♦β ∈ P

в основной задаче (с городами (2.1)) посредством условия

((α♦β)(k)
△
= α(k) ∀k ∈ 1, N)&((α♦β)(l)

△
= β(l −N) +N ∀l ∈ N + 1,n). (2.6)

Склеивание (2.6) широко использовалось в [12–17]. В виде

P
△
= {pr1(z)♦ pr2(z) : z ∈ A1 ×A2} = {α♦β : α ∈ A1, β ∈ A2} ∈ P ′(P) (2.7)

имеем (непустое) множество всех композиционных маршрутов основной задачи с города-

ми (2.1); рассматриваем маршруты из (2.7) как допустимые в этой задаче (в [17, замеча-

ние 8.2] указана полезная интерпретация условий предшествования; мы допускаем, однако,

и тот случай, когда K1 = ∅ и K2 = ∅, то есть случай, когда упомянутые условия предше-

ствования отсутствуют).

Если x ∈ X0 и γ ∈ P, то полагаем, что y[x; γ] : 0,n −→ X определяется условиями

(y[x; γ](0)
△
= x)&(y[x; γ](t)

△
= mγ(t) ∀t ∈ 1,n); (2.8)

рассматриваем y[x; γ] как траекторию, соответствующую маршруту γ и старту в x ∈ X0.

Далее, пусть X
△
= {mi : i ∈ 1,n} и X

△
= X ∪X0. Фиксируем

c ∈ R+[X× X×N], (2.9)

где N
△
= P ′(1,n), в качестве функции стоимости перемещений, а также

f ∈ R+[M̄], (2.10)
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где M̄
△
= {mN+i : i ∈ 1,n−N} = {mj : j ∈ N + 1,n}, в качестве функции, оценивающей

терминальное состояние. Если x ∈ X0 и γ ∈ P, то

π[x; γ]
△
= sup({max

t∈1,n
c(y[x; γ](t− 1),y[x; γ](t), γ1(t,n)); f(y[x; γ](n))}) ∈ R+. (2.11)

Посредством (2.11) определяем критерий следующей экстремальной задачи:

π[x; γ] −→ min, (x, γ) ∈ X0 ×P; (2.12)

задаче (2.12) сопоставляем экстремум v и непустое множество sol всех оптимальных ком-

позиционных допустимых решений (ДР):

v
△
= min

(x,γ)∈X0×P

π[x; γ] = min
x∈X0

min
γ∈P

π[x; γ] ∈ R+, (2.13)

sol
△
= {(x, γ) ∈ X0 ×P : π[x; γ] = v} ∈ P ′(X0 ×P). (2.14)

Мы используем ниже построения [17, § 8] (упомянутые построения [17], в свою очередь,

извлекаются из конструкций решения более общей минимаксной задачи о посещении ме-

гаполисов; см. [17, §§ 2–7]). Наряду с основной задачей (2.12) рассматриваем задачи с фик-

сированным стартом: при x ∈ X0 имеем задачу курьера (в смысле [7])

π[x; γ] −→ min, γ ∈ P, (2.15)

которой (см. [17, (8.11), (8.12)]) сопоставляется экстремум Ṽ [x] и (непустое) множе-

ство Popt[x] всех оптимальных (в задаче (2.15)) маршрутов:

Ṽ [x]
△
= min

γ∈P
π[x; γ] ∈ R+, (2.16)

Popt[x]
△
= {γ ∈ P : π[x; γ] = Ṽ [x]} ∈ P ′(P). (2.17)

С учетом (2.13) и (2.16) имеем, конечно, равенство [17, (8.13)]:

v = min
x∈X0

Ṽ [x];

X0
opt

△
= {x ∈ X0 : Ṽ [x] = v} ∈ P ′(X0) (2.18)

есть множество всех оптимальных точек старта. В силу (2.14), (2.17) и (2.18) получаем, что

(x, γ) ∈ sol ∀x ∈ X0
opt ∀γ ∈ Popt[x]. (2.19)

Для решения основной задачи используем раздельное решение предваряющей, связанной

с посещением городов из M1, и финальной, касающейся посещения городов из M2, задач.

В качестве основного метода используется динамическое программирование (ДП).

§ 3. Предваряющая и финальная задачи

Свои построения начинаем с финальной задачи. При K̂1
△
= {pr1(z) : z ∈ K1} имеем

(см. [10, (4.9.9), предложение 4.9.3]), что 1, N \ K̂1 ∈ P ′(1, N) и

X00 △
= {mj : j ∈ 1, N \ K̂1} ∈ Fin(X); (3.1)

X00 (3.1) рассматриваем в качестве множества возможных точек старта финальной задачи.

Полагаем, что X
∗ △
= {mN+j : j ∈ 1,n−N} = M̄ и X∗ △

= X
∗ ∪ X

00. В этих терминах
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определяем функцию c∗ ∈ R+[X
∗×X

∗×N
∗], где N∗ △

= P ′(1,n−N). Учитываем следующее

очевидное свойство: K ⊕N ∈ N ∀K ∈ N
∗. Итак, полагаем, что

c∗(x, y,K)
△
= c(x, y,K ⊕N) ∀x ∈ X∗ ∀y ∈ X

∗ ∀K ∈ N
∗.

В качестве терминальной компоненты финальной M2-задачи используем функцию f . Нам

потребуются траектории M2-задачи, стартующие из точек X00 и согласованные с маршру-

тами из A2. Итак, при x ∈ X00 и β ∈ A2 полагаем, что

y∗[x; β] : 0,n−N −→ X

определяется следующими условиями:

(y∗[x; β](0)
△
= x)&(y∗[x; β](t)

△
= mN+β(t) ∀t ∈ 1,n−N). (3.2)

Тогда при x ∈ X00 и β ∈ A2 определено значение

Ĉ
∗
β[x]

△
= sup({ max

t∈1,n−N
c∗(y∗[x; β](t− 1),y∗[x; β](t), β1(t,n−N)); f(y∗[x; β](n−N))}) ∈ R+

(3.3)

(в (3.3) имеем частный случай [17, (3.6)]). С (3.3) мы связываем критерий M2-задачи. Итак,

при x ∈ X00 рассматриваем в ее качестве следующую (M2, x)-задачу:

Ĉ
∗

β[x] −→ min, β ∈ A2; (3.4)

задаче (3.4) сопоставляем экстремум Ṽ ∗[x] и непустое множество A∗
2[x] всех оптимальных

маршрутов:

Ṽ ∗[x]
△
= min

β∈A2

Ĉ
∗

β[x] ∈ R+, (3.5)

A∗

2[x]
△
= {β ∈ A2 : Ĉ

∗

β[x] = Ṽ ∗[x]} ∈ P ′(A2).

Посредством (3.5) определяем функцию экстремума Ṽ ∗[·]
△
= (Ṽ ∗[x])x∈X00 ∈ R+[X

00]. С по-

мощью данной функции формируем терминальную компоненту критерия предваряющей

задачи. Мы полагаем, что X
♮ △
= {mi : i ∈ 1, N} и X♮ △

= X
♮∪X0, получая непустые конечные

множества; тогда полагаем, что f ∈ R+[X
♮] имеет вид

(f(x)
△
= Ṽ ∗[x] ∀x ∈ X00)&(f(x)

△
= 0 ∀x ∈ X

♮ \X00). (3.6)

Кроме того, полагаем, что c♮ ∈ R+[X
♮ × X

♮ ×N
♮], где N

♮ △
= P ′(1, N), имеет вид

c♮(z,K)
△
= c(z,K ∪N + 1,n) ∀z ∈ X♮ × X

♮ ∀K ∈ N
♮.

Введем в рассмотрение траектории в M1-задаче, стартующие из точек множества X0 и со-

гласованные с маршрутами из A1. Итак, при x ∈ X0 и α ∈ A1 полагаем, что

y♮[x;α] : 0, N −→ X

определяется следующими правилами:

(y♮[x;α](0)
△
= x)&(y♮[x;α](t)

△
= mα(t) ∀t ∈ 1, N); (3.7)
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тогда определено (учитываем, что mα(N) ∈ X00) следующее значение

Ĉ
♮
α[x]

△
= sup({max

t∈1,N
c♮(y♮[x;α](t− 1),y♮[x;α](t), α1(t, N)); Ṽ ∗[y♮[x;α](N)]}) ∈ R+. (3.8)

При x ∈ X0 рассматриваем следующую задачу курьера:

Ĉ
♮
α[x] −→ min, α ∈ A1, (3.9)

которой сопоставляется экстремум Ṽ ♮[x] и непустое экстремальное множество A♮
1[x]:

Ṽ ♮[x]
△
= min

α∈A1

Ĉ
♮
α[x] ∈ R+, (3.10)

A♮
1[x]

△
= {α ∈ A1 | Ĉ

♮
α[x] = Ṽ ♮[x]} ∈ P ′(A1). (3.11)

Посредством (3.10) определена функция экстремума M1-задачи

Ṽ ♮[·]
△
= (Ṽ ♮[x])x∈X0 ∈ R+[X

0].

Наряду с (M1, x)-задачей рассматриваем постановку с оптимизацией точки старта:

Ĉ
♮
α[x] −→ min, (x, α) ∈ X0 ×A1, (3.12)

называем (3.12) предваряющей M1-задачей; ей сопоставляется экстремум v♮ и (непустое)

множество S♮ оптимальных ДР:

v♮ △
= min

(x,α)∈X0×A1

Ĉ
♮
α[x] ∈ R+, (3.13)

S♮ △
= {(x, α) ∈ X0 ×A1| Ĉ

♮
α[x] = v♮} ∈ P ′(X0 ×A1).

Полезно отметить проблему оптимизации старта в предваряющей задаче

Ṽ ♮[x] −→ min, x ∈ X0,

которой сопоставляется экстремум v♮ (см. (3.10), (3.13)) и непустое множество X♮
opt всех

оптимальных (в предваряющей M1-задаче) точек старта:

v♮ = min
x∈X0

Ṽ ♮[x] ∈ R+, (3.14)

X♮
opt

△
= {x ∈ X0| Ṽ ♮[x] = v♮} ∈ P ′(X0). (3.15)

Теперь обсудим связь введенных экстремальных задач и более общих задач [17, §§ 2–6].

Итак, используемая конкретизация постановки [17] состоит в следующем (см. [17, § 8]):

мегаполисы в [17] отождествляются с синглетонами {m1}, . . . , {mn} (по сути дела с сами-

ми городами), а функции стоимости c1, . . . , cn внутренних работ в смысле [17] полагаются

тождественно равными нулю. При данном упрощении каждый пучок траекторий в [17],

отвечающий фиксации старта и допустимого маршрута, является синглетоном, порождае-

мым УП с совпадающими элементами вида (2.8). C учетом того, что c и f в настоящих

построениях соответствуют [17], мы получаем, что критерий основной задачи сводится

к (2.11) (см. [17, (8.10)]). В силу вышеупомянутых соображений получаем, что при фикса-

ции x ∈ X0 экстремум [17, (8.11)] совпадает с (2.16). Итак, функция экстремума основной

M-задачи в [17] совпадает здесь с Ṽ [·]
△
= (Ṽ [x])x∈X0 ∈ R+[X

0] (см. (2.16)), то есть с функ-

цией экстремума задачи курьера. Далее, из [17, (8.11)] и (2.13) вытекает, что глобальный



274 Задача маршрутизации «на узкие места»

экстремум V в [17] совпадает с v (см. [17, (8.13)]). Как следствие множество [17, (2.24)]

совпадает с (2.18). Итак, основная M-задача работы [17] сводится к (2.12) при очевидных

переобозначениях. Заметим только, что v (2.13) «заменяет» V [17], а sol (2.14) «заменя-

ет» [17, (2.22)].

Обсудим связь предваряющей и финальной задач в настоящей работе и в [17]. Начнем

с последней задачи. Напомним, что в рассматриваемом случае {{mN+j} : j ∈ 1,n−N}
образует семейство «мегаполисов» финальной задачи. Если x ∈ X00 и β ∈ A2, то пу-

чок Z∗
β [x] [17, раздел 3] является синглетоном, единственный элемент (zt)t∈0,n−N которого

порождается траекторией (3.2):

(z0 = (x, x))&( zt = (mN+β(t), mN+β(t)) ∀t ∈ 1,n−N); (3.16)

критерий [17, (3.6)] для данного представления имеет (см. (3.3)) следующий вид:

C
∗

β[(zt)t∈0,n−N ] = sup({ max
t∈1,n−N

c∗(y∗[x; β](t− 1),y∗[x; β](t), β1(t,n−N));

f(y∗[x; β](n−N))}) = Ĉ
∗

β [x].
(3.17)

Задача [17, (3.7)] сводится, стало быть, к (3.4). При этом Ṽ ∗[x] в [17, (3.8)] совпадает с (3.5).

Соответственно и функция экстремума Ṽ ∗[·] в [17, раздел 3] совпадает с функцией, опре-

деляемой в (3.5). Множество (sol)∗[x] в [17, (3.9)] полностью определяется (см. (3.17))

маршрутами из A∗
2[x] (каждый такой маршрут следует при этом дополнить траекторией

вида (3.16)). Итак, задача (3.4) полностью определяет [17, (3.7)].

В связи с конкретизацией предваряющей задачи в [17, раздел 3] заметим, что каждо-

му старту x ∈ X0 и маршруту α ∈ A1 в качестве пучка траекторий Z♮
α[x] [17, раздел 3]

сопоставляется синглетон, единственный элемент (z̃t)t∈0,N которого порождается траекто-

рией (3.7):

(z̃0 = (x, x))&(z̃t = (mα(t), mα(t)) ∀t ∈ 1, N);

соответственно, значение критерия C
♮
α[(z̃t)t∈0,N ] [17, (3.13)] в нашем случае имеет вид (3.8):

C
♮
α[(z̃t)t∈0,N ] = sup({max

t∈1,N
[c♮(y♮[x;α](t− 1),y♮[x;α](t), α1(t, N))]; Ṽ ∗[y♮[x;α](N)]}) = Ĉ

♮
α[x],

(3.18)

где учитывается (3.7). Поэтому при x ∈ X0 задача [17, (3.14)] сводится к (3.9); при этом

значение V ♮[x] совпадает с Ṽ ♮[x] (3.10). Множество (sol)♮[x] [17, раздел 3] полностью опре-

деляется маршрутами из A♮
1[x] (3.11). При этом (см. [17, (3.16)]) функция экстремума V ♮[·]

предваряющей задачи в смысле [17, раздел 3] совпадает с Ṽ ♮[·]. Следовательно, задача [17,

(3.14)] полностью определяется посредством (3.9). Из (3.18) с учетом сказанного выше име-

ем (см. [17, (3.15), (3.17)]) (с учетом (3.14)) равенство V
♮ = v♮. Учитывая теперь [17, пред-

ложение 4.3], получаем цепочку равенств

v = V = v♮ (3.19)

(равенство v = V уже отмечалось ранее). Итак, конкретизация общих положений [17],

приводящая к (3.19), завершена и мы рассмотрим сейчас детализацию общего алгоритма

[17, § 4], придерживаясь конструкций [17, § 8]. Напомним основные этапы упомянутого

алгоритма.

1) Построить множество X00 возможных точек старта M2-задачи (см. (3.1)).

2) Сформировать M2-задачу в виде системы (M2, x)-задач (3.4), x ∈ X00.
3) Найти функцию экстремума Ṽ ∗[·] M2-задачи (и слои функции Беллмана).
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4) С использованием (3.5) сформировать терминальную компоненту критерия M1-за-

дачи.

5) Сформировать M1-задачу в виде системы (M1, x)-задач (3.9), x ∈ X0.
6) Найти функцию экстремума Ṽ ♮[·] M1-задачи (и слои функции Беллмана), ее (пол-

ный) экстремум v♮ (3.13) и экстремальное множество X♮
opt (3.15), либо какую-то его точ-

ку x0 ∈ X♮
opt.

7) Для выбранной точки x0 ∈ X♮
opt построить (используя слои функции Беллмана

M1-задачи) оптимальный маршрут (M1, x
0)-задачи (см. (3.11) при x = x0), то есть марш-

рут α♮ ∈ A♮
1[x

0].
8) На траектории y♮[x0;α♮] зафиксировать финишную точку x00 ∈ X00:

x00 = y♮[x0;α♮](N).

9) Используя x00 в качестве точки старта в M2-задаче (и слои функции Беллмана M2-за-

дачи), построить оптимальный маршрут α∗ в (M2, x
00)-задаче, то есть α∗ ∈ A∗

2[x
00].

10) Построить склеенный маршрут α0 △
= α♮♦α∗ ∈ P. Тогда УП (x0, α0) есть оптимальное

(композиционное) решение в задаче (2.12), то есть (x0, α0) ∈ sol.
Обоснование оптимальности алгоритма 1)–10) извлекается из положений [17, § 4] с уче-

том конкретизаций, приведенных в [17, § 8]; см. также (3.19). Следует отметить, что наи-

большую сложность здесь составляет реализация шагов 3), 6), где активно используется

аппарат динамического программирования (ДП); см. [1, § 8]. Сейчас мы ограничимся крат-

ким изложением соответствующей схемы.

§ 4. Динамическое программирование (краткая схема)

Рассмотрим общую логику раздельного применения ДП для решения основной задачи.

Опускаем здесь вопросы, связанные с выводом уравнения Беллмана (см. [16]), и ограничи-

ваемся алгоритмическим вариантом, ориентированным на практическое применение.

Динамическое программирование в M2-задаче. Используем множества K̂1 и X00

(см. (3.1)). Далее, вводим отображение I∗ [17, (5.1)], действующее в N
∗, и семейство

S
∗ ∈ P(N∗) всех существенных списков M2-задачи, определяемое в [17, § 5]. Существен-

ные списки ранжируем по мощности, получая разбиение {S∗
1, . . . ,S

∗
n−N} семейства S

∗;
см. также в [17, (5.3)] рекуррентную процедуру

S
∗

n−N → S
∗

n−N−1 → . . . → S
∗

1

с начальным элементом S
∗
n−N = {1,n−N}. Для построения слоев пространства позиций

вводим сначала M∗ △
= {mN+j : j ∈ 1,n−N \K∗

2}, где K∗
2

△
= {pr1(z) : z ∈ K2}. Тогда

D∗
0

△
= {(x,∅) : x ∈ M∗} = {(mN+j ,∅) : j ∈ 1,n−N \K∗

2}

и D∗
n−N

△
= {(x, 1,n−N) : x ∈ X00} (введены крайние слои). Построение слоев D∗

1, . . . ,
. . . ,D∗

n−N−1 соответствует [17, (5.6), (5.7)]. При этом D∗
s 6= ∅ ∀s ∈ 0,n−N (см. [10,

предложение 4.9.3]); D∗
0 ⊂ X∗ × {∅}, D∗

j ⊂ X∗ × S
∗
j при j ∈ 1,n−N. Слои функции

Беллмана — суть в/з функции, определенные на непустых множествах D∗
s , s ∈ 0,n−N.

Итак, определяем v∗0 ∈ R+[D
∗
0] по правилу v∗0(x,∅)

△
= f(x) ∀x ∈ M∗. Далее приме-

няются [16, (8.10)] и [17, (8.18)]: если s ∈ 1,n−N и v∗s−1 ∈ R+[D
∗
s−1] уже построено,

то v∗s ∈ R+[D
∗
s ] задается правилом: при (x,K) ∈ D∗

s

v∗s(x,K)
△
= min

j∈I∗(K)
sup({c∗(x,mN+j , K); v∗s−1(mN+j , K \ {j})}).
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Тогда Ṽ ∗[x] = v∗
n−N(x, 1,n−N) при x ∈ X00. Построенная функция экстремума Ṽ ∗[·]

реализует (см. (3.6)) терминальную компоненту критерия M1-задачи.

Динамическое программирование в M1-задаче. Полагаем, что отображение I♮, дей-

ствующее в N
♮, определяется подобно [17, раздел 5]: при K ∈ N

♮

I♮(K)
△
= K \ {pr2(z) : z ∈ Ξ♮[K]},

где Ξ♮[K]
△
= {z ∈ K1| (pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)}. Далее, посредством S

♮ [17, (5.12)]

определяем семейство всех существенных списков M1-задачи, а также (см. [17, § 5]) семей-

ства S
♮
1, . . . ,S

♮
N , образующие в совокупности разбиение S

♮ (см. в этой связи [17, (5.13)]).

Далее, создаем слои D♮
0, D

♮
1, . . . , D

♮
N пространства позиций (см. [17, раздел 5]), где D♮

0

и D♮
N определяются посредством [17, (5.14)] и при этом используется [17, (5.15)]. Отме-

тим, что D♮
s 6= ∅ ∀s ∈ 0, N. Наконец, создаем слои функции Беллмана. Существенно, что

при x ∈ X00

v♮0(x,∅)
△
= Ṽ ∗[x] = v∗

n−N (x, 1,n−N).

Дальнейшее построение v♮1, . . . , v
♮
N определяется рекуррентной процедурой: если s ∈ 1, N

и v♮s−1 ∈ R+[D
♮
s−1] уже построено, то v♮s ∈ R+[D

♮
s] определяется тем условием, что

при (x,K) ∈ D♮
s

v♮s(x,K)
△
= min

j∈I♮(K)
sup({c♮(x,mj , K); v♮s−1(mj, K \ {j})}). (4.1)

Тогда v♮N(x, 1, N) = Ṽ ♮[x] при x ∈ X0. Итак, указана процедура

(v∗0 → v∗1 → . . . → v∗
n−N ) → (v♮0 → v♮1 → . . . → v♮N ) (4.2)

построения слоев функции Беллмана. Заметим в связи с (4.2), что, как частный случай [17,

(5.21)], мы имеем свойство

v♮N (x, 1, N) = Ṽ ♮[x] ∀x ∈ X0. (4.3)

Как следствие получаем с учетом (3.14) следующую цепочку равенств:

v♮ = min
x∈X0

v♮N(x, 1, N) = V
♮, (4.4)

см. [17, (3.17)]. В силу (3.15), (4.3), (4.4) определяется экстремальное множество точек

старта M1-задачи, то есть

X♮
opt = {x ∈ X0|v♮N(x, 1, N) = v♮}. (4.5)

Напомним теперь о положениях [17, предложения 4.1–4.3], установленных (в [17]) для бо-

лее общей постановки. Так, в силу [17, предложение 4.3]

v♮ = V
♮ = V = v (4.6)

(мы учитываем, конечно, [17, (2.21), (8.13)]). Далее, из [17, (4.3)] вытекает (в нашем частном

случае), что Ṽ [x] = Ṽ ♮[x] ∀x ∈ X0 (см. в этой связи (2.16), а также [17, (8.11), (8.20)]).

C учетом (2.18), (4.3) и (4.5) имеем теперь, что

X0
opt = X♮

opt = {x ∈ X0| v♮N(x, 1, N) = v♮}. (4.7)
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Из (4.6), (4.7) вытекает, что склеенная процедура (4.2) позволяет найти экстремум v (2.13)

и экстремальное множество (2.18). Важно отметить, что в случае, когда нам достаточно най-

ти v и X0
opt и не требуется находить оптимальное композиционное решение (УП из множе-

ства (2.14)), реализацию (4.2) можно осуществить в режиме с перезаписью слоев (см. [16,

замечание 2.1]). При этом достигается некоторая экономия ресурсов памяти вычислителя.

Обсудим теперь вопрос, связанный с реализацией (2.19). Итак, приступая к построению

оптимального композиционного решения, мы прежде всего выберем x0 ∈ X0
opt (учитыва-

ем (4.7)). Далее используем конструкцию [17, (8.30)–(8.39)], доставляющую оптимальное

композиционное решение (см. УП (x0, ξ♦η) в [17, § 8]); в основе данной конструкции нахо-

дится процедура (4.2) построения слоев функции Беллмана, которые в этом случае (то есть

при построении оптимального композиционного решения) надо сохранять в памяти вычис-

лителя.

§ 5. Пример

Рассмотрим пример минимаксной ЗК с оптимизацией точки старта. Полагаем в настоя-

щем разделе X = R×R (исследуем случай плоской задачи). Пусть n = 48 и N = 24. Итак,

на плоскости указаны 48 точек (2.1). Задано два кластера по 24 точки каждый:

|M1| = |M2| = 24.

Полагаем, что все 48 точек имеют ненулевую первую координату. Множество M1 обра-

зуют точки (2.1) с отрицательными значениями первой координаты, а множество M2 —

точки (2.1) c положительными значениями этой координаты. Предполагаем, что условия

предшествования в M1- и в M2-задаче отсутствуют, то есть K1 = K2 = ∅. Итак, рассмат-

ривается весьма неудобный для наших конструкций вариант.

Пусть точки старта, образующие множество X0, могут выбираться из границы пря-

моугольника, определяемого вершинами (−65, 0) и (91, 65) со сторонами, параллельными

осям координат, с шагом 5. Значениями функции c являются евклидовы расстояния (зави-

симость от списка заданий отсутствует). Результат счета (экстремум) v = 19,866; время сче-

та 2 мин. 47 сек. Траектория оптимального композиционного решения приведена на рис. 1.

Y

56

45

34

22

11

0 X
−56 −45 −34 −22 −11 0 11 22 34 45 56 67 79

Рис. 1. Траектория решения в минимаксной задаче курьера с декомпозицией на основе двух

кластеров заданий

Итак, по смыслу задачи найдено решение, обеспечивающее сначала посещение всех

городов с отрицательной первой координатой, а затем — посещение всех городов с по-
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ложительной первой координатой. Терминальная компонента соответствует перемещению

из финишной точки финальной задачи в начало координат и оценивается евклидовой нор-

мой вектора, отвечающего финишной точке. Заметим, что применяемая здесь декомпозиция

по сути соответствует созданию «перекрестных» условий предшествования следующего ви-

да: каждый город с отрицательной первой координатой должен посещаться раньше любого

города с положительной первой координатой. Однако, применение декомпозиции в вариан-

те [16, 17] представляется более предпочтительным, поскольку при этом реализуется раз-

дельный вариант ДП в задачах умеренной размерности, что, как уже отмечалось, приводит

к оптимальному композиционному решению за вполне приемлемое время вычислений.

§ 6. Алгоритм решения многоэтапной минимаксной задачи маршрутизации

В настоящем параграфе на содержательном уровне рассматривается естественное раз-

витие алгоритма параграфа 3 на тот случай, когда кластеров заданий, образующих соот-

ветствующие частные задачи, может быть больше двух. Итак, речь пойдет здесь о мно-

гоэтапных маршрутных решениях, что в логическом отношении соответствует построени-

ям [13, § 12] для «аддитивной» задачи. Мы сохраняем при этом предположения параграфа 2

в отношении

X, P, n, m1, . . . , mn, N.

Пусть при этом r ∈ N, 3 6 r (случай r = 2 мы уже исследовали), и заданы числа

N0 ∈ 0,n, N1 ∈ 1,n, . . . , Nr ∈ 1,n,

для которых N0 = 0, Nr = n и, кроме того,

Ns + 2 6 Ns+1 ∀s ∈ 0, r − 1.

Пусть при этом M
△
= {mi : i ∈ 1,n} и, кроме того,

Mj
△
= {mi : i ∈ Nj−1 + 1, Nj} ∀j ∈ 1, r.

Тогда в виде {Mj : j ∈ 1, r} имеем разбиение множества M на зоны (кластеры). Очеред-

ность обслуживания самих кластеров предполагается естественной: сначала M1, потом M2

и так далее. Будем полагать, что в каждой зоне могут быть заданы свои условия предше-

ствования. Итак, полагаем, что заданы множества

K1 ∈ P(1, N1 × 1, N1), K2 ∈ P(1, N2 −N1 × 1, N2 −N1), . . . ,

Kr ∈ P(1, Nr −Nr−1 × 1, Nr −Nr−1),

элементы которых называем адресными парами. Итак,

Kj ∈ P(1, Nj −Nj−1 × 1, Nj −Nj−1) ∀j ∈ 1, r.

Полагаем далее, что при j ∈ 1, r имеет место свойство

∀K0 ∈ P ′(Kj) ∃z
0 ∈ K0 : pr1(z

0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0.

Тогда, в частности, pr1(z) 6= pr2(z) ∀j ∈ 1, r ∀z ∈ Kj . Множества адресных пар K1, . . . ,Kr

задают условия предшествования; при этом в каждой из r частных задач возникает свое

непустое множество маршрутов, допустимых по предшествованию. Итак, при j ∈ 1, r

и Pj
△
= (bi)[1, Nj −Nj−1]

Aj
△
= {α ∈ Pj| α

−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ Kj} ∈ P ′(Pj). (6.1)
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Далее, мы осуществляем склеивание маршрутов, подобное (2.6). Учитываем при этом, что

(1,n =

r
⋃

j=1

Nj−1 + 1, Nj)&(Np−1 + 1, Np ∩Nq−1 + 1, Nq = ∅ ∀p ∈ 1, r ∀q ∈ 1, r \ {p}). (6.2)

Следовательно, имеем конечное разбиение множества 1,n. Введем склеивание частичных

маршрутов: если (αi)i∈1,r ∈
r
∏

i=1

Ai, то

r
∐

i=1

αi : 1,n −→ 1,n

определяем следующим условием (см. (6.2)): при j ∈ 1, r и k ∈ Nj−1 + 1, Nj

(
r
∐

i=1

αi)(k)
△
= αj(k −Nj−1) +Nj−1; (6.3)

тогда, как легко проверить,
r
∐

i=1

αi ∈ P. (6.4)

Итак, в (6.3), (6.4) определено склеивание допустимых по предшествованию маршрутов.

С учетом (6.1), (6.3) и (6.4) получаем, что

P
△
=

{

r
∐

i=1

αi : (αi)i∈1,r ∈
r
∏

i=1

Ai

}

∈ P ′(P). (6.5)

В дальнейшем P понимается только в смысле (6.5). Итак, мы получили непустое множе-

ство всевозможных композиционных маршрутов. Следовательно, в нашей основной задаче

в качестве ДР могут использоваться УП (x, α) ∈ X0 × P и только они. При этом (2.8)

определяет траектории, порожденные нашими ДР. Мы сохраняем предположения в отно-

шении X, X и N (см. § 2), а также в отношении функции c (2.9). Далее, мы переопределяем

множество M̄ параграфа 2: полагаем в дальнейшем, что

M̄
△
= {mNr−1+j : j ∈ 1,n−Nr−1} = {mk : k ∈ Nr−1 + 1,n}. (6.6)

Используем в дальнейшем f (2.10), где M̄ соответствует (6.6). Всюду в дальнейшем мы

сохраняем определение (2.8) при x ∈ X0 и γ ∈ P, где, однако, P понимается в смыс-

ле (6.5). Итак, при x ∈ X0 и γ ∈ P, мы определяем траекторию y[x; γ], стартующую из x
и согласованную с композиционным маршрутом γ; каждой УП (x, γ) ∈ X0×P сопоставля-

ется, как и прежде, значение π[x; γ] ∈ R+, определяемое правилом (2.11). Точно также мы

приходим к задаче (2.12), где только P понимается в смысле (6.5). Сейчас мы сформули-

руем соответствующий алгоритм на функиональном уровне, следуя в идейном отношении

построениям [3, § 12].

1’) Для каждого j ∈ 1, r − 1 полагаем K̃j
△
= {pr1(z) : z ∈ Kj}; c учетом этого формируем

множество X00
j , для чего предварительно вводим

m(j)
s

△
= mNj−1+s ∀s ∈ 1, Nj −Nj−1. (6.7)

Далее, при j ∈ 1, r − 1 полагаем с учетом (6.7), что

X00
j

△
= {m(j)

s : s ∈ 1, Nj −Nj−1 \ K̃j}, (6.8)
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получая (в виде (6.8)) непустое п/м X. Рассматриваем X00
j как множество возможных точек

старта Mj+1-задачи (задачи о посещении городов из множества Mj+1).
2’) Для Mr-задачи создаем существенные списки (заданий), слои пространства пози-

ций и слои функции Беллмана в Mr-задаче по аналогии с параграфом 3 (см. также в этой

связи [17, (5.6), (5.7)]). При этом X00
r−1 (см. (6.8)) определяет множество возможных точек

старта Mr-задачи. Рекуррентная процедура на основе ДП (см. § 3) доставляет функцию экс-

тремума Mr-задачи, определенную на X00
r−1 (имеется в виду зависимость, подобная (3.5));

упомянутая задача подобна всякий раз (при любом выборе x ∈ X00
r−1) задаче (3.4). Данная

функция экстремума порождает терминальную компоненту критерия Mr−1-задачи подоб-

но (3.6).

3’) Пусть j ∈ 2, r − 1 и функция экстремума Mj+1-задачи уже построена. Определяем

терминальную компоненту критерия Mj-задачи по аналогии с (3.6) посредством функции

экстремума Mj+1- задачи. При этом, конечно, существенны значения терминальной ком-

поненты на множестве X00
j . Затем для Mj-задачи последовательно создаем существенные

списки заданий, слои пространства позиций и слои функции Беллмана, действуя по ана-

логии с построениями параграфа 4 (см., в частности, (4.1)). Последний слой упомянутой

функции используем для построения терминальной компоненты критерия Mj−1-задачи.

4’) После выполнения процедуры пункта 3’) для всех Mj-задач, j ∈ 2, r − 1, и по-

лучив, в частности, функцию экстремума M2-задачи, формируем подобно построениям

параграфа 3 (см. (3.7)–(3.9)) систему (M1, x)-задач, x ∈ X0, используя функцию экстрему-

ма M2-задачи для построения терминальной компоненты критерия. Определив функцию

экстремума M1-задачи (и слои функции Беллмана), минимизируем ее значения на X0 и на-

ходим соответствующую минимизирующую точку x0 ∈ X0 (x0 доставляет минимум на X0

упомянутой функции экстремума).

5’) Используя слои функции Беллмана M1-задачи, посредством стандартной для тео-

рии ДП процедуры, подобной применяемой в [16, 17], конструируем оптимальное решение

M1-задачи со стартом в x0 в виде УП с элементами в виде маршрута и порожденной этим

маршрутом траектории.

6’) Если k ∈ 1, r − 1 и уже построены последовательно оптимальные решения задач

по обслуживанию кластеров Mj , j ∈ 1, k, то фиксируем финишную точку на получившей-

ся траектории Mk-задачи (точку, отвечающую финальному значению упомянутой траек-

тории). Принимаем данную точку в качестве стартовой в Mk+1-задаче (здесь — аналогия

с шагом 9) в двухкластерной задаче), после чего по стандартной для теории ДП процедуре

конструируем оптимальное решение Mk+1-задачи с упомянутым стартом.

7’) После построения всех последовательно оптимальных решений Mj-задач, j ∈ 1, r,
реализуем их склеивание (фактически склеивание маршрутов (см. (6.3)), после чего одно-

значно определяется соответствующая траектория). Дополняя получившийся композицион-

ный маршрут точкой x0, получаем требуемое (композиционное) решение основной задачи.

Соответствующая детализация шагов 1’)–7’) реализуется по аналогии с построениями

для двухкластерной задачи (см. §§ 2–4). Ограничимся сейчас рассмотрением примера ре-

шения задачи в случае 2 < r.
Итак, рассмотрим плоскую (то есть X = R × R) задачу курьера при n = 100 и r = 5.

Полагаем, что в каждом кластере содержится 20 городов, подлежащих посещению, то есть

|Mj| ≡ 20; кроме того, пусть |Kj| ≡ 8 (итак, каждая из частных задач включает условия

предшествования, характеризуемые 8 адресными парами). Выделен прямоугольник, на гра-

нице которого размещаются точки из X0; вершины прямоугольника суть векторы

(0, 0), (0, 180), (560, 180), (560, 0);

возможные точки старта выбираются на границе данного прямоугольника с шагом 10 (тем
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самым формируется X0). Кластеры нумеруются слева направо и располагаются каждый

в своей прямоугольной области. Значения функции c определяются евклидовыми рас-

стояниями между городами. Значения (терминальной) функции f в произвольной точке

из M̄ (6.6) определяются евклидовым расстоянием от данной точки до вектора (500,0).

Результаты счета. Найдены точка старта, композиционный маршрут и реализующаяся

траектория вида (3.2), для которых значение критерия 41,259. Выбрана точка старта (0,0).

Время счета 7 сек.

На приводимых ниже рис. 2, 3 схематически указано действие условий предшествова-

ния в каждой из пяти частных задач и приведена траектория композиционного решения,

построенного на основе алгоритма 1’)–7’).
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Рис. 2. Схема действия условий предшествования в задачах о посещении городов из мно-

жеств M1, M2, M3;M4 и M5
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Рис. 3. Траектория композиционного решения в задаче с n = 100 и r = 5

Заключение

В настоящей статье рассмотрен вопрос о построении композиционного решения ми-

нимаксной задачи курьера (то есть ЗК с условиями предшествования) с применением де-

композиций. Показано, что получаемые при этом решения находятся за вполне приемле-

мое время, а доставляемые этими решениями значения критерия могут при этом служить

верхними оценками глобального экстремума. В наиболее простом случае декомпозиции ос-

новной задачи курьера в совокупность двух частичных задач (предваряющей и финальной)

предлагаемое решение, определяемое при раздельном использовании ДП, является опти-

мальным в классе всех композиционных решений, а алгоритм, его доставляющий, обладает

хорошим быстродействием.
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A minimax routing problem with decomposition elements is considered. In the simplest case, it is

supposed that the whole set of tasks is divided into a sum of two subsets (clusters), and execution of

tasks from the second subset can be started only after the completion of all tasks from the first subset.

For above-mentioned two-cluster problem, an algorithm has been constructed for finding the optimal

compositional solution, including a route (permutation of task indices) and a starting point, which is

based on the use of a broadly understood dynamic programming. Based on this approach, an algorithm

was also constructed to solve the routing problem in the case of an arbitrary ordered finite set of clusters.

The algorithm was implemented on a PC, and a computational experiment was carried out. Possible

applications may be associated with some logistics tasks in small aviation, when it is necessary to ensure

visits to many points by one vehicle (airplane, helicopter) with a limited non-stop flight range.
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