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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ ñ âîëüòåððî-
âûì ïî À.Í. Òèõîíîâó ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâè-
ÿìè. Ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû î ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé è óñòàíîâëåíà ñâÿçü
àïðèîðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòüþ ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, âîëüòåððîâîñòü
ïî À.Í. Òèõîíîâó, àïðèîðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü, âûïóêëîñòü ïî ïåðåêëþ÷åíèþ,
ðàçëîæèìîñòü.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó î ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé çàäà÷è
Êîøè äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ âîëüòåððî-
âûì ïî À.Í. Òèõîíîâó ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì è èìïóëüñíûìè âîç-
äåéñòâèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ èìïóëüñíûìè
âîçäåéñòâèÿìè èññëåäîâàëèñü â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2].

Ïóñòü U ⊂ [a, b] � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ln(U) ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé x : U → Rn ñ íîð-
ìîé ‖x‖Ln(U) =

∫

U
|x(s)|ds. Åñëè Φ ⊂ Ln[a, b], òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ìíîæåñòâî Φ âûïóêëî ïî ïåðåêëþ÷åíèþ (ðàçëîæèìî), åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ Φ è ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà e ⊂ [a, b] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
χ(e)x+χ([a,b]\e)y ∈ Φ, ãäå χ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ìíîæåñòâî
âñåõ îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ln[a, b] îáîçíà÷èì ÷åðåç S(Ln[a, b]).

Ïóñòü, äàëåå, tk � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâàì a < t1 < . . . < tm < b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃n[a, b] ìíî-
æåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [a, t1], (t1, t2], . . . ,
(tm, b] îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn, èìåþùèõ ïðåäåëû ñïðà-
âà â òî÷êàõ tk, k = 1, 2, . . . ,m. Íîðìó â C̃n[a, b] îïðåäåëèì ðàâåí-
ñòâîì ‖x‖ eCn[a,b]

= sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}. Äàëåå, åñëè τ ∈ (a, b] , òî ïðî-
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 07�01�00305), Ðîñîáðà-

çîâàíèÿ (òåìïëàí 1.6.07), Íîðâåæñêîé íàöèîíàëüíîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé FUGE è Íîðâåæñêîãî êîìèòåòà ïî ðàçâèòèþ óíèâåðñèòåòñêîé íàóêè è îáðàçîâàíèÿ
(NUFU), ãðàíò PRO 06/02.
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ñòðàíñòâî ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóæåíèåì íà îòðåçîê [a, τ ] ýëåìåíòîâ
èç C̃n[a, b], îáîçíà÷èì C̃n[a, τ ] è îïðåäåëèì íîðìó â C̃n[a, τ ] ðàâåíñòâîì
‖x‖ eCn[a,τ ]

= sup{|x(t)| : t ∈ [a, τ ]}.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ẋ ∈ Φ(x), (1)

∆x(tk) = Ik(x(tk)), k = 1, . . . ,m, (2)

x(a) = x0, (3)

ãäå ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó îòîáðàæåíèå Φ : C̃n[a, b] → S(Ln[a, b]) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ C̃n[a, b] îá-
ðàç Φ(U) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé. Îòîáðàæåíèÿ Ik : Rn → Rn

íåïðåðûâíû, ∆x(tk) = x(tk + 0)− x(tk), ìîìåíòû âðåìåíè tk çàäàíû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü
ôóíêöèþ x ∈ C̃n[a, b] , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêîå q ∈ Φ(x) , ÷òî

x(t) = x0 +
∫ t

a
q(s)ds +

m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆x(tk),

ãäå ∆x(tk) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Áóäåì ãîâîðèòü [3], ÷òî îïåðàòîð Φ âîëüòåððîâ
ïî À.Í. Òèõîíîâó (èëè âîëüòåððîâ), åñëè èç óñëîâèÿ x|τ = y|τ , τ ∈ (a, b],
ñëåäóåò ðàâåíñòâî (Φ(x))|τ = (Φ(y))|τ , ãäå z|τ � ñóæåíèå z ∈ C̃n[a, b] íà
îòðåçîê [a, τ ] , (Φ(z))|τ � ñóæåíèå ìíîæåñòâà Φ(z) íà îòðåçîê [a, τ ].

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Φ : C̃n[a, b] → S(Ln[a, b]) (ïðàâàÿ
÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (1)) âîëüòåððîâ.

Ïóñòü τ ∈ (a, b] . Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Vτ èç C̃n[a, τ ]
â C̃n[a, b] ðàâåíñòâîì

(Vτ (x))(t) =
{

x(t), åñëè t ∈ [a, τ ];
x(τ), åñëè t ∈ (τ, b].

(4)

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x ∈ C̃n[a, τ ] ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3) íà îòðåçêå [a, τ ] , τ ∈ (a, b], åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå q ∈ (Φ(Vτ (x)))|τ , ÷òî ôóíêöèÿ x(·) ïðåäñòàâèìà â âèäå

x(t) = x0 +
∫ t

a
q(s)ds +

∑

k : tk6τ

χ(tk,b](t)∆x(tk), (5)

ãäå îòîáðàæåíèå Vτ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (4).
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Äàëåå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x : [a, c) → Rn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (1)�(3) íà [a, c), åñëè äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, c) ñóæåíèå x|τ ∈ C̃n[a, τ ]
è íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ q : [a, c) → Rn, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, c),
q|τ ∈ (Φ(Vτ (x)))|τ è äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, c) èìååò ìåñòî (5), ãäå tk ∈ [a, c).

Ðåøåíèå x : [a, c) → Rn çàäà÷è (1)�(3) íà [a, c) áóäåì íàçûâàòü íåïðî-
äîëæàåìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðåøåíèÿ y çàäà÷è (1)�(3) íà [a, τ ],
τ > c, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, c) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x(t) = y(t). Ðåøåíèå
çàäà÷è (1)�(3) ñ÷èòàåòñÿ íåïðîäîëæàåìûì.

Òåîðåìà 1. Íàéäåòñÿ òàêîå τ ∈ (a, b] , ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [a, τ ] .

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå x : [a, c) → Rn çàäà÷è (1)�(3)
áûëî ïðîäîëæàåìûì íà [a, τ ], τ ∈ (c, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû lim

t→c−0
|x(t)| < ∞.

Òåîðåìà 3. Âñÿêîå ðåøåíèå x : [a, τ ] → Rn çàäà÷è (1)�(3), ãäå τ < b,
ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî íåïðîäîëæàåìîãî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïóñòü H(x0, τ) � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çà-
äà÷è (1)�(3) íà îòðåçêå [a, τ ] , τ ∈ (a, b]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñ-
ëî r > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ∈ (a, b] íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ y ∈ H(x0, τ),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖y‖ eCn[a,τ ]

> r.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(3) àïðèîðíî
îãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, b] ìíîæåñòâî H(x0, τ) 6= ∅ è ñó-
ùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî τ 6 b è ëþáîãî y ∈ H(x0, τ)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖y‖ eCn[a,τ ]

6 r.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Ïóñòü C̃1
+[a, b] � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ

ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C̃1[a, b]; àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìåþò îáîçíà÷åíèÿ
L1

+[a, b] è R1
+. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Φ : C̃n[a, b] → S(Ln[a, b])

è Ik : Rn → Rn, k = 1, . . . , m îáëàäàþò ñâîéñòâîì A, åñëè íàéäóò-
ñÿ èçîòîííûé íåïðåðûâíûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð Γ : C̃1

+[a, b] → L1
+[a, b]

è íåóáûâàþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Ĩk : R1
+ → R1

+, k = 1, . . . , m,

äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ C̃n[a, b] è
ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà U ⊂ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖Φ(x)‖Ln(U) 6 ‖Γ(Zx)‖L1(U); äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , m è ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ Rn èìååò ìåñòî îöåíêà |Ik(x)| 6 Ĩk(|x|); ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è



26 À.È. Áóëãàêîâ, À.È. Êîðîáêî, Î.Â. Ôèëèïïîâà
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 2

ẏ = Γ(y), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)), k = 1, . . . , m, y(a) = |x0|
àïðèîðíî îãðàíè÷åíî. Çäåñü îòîáðàæåíèå Z : C̃n[a, b] → C̃1

+[a, b] îïðåäå-
ëåíî ðàâåíñòâîì (Zx)(t) = |x(t)|.

Òåîðåìà 5. Åñëè îòîáðàæåíèÿ Φ è Ik îáëàäàþò ñâîéñòâîì A, òî
äëÿ ëþáîãî τ 6 b ìíîæåñòâî H(x0, τ) 6= ∅ è íàéäåòñÿ òàêîå r > 0 , ÷òî
äëÿ ëþáûõ τ 6 b è y ∈ H(x0, τ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖y‖ eCn[a,τ ]

6 r.
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A. I. Bulgakov, A. I. Korobko, O.V. Filippova
To the theory of functional-di�erential inclusions with impulses

The functional-di�erential inclusions with Volterra (in the sense of Tikhonov)
multivalued maps and impulses are dealt with. There are the theorems formulated on
the prolongability of solutions as well as on the connection between a priori boundness
of solutions and global solvability of such a system.
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