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Ïóñòü (U , ρ)� ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M(R,U)� ìíîæåñò-
âî ñèëüíî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : R → U , Mp(R,U), ãäå p > 1,� ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé f ∈ M(R,U), äëÿ êîòîðûõ

sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
ρ p(f(t), x0) dt < +∞ , x0 ∈ U .

Îïðåäåëèì ìåòðèêè

D(ρ)
p (f, g) =

(
sup
ξ∈R

∫ ξ+1

ξ
ρ p(f(t), g(t)) dt

)1/p

, f, g ∈ Mp(R,U) ,

D(ρ)
∞ (f, g) = ess sup

t∈R
ρ(f(t), g(t)) , f, g ∈ L∞(R,U) .

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L∞(R,U) ÷èñëî τ ∈ R íàçûâàåòñÿ (ε,D(ρ)
∞ ) -ïî÷òè

ïåðèîäîì, ãäå ε > 0, åñëè D
(ρ)
∞ (f(·), f(·+ τ)) < ε. Ïóñòü P(ρ)

∞ (ε; f)� ìíî-
æåñòâî (ε,D(ρ)

∞ ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ ôóíêöèè f ∈ L∞(R,U). Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (ε,D(ρ)

p ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ ôóíêöèè

f ∈ Mp(R,U) : P(ρ)
p (ε; f) = {τ ∈ R : D(ρ)

p (f(·), f(·+ τ)) < ε}.

Ìíîæåñòâî T ⊆ R îòíîñèòåëüíî ïëîòíî, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî a > 0
òàêîå, ÷òî [ξ, ξ + a] ∩ T 6= ∅ äëÿ âñåõ ξ ∈ R. Îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ f : R → U ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó CAP (R,U) ïî÷òè
ïåðèîäè÷åñêèõ (ï.ï.) ïî Áîðó ôóíêöèé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæå-
ñòâî (ε,D(ρ)

∞ ) -ïî÷òè ïåðèîäîâ ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïëîòíî. Ôóíêöèÿ
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f ∈ Mp(R,U), p > 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Sp(R,U) ï.ï. ïî Ñòå-
ïàíîâó ôóíêöèé ñòåïåíè p, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòíîñèòåëüíî ïëîòíî
ìíîæåñòâî P(ρ)

p (ε; f).
Íà ïðîñòðàíñòâå U îïðåäåëèì òàêæå ìåòðèêó ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)},

x, y ∈ U . Ïóñòü S(R,U) .= S1(R, (U , ρ ′)) � ïðîñòðàíñòâî ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó
ôóíêöèé f : R → U (ñòåïåíè 1) ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (U , ρ ′). Ñïðàâåäëèâû âëîæåíèÿ

CAP (R,U) ⊆ Sp(R,U) ⊆ S1(R,U) ⊆ S(R,U).

Äëÿ èçìåðèìîãî (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâà T ⊆ R îáîçíà÷èì

κ(T ) = sup
ξ ∈R

meas [ξ, ξ + 1] ∩ T,

ãäå meas� ìåðà Ëåáåãà íà R. Ïóñòü M ′
p(R,U)� ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíê-

öèé f ∈ Mp(R,U), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0,
÷òî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ T ⊆ R, äëÿ êîòîðûõ κ(T ) < δ, âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
ξ ∈R

∫

[ξ,ξ+1]∩T
ρ p(f(t), x0) dt < ε .

Èìååì Sp(R,U) = S(R,U) ∩M ′
p(R,U), p > 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τj}j∈N ⊂ R íàçûâàåòñÿ f -âîçâðàùàþùåé äëÿ
ôóíêöèè f ∈ S(R,U), åñëè D

(ρ ′)
1 (f(·), f(· + τj)) → 0 ïðè j → +∞. Äëÿ

ôóíêöèé f ∈ S(R,U) ÷åðåç Mod f îáîçíà÷àåòñÿ ìîäóëü (ãðóïïà ïî ñëî-
æåíèþ) òàêèõ ÷èñåë λ ∈ R, ÷òî e iλτj → 1 ïðè j → +∞ (ãäå i2 = −1 ) äëÿ
ëþáîé f -âîçâðàùàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τj}. Åñëè U = (H, ‖ · ‖)�
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è f ∈ S1(R,H), òî Modf ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì
÷àñòîò ôóíêöèè f.

Ïóñòü (cl b U , distρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ
îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà (U , ρ) ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà
distρ , (clU , distρ ′) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà (U , ρ) ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà distρ ′ , ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìåòðèêå ρ ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cl c U ⊆ (cl b U ,distρ) ìíîæåñòâî
íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà (U , ρ). Ïðîñòðàíñòâà
CAP (R, cl b U), Sp(R, cl b U), p > 1, è S(R, cl b U) ï.ï. ïî Áîðó è ï.ï. ïî
Ñòåïàíîâó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F : R→ cl b U îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà ï.ï. ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñ-
êîì ïðîñòðàíñòâå (cl b U , distρ). Ïîëîæèì

S(R, clU) .= S1(R, (clU , distρ ′)); S(R, cl b U) ⊆ S(R, clU).
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Ïóñòü S(R)� ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ T ⊆ R òàêèõ, ÷òî
χT ∈ S1(R,R) (ãäå χT � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà T ).
Äëÿ ìíîæåñòâ T ∈ S(R) ïîëîæèì Mod T

.= ModχT .

×åðåç X îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X ⊆ U . Ìíîæåñòâî
{xα}α∈A ⊆ U îáðàçóåò ε -ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà X ⊆ U , ãäå ε > 0, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X íàéäåòñÿ òî÷êà xα òàêàÿ, ÷òî ρ(x, xα) < ε.

Åñëè (U , ρ) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî

S(R,U) = S1(R,U), clU = cl c U , S(R, clU) = S1(R, clU).

Òåîðåìà 1 (ñì. [1]). Ïóñòü (U , ρ)� êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R → clU ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó S1(R, clU) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ÷èñëî Nε ∈ N è ôóíêöèè fε, j ∈ S1(R,U),
j = 1, . . . , Nε, òàêèå, ÷òî fε,j(t) ∈ F (t) ï.â. è ïðè ï.â. t ∈ R òî÷êè
fε, j(t), j = 1, . . . , Nε, îáðàçóþò ε -ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà F (t). Ïðè ýòîì
äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ S1(R, clU) ôóíêöèè fε, j ìîæíî
âûáèðàòü òàê, ÷òî Mod fε, j ⊆ Mod F.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R → clU ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
S(R, cl c U) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
äóòñÿ ìíîæåñòâî Tε ⊆ R, ÷èñëî Nε ∈ N è ôóíêöèè fε, j ∈ S(R,U),
j = 1, . . . , Nε , òàêèå, ÷òî fε, j(t) ∈ F (t) ï.â., κ(R \Tε) < ε è ïðè ï.â.
t ∈ Tε òî÷êè fε, j(t), j = 1, . . . , Nε , îáðàçóþò ε -ñåòü äëÿ ìíîæå-
ñòâà F (t). Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ S(R, cl c U)
ìíîæåñòâà Tε è ôóíêöèè fε, j ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òî Tε ∈ S(R),
Mod Tε ⊆ Mod F è Mod fε, j ⊆ ModF.

×åðåç f(· ∣∣
T
) îáîçíà÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f : R → U íà ïîä-

ìíîæåñòâî T ⊆ R.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé {fα}α∈A ⊆ M(R,U) íàçû-
âàåòñÿ L∞ -ïñåâäîêîìïàêòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò èç-
ìåðèìîå ìíîæåñòâî Tε ⊆ R òàêîå, ÷òî κ(R \Tε) < ε è {fα(· ∣∣

Tε
)}α∈A �

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â (ïîëíîì) ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L∞(Tε ,U).

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ, ðàññìàòðèâàÿ êîìïàêòíûå â L∞(R,U)
(ñîîòâåòñòâåííî L∞ -ïñåâäîêîìïàêòíûå) ñåìåéñòâà ôóíêöèé {fα(.)}α∈A ,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè fα(.), α ∈ A îïðåäåëåíû íà îäíîì èçìå-
ðèìîì ìíîæåñòâå T ⊆ R , äëÿ êîòîðîãî meas R \T = 0, è ρ(fα(t), fβ(t)) 6
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D
(ρ)
∞ (fα, fβ) äëÿ âñåõ α, β ∈ A è t ∈ T (ñîîòâåòñòâåííî

ρ(fα(t), fβ(t)) 6 ess sup
ξ ∈Tεj

ρ(fα(ξ), fβ(ξ))

äëÿ âñåõ α, β ∈ A è t ∈ T ∩Tεj , j ∈ N, ãäå Tεj � ìíîæåñòâà èç îïðåäåëå-
íèÿ 1 è εj → 0 ïðè j → +∞ ). Ìû âñåãäà ìîæåì ýòîãî äîáèòüñÿ, èçìåíÿÿ
êàæäóþ ôóíêöèþ fα(.) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (U , ρ)� êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R→ clU ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó S1(R, clU) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

F (t) =
⋃

α∈A

fα(t)

ï.â. äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî â (L∞(R,U), D(ρ)
∞ ) ñåìåéñòâà ôóíêöèé

fα(.) ∈ S1(R,U), α ∈ A. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
F ∈ S1(R, clU) ôóíêöèè fα ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òî Mod fα ⊆ Mod F.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (U , ρ)� ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R → clU ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
S(R, cl c U) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

F (t) =
⋃

α∈A

fα(t)

ï.â. äëÿ íåêîòîðîãî L∞ -ïñåâäîêîìïàêòíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé fα(·) ∈
S(R,U), α ∈ A. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ∈ S(R, cl c U)
ôóíêöèè fα è ìíîæåñòâà Tε èç îïðåäåëåíèÿ 1 ìîæíî âûáèðàòü òàê,
÷òî

Mod fα ⊆ Mod F, Tε ∈ S(R), ModTε ⊆ Mod F.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Òåîðåìû 2, 3 è 4 äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåçóëü-
òàòîâ è ìåòîäîâ ðàáîòû [1]. Òåîðåìû 1 è 3 ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ ï.ï. ïî
Âåéëþ è ï.ï. ïî Áåçèêîâè÷ó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è ôóíêöèé (ñì.
[2, 3]).

Òåîðåìà 5 (ñì. [4]). Ïóñòü (H, ‖.‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f ∈
S(R,H). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî Tε ∈ S(R)
è ôóíêöèÿ Fε ∈ CAP (R,H) òàêèå, ÷òî

κ(R \Tε) < ε, Mod Tε ⊆ Mod f, ModFε ⊆ Mod f

è f(t) = Fε(t) ïðè âñåõ t ∈ Tε . Åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòî-
ÿííîé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Tε � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.
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Òåîðåìà 5 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì âàðèàíòîì òåîðåìû Ëóçèíà.
Îíà òàêæå ïåðåíîñèòñÿ íà îòíîñèòåëüíûå êîìïàêòû Áîðà [5]. Ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìû 4 è 5.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü (H, ‖.‖) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, F ∈ S(R, cl cH).
Òîãäà äëÿ âñåõ j ∈ N íàéäóòñÿ êîìïàêòíûå â L∞(R,H) ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé {fα, j}α∈A ⊆ CAP (R,U) ( ñ îäíèì èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì A ) è
ìíîæåñòâà Tj ∈ S(R) òàêèå, ÷òî

1) Mod fα, j ⊆ Mod F ;
2) Tj ⊆ Tj+1 , κ(R \Tj) < 2−j è Mod Tj ⊆ Mod F ;
3) fα, j+1(t) = fα, j(t) ïðè âñåõ t ∈ Tj ( è âñåõ α ∈ A );
4) F (t) =

⋃
α∈A fα, j(t) ïðè âñåõ t ∈ Tj .

Åñëè ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííûì, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Tj � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6 èìååì

Fj(·) .=
⋃

α∈A

fα, j(·) ∈ CAP (R, cl cH).

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ ε > 0 è j ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî

P(distρ ′ )
1 (δ; F ) ⊆

⋂

α∈A

P(ρ)
∞ (ε; fα, j) ⊆ P(distρ)

∞ (ε;Fj) .

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Â îòëè÷èå îò ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Fj ∈ CAP (R, cl cH)

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F, äàæå åñëè îíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
CAP (R, cl cH), ìîæåò íå èìåòü ï.ï. ïî Áîðó ñå÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [6]
èëè [7]).

Äëÿ ïîëíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U , ρ) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç (M(U), d) (ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
âåðîÿòíîñòíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð µ[·], îïðåäåëåííûõ íà σ -àëãåáðå áîðåëåâ-
ñêèõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (U , ρ) ñ ìåòðèêîé Ëåâè �
Ïðîõîðîâà d. Ïóñòü suppµ � íîñèòåëü ìåðû µ[.] ∈ M(U), δx[.] � ìåðà
Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå x ∈ U , S1(R,M(U)) � ïðîñòðàíñòâî
ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó (ñòåïåíè 1) ìåðîçíà÷íûõ ôóíêöèé

R 3 t → µ[.; t] ∈M(U)

ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M(U), d).
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Â ïðåäûäóùèõ òåîðåìàõ áûëà äàíà õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ï.ï.
ïî Ñòåïàíîâó îòîáðàæåíèé F : R → cl c U ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ èõ ï.ï.
ñå÷åíèé. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâîäèòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé F : R → clU , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëå-
íèÿ Êàñòåíà èç ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ôóíêöèé.

Òåîðåìà 7 (ñì. [8]). Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R → clU ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

F (t) =
⋃

j

fj(t)

ï.â., ãäå fj ∈ S(R,U), j ∈ N, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (t) =
suppµ[.; t] ï.â. äëÿ íåêîòîðîé ìåðîçíà÷íîé ôóíêöèè µ[.; .] ∈ S1(R,M(U)).
Ïðè ýòîì äëÿ ìåðîçíà÷íîé ôóíêöèè µ[.; .] ìîæíî âûáèðàòü ôóíêöèè fj

òàê, ÷òî Mod fj ⊆ Mod µ[.; .].

Åñëè µ ∈ S1(R,M(U)), òî íå âñåãäà suppµ[.; .] ∈ S(R, clU) [9].
Òåîðåìà 7 ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ï.ï. ïî Âåéëþ (ñì. [10]) è ï.ï. ïî Áå-

çèêîâè÷ó ìåðîçíà÷íûõ ôóíêöèé µ[.; .] è ñå÷åíèé fj . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
óñèëèâàåò òåîðåìó 7.

Òåîðåìà 8 (ñì. [8]). Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî, µ[.; .] ∈ S1(R,M(U)). Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà
Tj ∈ S(R), j ∈ N, è ôóíêöèè fk ∈ S(R,U), k ∈ N, òàêèå, ÷òî

Tj ⊆ Tj+1 , ModTj ⊆ Mod µ[.; .], κ(R \Tj) → 0 ïðè j → +∞,

Mod fk ⊆ Mod µ[.; .], fk(t) ∈ suppµ[.; t] ï.â.
è äëÿ âñåõ j ∈ N

lim
N →+∞

ess sup
t∈Tj

d(µ[.; .t] ,
1
N

N∑

k =1

δfk(t)[.]) = 0 .

Åñëè ìåðîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ µ[.; .] íå ÿâëÿåòñÿ ï.â. ïîñòîÿííîé, òî ìíî-
æåñòâà Tj ìîæíî âûáèðàòü çàìêíóòûìè.

Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ
ìíîæåñòâà X ∈ clU îáîçíà÷èì ÷åðåç MX çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñò-
âî ìåð µ[.] ∈ M(U), äëÿ êîòîðûõ suppµ ⊆ X. Åñëè X,Y ∈ clU , òî
distd(MX ,MY ) = distρ ′(X,Y ).

Òåîðåìà 7 ïîçâîëÿåò ¾îâûïóêëèòü¿ çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè ï.ï. ïî
Ñòåïàíîâó ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé F : R→ clU . Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà (êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ï.ï. ïî Âåéëþ è ï.ï. ïî Áåçèêî-
âè÷ó ôóíêöèé) ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 7.
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : R → clU èìååò ï.ï. ïî
Ñòåïàíîâó ñå÷åíèå f ∈ S(R,U) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ñå÷åíèå µ[.; .] ∈ S1(R,M(U)) ó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ R 3 t →MF (t) ⊆ (M(U), d).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (U , ρ) � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, F ∈ S(R, clU). Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ S(R,U) òà-
êàÿ, ÷òî f(t) ∈ F (t) ï.â. è Mod f ⊆ Mod F.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî M(U) ìîæíî âëîæèòü (ñ ñî-
õðàíåíèåì âûïóêëûõ êîìáèíàöèé) â íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
(H, ‖.‖), íîðìà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò íà çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå
M(U) ìåòðèêó, ýêâèâàëåíòíóþ ìåòðèêå Ëåâè�Ïðîõîðîâà d (ñì., íàïðè-
ìåð, ðàáîòó [11], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ìåðîçíà÷-
íûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå çíàêîïåðåìåííûõ ìåð). Ïî-
ýòîìó â ñèëó òåîðåìû Ìàéêëà (è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ MX ) ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

(clU , distρ ′) 3 X → X(X) ∈MX ⊆ (M(U), d).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî (clU , distρ ′) ïîëíîå è F ∈ S(R, clU), òî äëÿ êîì-
ïîçèöèè X(F (.)) èìååì

X(F (·)) ∈ S1(R,M(U)), Mod X(F (·)) ⊆ Mod F (·)
(ñì. [7]) è suppX(F (t)) ⊆ F (t) ï.â. Òåïåðü ïðèìåíåíèå òåîðåìû 9 (èëè
òåîðåìû 7) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. ¤

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1 áûëî ïåðâîíà÷àëüíî äîêàçàíî â [12] íà îñíî-
âå ðåçóëüòàòîâ Ôðèøêîâñêîãî [13]. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå
ðàâíîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ ï.ï. ïî Ñòåïàíîâó ôóíêöèé ýëåìåíòàðíûìè
(ïðèíèìàþùèìè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé) ï.ï. ïî Ñòå-
ïàíîâó ôóíêöèÿìè, ïðèâåäåíî â [7].
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L. I. Danilov
On almost periodic sections of multivalued maps

A number of assertions is given of Stepanov almost periodic sections of multivalued
maps.
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