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ÏÎËÓßÂÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ è äîïîëíèòåëü-
íûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâÿçè. Êîíñòðóèðóþòñÿ ïîëóÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû òèïà
Ðîçåíáðîêà. Ïðèâåäåíà òåîðåìà î ïîðÿäêå ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä Ðîçåíáðîêà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

ẏ(t) = f(t, y(t), z(t), yt(·), zt(·)), 0 = g(t, y(t), z(t), yt(·), zt(·)) (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(t0) = y0, z(t0) = z0,

yt0(·) = {y0(s), −τ 6 s < 0}, zt0(·) = {z0(s), −τ 6 s < 0},
ãäå t ∈ [t0, t0 + θ] ⊂ R, y ∈ Rn, z ∈ Rm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) íà
[t0, t0 + θ]. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè gz ñóùåñòâóåò
è îáðàòèìà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

S-ýòàïíûì ìåòîäîì òèïà Ðîçåíáðîêà ñ íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ αi,
σi, αij , γij áóäåì íàçûâàòü ÷èñëåííóþ ìîäåëü ñëåäóþùåãî âèäà:

ul+1 = ul +
s∑

i=1

σi · ki(utl(·), vtl(·)), vl+1 = vl +
s∑

i=1

σi · pi(utl(·), vtl(·)), (2)

ãäå îòîáðàæåíèÿ ki(utl(·), vtl(·)) è pi(utl(·), vtl(·)) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ s ñèñòåì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
ki è pi :

ki = ∆ · f(tl + αi∆, ri, wi, utl+αi∆(·), vtl+αi∆(·))+

+ ∆
i∑

j=1

γij(
∂f

∂u
· kj +

∂f

∂v
· pj) + ∆2

i∑

j=1

γij∂tf, i = 1, . . . , s, (3)
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0 = ∆ · g(tl + αi∆, ri, wi, utl+αi∆(·), vtl+αi∆(·))+

+ ∆
i∑

j=1

γij(
∂g

∂u
· kj +

∂g

∂v
· pj) + ∆2

i∑

j=1

γij∂tg, i = 1, . . . , s. (4)

Çäåñü ÷åðåç ri, wi îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: ri =

ul +
i−1∑

j=1

αij · kj(utl(·), vtl(·)), wi = vl +
i−1∑

j=1

αij · pj(utl(·), vtl(·)), i = 1, . . . , s.

×åðåç ∂f

∂u
è ∂tf îáîçíà÷åíû ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è êîèíâà-

ðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå (tl, ul, vl, utl(·), vtl(·)) (ñì. [1, c. 41]).
Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñèñòåìó (1) è øàã ðàç-

áèåíèÿ ∆ ñèñòåìà (3)�(4) ðàçðåøèìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìåòîä (2)�(4) èìååò íåâÿçêó [1, c. 105] ïîðÿäêà p,

îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè-ýêñòðàïîëÿöèè ïðåäûñòîðèè ìîäåëè [1, c. 97, 102]
èìååò ïîðÿäîê p. Òîãäà ìåòîä ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
ìåòîäà íå ìåíüøå p.

Íàïðèìåð, óäàëîñü ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ìåòîäà òðå-
òüåãî ïîðÿäêà: α2 = 0.6, α3 = α4 = 1, σ1 =

8
27

, σ2 =
125
216

, σ3 = 0, σ4 =
1
8
,

(γij) =




1
4 0 0 0

− 6
25

1
4 0 0

2
3 0 1

4 0
− 5

27 − 25
108 −1

4
1
4


 , (αij) =




0 0 0 0
3
5 0 0 0

29
54

25
54 0 0

2
27

25
27 0 0


 .
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