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Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ñëîåíèé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ

ẋ = f(x, u), x ∈ M, u ∈ U ⊂ Rm, (1)

ãäå M � ãëàäêîå (êëàññà C∞ ) ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ñ
íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé g, U � êîìïàêò, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
u ∈ U âåêòîðíîå ïîëå f(·, u) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êëàññà C∞, à îòîáðàæå-
íèå f : M × U → TM íåïðåðûâíî, ãäå TM � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè ñ÷èòàþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè
u : [0, T ] → U, ãäå 0 < T < ∞. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1),
ñîîòâåòñòâóþùèå äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-
ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ x : [0, T ] → M. Öåëü óïðàâëåíèÿ � ïðèâåäåíèå
ñèñòåìû â íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå (öåëåâîå) ñîñòîÿíèå η ∈ M. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x0 ∈ M óïðàâëÿåìà èç òî÷êè η çà âðåìÿ T > 0, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ x : [0, T ] → M ñèñòåìû (1), ÷òî x(0) = x0,
x(T ) = η .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gη(< T ) ìíîæåñòâî òî÷åê M, êîòîðûå óïðàâëÿåìû
èç òî÷êè η çà âðåìÿ, ìåíüøåå T. Ñ÷èòàåì, ÷òî η ∈ Gη(< T ) äëÿ êàæäîãî
T > 0. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê M, óïðàâëÿåìûõ èç òî÷êè η, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì óïðàâëÿåìîñòè ñ öåëåâîé òî÷êîé η è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gη.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ (êëàññà C∞ ) âåêòîðíûõ ïîëåé
íà M ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, â êîòîðîé ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíûõ ïîëåé
X è Y ñëóæèò èõ ñêîáêà Ëè [X, Y ]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âåê-
òîðíûõ ïîëåé {f(·, u) : u ∈ U}, ÷åðåç A(D) � ìèíèìàëüíóþ ïîäàëãåáðó
Ëè, ñîäåðæàùóþ D.

Îðáèòà L(x) ìíîæåñòâà D, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x ∈ M, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê y èç M âèäà
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ãäå ti � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, i = 1, 2, . . . , l, t → Xt(x) � èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x ïðè t = 0 .

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ω(x,X) îòîáðàæåíèÿ t → Xt(x) çàâèñèò îò
x è X. Â äàëüíåéøåì âñþäó â çàïèñÿõ âèäà Xt(x) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
t ∈ Ω(x,X), ãäå x ∈ M, X ∈ D .

Èç îïðåäåëåíèÿ îðáèòû âûòåêàåò, ÷òî Gη ⊂ L(η) äëÿ âñåõ η ∈ M. Èç-
âåñòíî, ÷òî êàæäàÿ îðáèòà D ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì
ìíîãîîáðàçèÿ M è ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M íà îðáèòû D ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ãëàäêîå (êëàññà C∞ ) ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè [1]. Ýòî ñëîåíèå
îáîçíà÷èì ÷åðåç F . Òàêèì îáðàçîì, îðáèòû D ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè ñëîå-
íèÿ F.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimAx(D) = k äëÿ âñåõ x ∈ M, ãäå 0 < k <
n, Ax(D) = {X(x) : X ∈ A(D)}. Â ýòîì ñëó÷àå F ÿâëÿåòñÿ k -ìåðíûì
ñëîåíèåì, òî åñòü âñå åãî ñëîè (îðáèòû) k -ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ [1]. Â
ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè
ñëîåíèé â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. Ìû çäåñü îòìåòèì äâå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ,
â ðåøåíèè êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû òåîðèè ñëîåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâ-
ëÿåìà íà L(η0), åñëè Gη = L(η0) äëÿ âñåõ η ∈ L(η0).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñëè ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
âïîëíå óïðàâëÿåìîñòè íà îäíîì ôèêñèðîâàííîì ñëîå ñëîåíèÿ F, òî ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (1) îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì íà áëèçêèõ ê äàííîìó
ñëîþ ñëîÿõ?

Ýòîò âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ çàäà÷àìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè ñëîåíèé î
ëîêàëüíîé ñòàáèëüíîñòè ñëîÿ â ñìûñëå Äæ.Ðèáà [2]. Â ðàáîòå [3] äàí îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà ñëîé L0 ñëîåíèÿ F, â îêðåñòíîñòè
êîòîðîãî èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà (1), ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïðè ýòîì òðåáóåò-
ñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû Äæ.Ðèáà î ëîêàëüíîé ñòàáèëüíîñòè. À
èìåííî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü L0 � êîìïàêòíûé ñëîé ñëîåíèÿ F ñ êîíå÷íîé

ãðóïïîé ãîëîíîìèè. Òîãäà åñëè ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà L0 ,
òî îíà âïîëíå óïðàâëÿåìà íà ñëîÿõ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê L0.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Äæ.Ðèáà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîå ñëîåíèå êî-
ðàçìåðíîñòè îäèí, L0 � îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûé ñîáñòâåííûé ñëîé
ñ êîíå÷íîïîðîæäåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé. Òîãäà åñëè ãðóïïà ãî-
ëîíîìèè ñëîÿ L0 òðèâèàëüíà, òî äëÿ êàæäîãî r > 0 ñóùåñòâóåò èíâà-
ðèàíòíîå ìíîæåñòâî V òàêîå, ÷òî L0 ⊂ V ⊂ Ur, è ñóæåíèå F íà V
ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàä R1 ñî ñëîåì L0 .

Â ðàáîòå [5] ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ðèáà, äîêàçàííûì
À.ß Íàðìàíîâûì, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñëîé L(x0) ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçè-
åì M è èìååò òðèâèàëüíóþ ãðóïïó ãîëîíîìèè. Òîãäà åñëè îòîáðàæåíèå
x → L(x) íåïðåðûâíî â òî÷êå x0 , òî ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà íà
îðáèòàõ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê L(x0).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Áåëëìàíà äëÿ çàäà-
÷è áûñòðîäåéñòâèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Áåëëìàíà äëÿ çàäà÷è áûñòðî-
äåéñòâèÿ Tη(x) : Gη → R1 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Tη(η) = 0 è

Tη(x) = inf{τ > 0 : ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿα(t) : [0, τ ] → M ñèñòåìû (1),
÷òî α(0) = x, α(τ) = η}, åñëè x ∈ Gη\{η}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñëîé (îðáèòà) L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè
êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ i : L → M ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî åñòü êîãäà
òîïîëîãèÿ ñëîÿ ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé èç M .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Áåëë-
ìàíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñëîé áûë ñîáñòâåííûì [6].

Òåîðåìà 4. Åñëè ìíîæåñòâî Gη ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì ñëîåì, òî
ôóíêöèÿ Áåëëìàíà òåðïèò ðàçðûâ â êàæäîé òî÷êå Gη .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü dimAx(D) ≡ const äëÿ âñåõ x ∈ Gη. Òîãäà äëÿ
òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ Áåëëìàíà áûëà íåïðåðûâíîé íà Gη, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Gη áûëî ñîáñòâåííûì ñëîåì.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû, äîêàçàííûå àâòîðàìè, äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
òîãî, ÷òîáû îðáèòà áûëà ñîáñòâåííûì ñëîåì ñëîåíèÿ F.

Òåîðåìà 6. 1. Îðáèòà L0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñëîåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà L0 ∩ Ω(L0) = ∅.

2. Îðáèòà L0 ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì ñëîåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Ω(L0) = L0, ãäå L0 � çàìûêàíèå îðáèòû L0 â M.

Òåîðåìà 7. Åñëè ñëîé L ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì M,
òî îí ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
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The possibility of applying the foliation theory in the control theory is considered
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