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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ êîíñòðóèðóþòñÿ
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðåíû ìåòîä ïðÿìûõ è íåÿâíàÿ ñåòî÷íàÿ ñõå-
ìà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèåé. Ïðèâåäåíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäíåãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, çàïàçäûâàíèå, ÷èñëåííûå
ìåòîäû, ìåòîä ïðÿìûõ, íåÿâíàÿ ñõåìà.

Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ó èññëåäîâàòåëåé âûçûâàþò

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ýôôåêòàìè çàïàçäûâàíèé ïî âðåìåí-
íîé ñîñòàâëÿþùåé. Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû òàêèõ îáúåêòîâ èçó÷àëèñü, â
÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè [1]. Ãîðàçäî ìåíüøå ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àë-
ãîðèòìû ðåøåíèÿ äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ìîæíî îòìåòèòü ëèøü ðàáîòó [2],
ãäå ñ ïîçèöèè ïðèñóùåãî àâòîðó ïîäõîäà ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ñ
çàïàçäûâàíèåì êàê ê íåïðåðûâíîìó ìåòîäó ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ àíàëîã
íåÿâíîãî ìåòîäà òðàïåöèé.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû ìåòîäà ïðÿìûõ, êîòîðûå ñâî-
äÿòñÿ ê ðåøåíèþ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ)
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ñèñòåì ÔÄÓ ÷èñëåííûå ìåòîäû õîðîøî ðàçðà-
áîòàíû, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîçèöèè ïîäõîäà [3], îñíîâàííîì íà èäåå ðàçäåëåíèÿ
êîíå÷íîìåðíîé è áåñêîíå÷íîìåðíîé ôàçîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ è èäåå ïðèìå-
íåíèÿ èíòåðïîëÿöèè ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè äèñêðåòíîé ïðåäûñòîðèè ìî-
äåëè. Îäíàêî ïðè äèñêðåòèçàöèè ïî äâóì ïåðåìåííûì âîçíèêàþò æåñòêèå
çàäà÷è [4], êîòîðûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ ìåòîäîâ äàþò îãðàíè÷åíèå
íà âðåìåííîé øàã, ÷àñòè÷íî ïðîáëåìà ïðåîäîëåâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñïå-
öèàëüíûõ ìåòîäîâ. Â ðàáîòå ñ ïîçèöèè ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ êîíñòðóèðóåòñÿ
íåÿâíàÿ ñõåìà ñ ïðîñòåéøèì âèäîì èíòåðïîëÿöèè äèñêðåòíîé ïðåäûñòî-
ðèè ìîäåëè � êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèè è èññëåäóåòñÿ å¼ ïîðÿäîê
ñõîäèìîñòè.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè âèäà

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t, u(x, t), ut(x, ·)), (1.1)
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çäåñü x ∈ [0, X] � ïðîñòðàíñòâåííàÿ è t ∈ [0, T ] � âðåìåííàÿ íåçàâèñèìûå
ïåðåìåííûå; u(x, t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ; ut(x, ·) = {u(x, t+s),−τ 6 s < 0}
� ôóíêöèÿ-ïðåäûñòîðèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ê ìîìåíòó t; τ � âåëè÷èíà
çàïàçäûâàíèÿ.

Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, t) = ϕ(x, t), x ∈ [0, X], t ∈ [−τ, 0] (1.2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0, t) = g0(t), u(X, t) = g1(t), t ∈ [0, T ]. (1.3)

Çàäà÷à (1.1)�(1.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ îáùåãî âèäà.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè ϕ, g0 , g1 è ôóíêöèîíàë f òàêîâû,
÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t), ïîíèìàåìîå â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñìûñëå. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëèñü â [1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q = Q[−τ, 0) ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(s), êóñî÷íî
íåïðåðûâíûõ íà [−τ, 0) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðî-
äà, â òî÷êàõ ðàçðûâà íåïðåðûâíûõ ñïðàâà. Îïðåäåëèì íîðìó ôóíêöèé íà
Q ñîîòíîøåíèåì ‖u(·)‖Q = sups∈[−τ,0) |u(s)|. Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f(x, t, u, v(·)) îïðåäåëåí íà [0, X]×[0, T ]×R×Q
è ëèïøèöåâ ïî äâóì ïîñëåäíèì àðãóìåíòàì, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêàÿ êîí-
ñòàíòà L , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, X], t ∈ [0, T ], u1 ∈ R, u2 ∈ R, v1(·) ∈ Q,
v2(·) ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ

|f(x, t, u1, v1(·))− f(x, t, u2, v2(·))| 6 L(|u1 − u2|+ ‖v1(·)− v2(·)‖Q).

� 2. Àëãîðèòìû ìåòîäà ïðÿìûõ

Ðàçîáüåì îòðåçîê èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé [0, X] íà
÷àñòè ñ øàãîì h = X/N, ââåäÿ òî÷êè xi = ih, i = 0, . . . , N.

Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé u(xi, t) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ui(t) , ïðåäûñ-
òîðèè ýòèõ ôóíêöèé ê ìîìåíòó t îáîçíà÷èì ui

t(·) = {ui(t+s),−τ 6 s < 0}.
Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå f i(t, ui(t), ui

t(·)) = f(xi, t, u
i(t), ui

t(·)).
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó àïïðîêñèìàöèè ïî òðåì óçëàì íà ñåðåäèíó äëÿ

âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî x ïðè i = 1, . . . , N − 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u̇i(t) =
a2

h2
(ul−1(t)− 2ui(t) + ui+1(t)) + f i(t, ui(t), ui

t(·)) (2.1)

ñ ôóíêöèîíàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ui(t) = ϕi(t) = ϕ(xi, t), t ∈ [−τ, 0]. (2.2)
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Çàäà÷à (2.1)�(2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÔÄÓ,
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êîòîðîé (îñíîâàííûå íà äèñêðåòèçàöèè ïî âðå-
ìåíè) õîðîøî ðàçðàáîòàíû, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [3].

Êàê ïîêàçàëè òåñòîâûå ïðèìåðû, âîçíèêàþùàÿ ïðîáëåìà æåñòêîñòè
ïðè ïðèìåíåíèè ÿâíûõ ìåòîäîâ, ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà øàã ∆ äèñ-
êðåòèçàöèè ïî âðåìåíè, à ñëèøêîì ìåëêèé øàã ïî âðåìåíè âåäåò ê íàêîï-
ëåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü ìåòîäà.
Ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü, ðåøàÿ çàäà÷ó (2.1)�(2.2) ñïåöèàëüíûìè ìåòîäà-
ìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, ìåòîäîì
Ðîçåíáðîêà, îòíîñÿùèìñÿ ê ÷èñëó ïîëóÿâíûõ, èëè ÷èñòî íåÿâíûìè. Ðàñ-
ñìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäèôèêàöèþ ïðîñòåéøåãî íåÿâíîãî ìåòîäà
Ýéëåðà ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèåé ïðåäûñòîðèè, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò íåÿâíîé ñåòî÷íîé ñõåìå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.3).

� 3. Íåÿâíàÿ ñåòî÷íàÿ ñõåìà

Ðàçîáüåì îòðåçîê èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé [0, X] íà
÷àñòè ñ øàãîì h = X/N, ââåäÿ òî÷êè xi = ih, i = 0, . . . , N, è ðàçî-
áüåì îòðåçîê èçìåíåíèÿ âðåìåííîé ïåðåìåííîé [0, T ] íà ÷àñòè ñ øàãîì
∆ = T/M, ââåäÿ òî÷êè tj = j∆, j = 0, . . . , M. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè-
÷èíà τ/∆ = K � öåëîå ÷èñëî.

Ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé u(xi, tj) â óçëàõ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ui,j .
Ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì i = 0, . . . , N ââåäåì äèñêðåòíóþ ïðåäûñ-
òîðèþ ê ìîìåíòó tj , j = 0, . . . , M : ui

j = {ui,k, j − K 6 k 6 j}.
Îïåðàòîðîì èíòåðïîëÿöèè äèñêðåòíîé ïðåäûñòîðèè íàçîâåì îòîáðàæåíèå
I : ui

j → vi(·) ∈ Q.
Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïðîñòåéøèé ñïîñîá èíòåð-

ïîëÿöèè � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ:

vi(tj + s) = ui,k, tk 6 tj + s < tk+1.

Íåÿâíîé ñõåìîé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèåé íàçîâåì ñèñòåìó

ui,j+1 − ui,j

∆
= a2 ul−1,j+1 − 2ui,j+1 + ui+1,j+1

h2
+

+ f(xi, tj , u
i,j , vi

tj (·)), i = 1, . . . , N − 1, j = 0, . . . , M − 1, (3.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ui,0 = ϕ(xi, 0), i = 0, . . . , N, (3.2)
vi(t) = ϕ(xi, t), t < 0, i = 0, . . . , N (3.3)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u0,j = g0(tj), uN,j = g1(tj), j = 0, . . . , M. (3.4)
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Ñèñòåìà (3.1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè-
íåéíóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ui,j+1 ñ äèàãîíàëüíûì
ïðåîáëàäàíèåì, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà ìåòîäîì ïðîãîí-
êè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç εi,j âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà

εi,j = u(xi, tj)− ui,j , i = 0, . . . , N, j = 0, . . . , M.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ, åñëè εi,j → 0 ïðè h → 0 è ∆ → 0
äëÿ âñåõ i = 0, . . . , N è j = 0, . . . , M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä ñõîäèòñÿ
ñ ïîðÿäêîì hp + ∆q, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
|εi,j | 6 C(hp + ∆q) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , N è j = 0, . . . , M.

Òåîðåìà 1. Ìåòîä (3.1)�(3.4) ñõîäèòñÿ ñ ïîðÿäêîì h2 + ∆ .
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Numerical methods of solution for heat equation with delay

Numerical methods of solution are designed for the equation of heat conductivity
with e�ect of delay. The method of straight lines and the implicit scheme with piece-
constant interpolation are considered. The theorem of convergence of the last method
is presented.
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