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���� ��� ������ �������� ������� �������	����� ����������
��� ��	����� �	 ������	� ��	�	��
��������� ������� ��������	��
� ��� 	��� ����� ��	��	�����	�	 �	�� 	 ����	������ �������������
�� ��	����� �����
	��
 �� ����	�� �� ���	����	 [0,∞).

�������� ��	�
! ��""	�	�#������	 ����� ��������	 ��	��	������	� ������� ����	� $����
�����

� �� ���������� ����� 

� ����������� R
k (k � 2) ��������������� �������� ��!"��� �#�� Γ n+1 !� $ n ��%

�!�������!�& P1, . . . , Pn � '(�#�)*�& E.
+�,�� ���-���� ,�-��#� �. ���!�������!�& Pi ����� ���

ẋi = axi + ui, ‖ui‖ � 1. /�
�0

+�,�� ���-���� '(�#�)*�#� E ����� ���

ẏ = ay + v, ‖v‖ � 1. /�
�0

+���" xi, y, ui, v ∈ R
k, a ∈ R

1. 1�� t = 0 .����� ��2�!"��� �.� �� ���!�������!�&

x0
1, . . . , x

0
n � '(�#�)*�#� y0, ��2�� x0

i �= y0 �!� ���3 i = 1, . . . , n.
1����!�#�����4 2�� '(�#�)*�& E �� �,����� ��',!�& ,��'�

D = {y : y ∈ R
k, (pj , y) � 0, j = 1, . . . , r},

#�� p1, . . . , pr 5 �����2��� ��,���� R
k ��,��4 2�� Int D �= ∅, y0 ∈ IntD.

1�� a = 0 � ���'������ ��.���3 �#����2���& .���2� �����������!��" � [�], �� a = 0 �

��.����� �#����2������ .���2� �����������!��" � [�, 6]. 1�� a < 0 � ���'������ ��.���3

�#����2���& .���2� �����������!��" � [7], �� a < 0, n � k � ��.����� �#����2������
.���2� �����������!��" � [�]. � ��(��� [8] ��,�.���4 2�� ��!� a < 0, n < k � '(�#�)*�&

�� �,����� ����!� ,��'��4 �� � �#�� ����3���� ',!������ �� �����2� � ,!���� ,'��2��%

��#������3 ������#�&
 � �����& ��(��� ���!�#�2��& ��.'!"��� ��,�.������� � �!'2�� a > 0.
1'��" σ 5 ��.(����� 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . . �������!� (0,∞), �� ���)*��

,���2��3 ��2�, �#'*����4 Dr(q) 5 9�� ����'�� r �  ������ � ��2,� q.
�!"#�#$#� # �� ���������	�
	����� ��	���
�� V �#��,� E, .������& �� [0,∞), ��%

��������')*�& ��.(����) σ, ��.������� ����&���� ���(��-���& {bl}∞l=0, �����*�3 � �������%
����� ��!�2����

(tl, x1(tl), . . . , xn(tl), y(tl))

�.�����') �'�, �) v = vl(t), �����!���') �!� t ∈ [tl, tl+1) � ��,')4 2�� ‖vl(t)‖ � 1 4
y(t) ∈ D 4 t ∈ [tl, tl+1).

�!"#�#$#� # %� :'��� #������"4 2�� � �#�� Γ ����3���� ��������� �� ���	���4 ��!�

�'*����')� ��.(����� σ, ������#�� V �#��,� E, ����������')*�� σ ��,��4 2�� �!� !)(�3

����,����& x1(t), . . . , xn(t) ���!�������!�& P1, . . . , Pn ���!���� xi(t) �= y(t), t � 0, i =
1, . . . , n, #�� y(t) 5 ���!�.����9���� ����,����� E.



�7 �
;
 <'������

���������� ���	
 ��
 �

� %� ����"�#� # ��"��#&  '�$��#� (

#))� �� ����� q ∈ R
k ������ ��� Dr(q) ⊂ D. ��
�� ��� ����
� t > 0 Dreat(qeat) ⊂ D.

*#�"#)� �� ���� a > 0, n < k, �� � �
	� Γ �	�������� ��������� �� ���	����

� � , � . � � � ! " � � � �
 ��."��� 9�� ��,�&4 2�� Dr(q) ⊂ D, y0 ∈ Int Dr(q). =(�.��2��

2���. ε ���������� �� y0 �� #���� � Dr(q).
�� 1'��" aε � 1.
+����� ��.(����� σ �������!� (0,∞) � ������#�) V '(�#�)*�#� E, ����������')*')

������' ��.(����)4 �!��')*�� �(��.��$ σ = {0,∞}, v(t) = v0, #�� v0 �����!����� �.

'�!���� (v0, y0 − x0
i ) = 0, i = 1, . . . , n, (v0, y0 − q) � 0, ‖v0‖ = 1. =������4 2�� v0 ���#��

�'*����'��4 ��, ,�, n < k.

1�,�-��4 2�� y(t) �= xi(t) �!� ���3 t ∈ [0,∞). �����

y(t) = eaty0 +
∫ t

0
ea(t−τ)v0 dτ ; xi(t) = eatx0

i +
∫ t

0
ea(t−τ)u(τ) dτ.

1�>���' �!� t ∈ [0,∞) �!'2��

‖y(t) − xi(t)‖ � ‖eaty0 + M(t)v0 − eatx0
i ‖ − M(t) =

=
√

e2at(y0 − x0
i )2 + (M(t))2 − M(t) > 0.

+���" M(t) =
∫ t

0
ea(t−τ) dτ. ��, ,�, y0 �= x0

i �!� ���3 i, �� ��,�.���4 2�� y(t) �= xi(t) �!�

���3 i � ���3 t. ��,�-�� �!� ���3 t � 0 �����������

‖y(t) − eatq‖ � eatr. /�
�0

��&������!"��4

‖y(t) − eatq‖ = ‖eaty0 − eatq +
eat − 1

a
v0‖ �

�

√
(eat‖y0 − q‖)2 +

(
eat − 1

a

)2

�

√
e2at(r − ε)2 +

(
eat − 1

a

)2

. /�
�0

?!�������!"��4 �!� ��,�.���!"���� /�
�0 �������2�� ��,�.��"4 2�� �!� ���3 t > 0 ���%

���!��� ����������� √
e2at(r − ε)2 +

(
eat − 1

a

)2

� eatr

�!�

ε2 + e−2at

(
eat − 1

a

)2

� 2rε. /�
60

��, ,�, aε � 1, �� �!� ���3 t � 0 ������!��� ����������� 1 − e−at � aε. ?!�������!"��4
e−at(eat − 1)

a
� ε �!� ���3 t � 0.

��, ,�, ε � r, �� ε � √
rε � �� �!'2���4 2�� �!� ���3 t � 0 ������!��� �����������

e−at

(
eat − 1

a

)
�

√
rε.
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e−2at

(
eat − 1

a

)2

� rε. /�
70

��, ,�, ε2 � rε, �� �. /�
70 �!��'�� �����������$

ε2 + e−2at

(
eat − 1

a

)2

� 2rε.

��� ����� /�
60, � �!�������!"��4 � ����������� /�
�0 ��,�.���
 �. /�
�0 �!��'��4 2��

y(t) ∈ Dr(q) ⊂ Int D �!� ���3 t � 0. +��2��4 ������#�� V ��!����� ������#��& ',!������


%� 1'��" aε < 1. ��(���� τi = −1
a

ln
(

1 − aε

i + 1

)
. =������4 2�� τi > 0 �

∞∑
i=1

τi = ∞.

=����!�� ������� ti ����

t0 = 0, t1 = τ1, . . . , ti+1 = ti + τi.

� ,�2����� ��.(����� σ �������!� (0,∞) ��."��� ��.(����� {ti}∞i=0. +������ ������#�) V
'(�#�)*�#� E �!��')*�� �(��.��$ v(t) = vj , t ∈ [tj, tj+1), #�� vj �����!����� �. '�!���&

(vj , y(tj) − xi(tj)) = 0, i = 1, . . . , n, (vj , y(tj) − q) � 0, ‖vj‖ = 1.
1�,�-��4 2�� y(t) �= xi(t) �!� ���3 t ∈ [0,∞). 1'��" t ∈ [tk, tk+1). ��#��

y(t) = ea(t−tk)y(tk) +
∫ t

tk

ea(t−τ)vk dτ ;

xi(t) = ea(t−tk)xi(tk) +
∫ t

tk

ea(t−τ)uk(τ) dτ.

1�>���' �!� t ∈ [tk, tk+1)

‖y(t) − xi(t)‖ � ‖ea(t−tk)y(tk) + Mk(t)vk − ea(t−tk)xi(tk)‖ − Mk(t) =

=
√

e2a(t−tk)(y(tk) − xi(tk))2 + (Mk(t))2 − Mk(t) > Mk(t) − Mk(t) = 0.

+���" Mk(t) =
∫ t

tk

ea(t−τ) dτ. ��,�� �(��.��4 ��!� ���,� �� ���.�9!� �� ������� tk, ��

��� �� ���.�&��� � �� �������!� [tk, tk+1). � ��, ,�, y0 �= x0
i �!� ���3 i, �� ��,�.���4 2��

y(t) �= xi(t) �!� ���3 i � ���3 t.

1�,�-��4 2�� �!� ���3 t ∈ [0, t1] ������!��� �����������

‖y(t) − eatq‖ � eat
(
r − ε

2

)
. /�
�0

�. (2.2) �!��'��4 2�� �������2�� ��,�.��" �����������

√
e2at(r−ε)2 +

(
eat−1

a

)2

� eat
(
r − ε

2

)
,

,������ ��!� ���!�-��3 ���(��.�����& ��������� , ����������' ε2 +
(
(1 − e−at)/a

)2 �
� rε + (ε2/4). 1��!����� ����������� ������!���4 ��, ,�, ε2 � rε � (1 − e−at)/a � ε/2 �!�

���3 t ∈ [0, t1], � ��!' ��(��� t1. ��� ����� ����������� /�
�0 ��,�.���


��, ,�, Dreat1 (eat1q) ⊂ D, �� ���������� �� ��2,� y(t1) �� #���� � D �� ���"9�4 2��

eat1
ε

2
�4 �!�������!"��4 �� ���"9�

ε

2
.

��(���� ��2,' q̃1 ��,')4 2�� D
�q1

(r) ⊂ D, y(t1) ∈ D
�q1

(r) � ‖y(t1) − q̃1‖ = r − ε

2
.

1�������� ������ t1 .� ��2�!"��& � �!�#��� v(t) = v1, t ∈ [t1, t2].
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��,�-��4 2�� ‖y(t) − eatq̃1‖ � eat
(
r − ε

3

)
�!� ���3 t ∈ [t1, t2].

‖y(t) − eatq̃1‖ =

= ‖eaty(t1) − eatq̃1 +
eat − 1

a
v1‖ = ‖eat(y(t1) − q̃1) +

eat − 1
a

v1‖ =

=

√
e2at(y(t1) − q̃1)2 + 2eat

eat − 1
a

(y(t1) − q̃1, v1) +
(

eat − 1
a

)2

�

�

√
e2at

(
r − ε

2

)2
+

(
eat − 1

a

)2

� eat

√(
r − ε

2

)2
+

(
1 − e−at

a

)2

=

= eat

√(
r − ε

2

)2
+

ε2

9
� eat

(
r − ε

3

)
.

��� ����� ���('���� ����������� ��,�.���


1����!-��� �����& �� ��� ��!�� � �!��')*�& �3���$ �������� ������ tk−1 .� ��%

2�!"��& � �!�#��� v(t) = vk−1, t ∈ [tk−1, tk].
��,�� �(��.�� �!'2���4 2�� �!� ���3 t ∈ [tk−1, tk]

‖y(t) − eatq‖ � eat

(
r − ε

k + 1

)
. /�
80

�. /�
80 �!��'��4 2�� y(t) ∈ Dreat(qeat) ⊂ Int D �!� ���3 t � 0.
+��2��4 ������#�� V ��!����� ������#��& ',!������
 �

%$&%'( )&*+�,*-�.
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