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��������� ������ ��  !�!�"���#�$ �����!��� %�& ������'!( ����)�(# *���+�! +��,,
(�)�$ �!*!��� �����!��� ��������#��-� ����� .,�/!��� 0  !+(��� !-� ��-���(1 ���
�,,�!������� 1�(!1�(�)!,+�$ 1��!�!�  ���+� � 1!$���+� +��(����1�2 �/����34�$ �� ,��!1�
��,(��!��3 *���+�� -������ ,�11!(���� ���-�)�,�!��! ���1!� ���$ �!(������#�$
�!*!��� � -������ ����1�+! 1�5�� ���(� � ��/�(�$ %�2 62 7&�

��������(�! �!*!��' ,(��'(,' ��(!1 ����,����' + �,$����� ,�,(!1! ��  !�!�"���#8
�$ �����!��� ��!�,(���!��� �,!$ �,$���$  ��+"�� )!�!� ��������(� ��' )�,(�)�� ��8
������(�$ �!*!��� ��*# )�,(# �,+�1$  ��+"�� �1!!( (�+�! ��!�,(���!��!2 � �,(��*�!,'
'��'3(,'2 ���/4! -����'2 ��������#�1�� 9�+�' ,�(��"�' ����5��!( �!�!���!�!�!���3 ,�,(!8
1� ��  !�!�"���#�$ �����!��� ��' 0(�$  ��+"��2 )�,�� +�(��$ 1!�#*! )�,�� �����!���
� �,$����� ,�,(!1!� �,����' ,��1!,(��,(� 0(�� �!�!���!�!�!���� ,�,(!1 ��� ����!�!��� !!
� �����3"�� ,��5�( ��' ���!�!�!��' 0(�$  ��+"��2 �������$ � %�& :��*��1�;� <���!�!8
��! �!�!���!�!�!���� ,�,(!1 ��  !�!�"���#�$ �����!��� � �����3"�3 �,�4!,(��'!(,'
��-���(1�1 ���(���2 �� !-� ���+(�)!,+�' �!�����"�' � +��+�!(�$ ,��)�'$ 1�5!( �+���(#,'
��,(�(�)�� ,��5���� �1!,(! , (!12 )�,(�)�� ��������(�! �!*!��' ��!�,(���'3( ���)�(!�#8
�� ��(!�!,2 ��,+��#+� ��� �/����3( /��#*!� �/4��,(#3 �� ,����!��3 , ��������(�1� �
�! 1�-�( /(# ����)!� ���)!2 )!1 �!-��'��1 ���1!�!��!1 (!��!(�+�8-������$ 1!(�����

���#�!�*�1 �/�/4!��!1 ��������(�$ �!*!��� '��'3(,' ��  !�!�"���#�� ��������(8
�!� .�� ����)�3(,' ��� ����,����� + ,�,(!1! ��  !�!�"���#�$ �����!��� ,��(��*!���2
,�'���34�$ ��  !�!�"���#�! ��������( %�&� �,,�!������! ��  !�!�"���#�$ ������8
��(�� -���� �!��!���$ ��!�/��������� /�� ��)�(� � ��/�(�$ =� �,� >�� <��5! 0(� (!�8
��' ����)��� ,��! �����(�! � ��/�(�$ .�,'���+��� %�& � .��!�� %�2 ?&� �,,�!������! (�+�$
�!*!��� ��!�,(���'!(,' �)!�# ,��5��� ����)!�2 ��,+��#+� �� ,!-���'*��� �!�# �(,�(,(��!(
��+��)!���' (!���' ��  !�!�"���#�� ��������(�$ �!*!��� %�&� �1!3(,' ���1!� ��,(��!8
��' (�+�$ �!*!���2 ��,'4�! � ���)�(!�#��� 1!�! :0+,�!��1!�(��#��; $���+(!� %@2 
&� .����
�� �,����$ ���/�!1 0(�� (!���� ,!-���' '��'!(,' �(,�(,(��! (!��!1 � �!��+"�� ��  !�!�8
"���#�� ��������(�$ �!*!��� + ��������(�1 ��� )�,(�)�� ��������(�1� �!5�� (!1
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��  !�!�"���#�� ��������(�! �!*!��' ,�,(���'3( ,��!�5�(!�#�! +��,, �!*!���� 9�+2
��(!�"���#�! �!*!��' � -����8 � -�������1�+! ��!�'3(,' �,����'1� rot �u = 0 2 '��'34�8
1�,' ��  !�!�"���#�1� �����!��'1� �(��,�(!�#�� �,+�1��  ��+"�� �u � ���5�34�1�
���!�,(�� ���3 ��  !�!�"���#��-� ��������(� -���� �����!'�
� ������ ��/�(! �!*�!(,' ����)� ��,(��!��' /���,� ��  !�!�"���#�$ ��������(�� -���8

� ,�11!(��� �����!��� �����B��-�� %�	&� C(� �����!��' '��'3(,' �����'���� 1��!�#3
�����$ ����� ��' ��$ ���,�� �,! ��������(�! � )�,(�)�� ��������(�! �!*!��' %��&2
���)!1 ��+�����2 )(� �,! �(��! �!��"���3(,' + �!��1� ���5!,(�� ��������(�$ �!*!8
��� $���*� �/����1�2 )(� �/�!-)�!( ����)� ��,(��!��' ,�4!,(�!��� ���$ ��  !�!�"���#��
��������(�$ �!*!���� .(1!(�12 )(� �����, � ,�4!,(������� 1��-����)�$ �!*!��� ��'
�����!��� �����8��-�� '��'!(,' �� ,!-���'*��� �!�# �(+�(1� ��(!�!,��2 )(� ��-!/�
,�11!(��� L4 �����!��� �����B��-�� � ���(!�!-�B�! D���� '��'3(,' ���1�� �1�� �$
��!�,(���!��! '��'!(,'2+��!)��2 �����)�1�
� ��/�(! ��,(��!� '��� ��  !�!�"���#�! ��������( ��-!/� ,�11!(��� L4 �� (�!8

(#!-� ���'�+� �+�3)�(!�#��� ����!� ��!��(�� ��������(��-� ��  !�!�"�������' � ��8
,(��!� /���, ��  !�!�"���#�$ ��������(��2 ,�,(�'4�� �� )!(�!$ �/����34�$� <�,(��!�
��-!/���)!,+�! ,��(��*!��'2 ,�'���34�! ��  !�!�"���#�! ��������( � ,��� �����!���
� �$ ��������(�$ ������5!����

�  ! ���"#�"�$�%� � &"'$�&�( ���"#�"�$�%� #�)���* +#"�����, �#��"��"-��

E�,,1�(����!(,' ,�,(!1� �����!��� �����B��-�� F1��!�# 1!�+�� ���G2 ���,��34�'
��,���,(���!��! �����$ ���� �� ���!�$��,(� 5��+�,(� %�	&H⎧⎨

⎩
ht + (uh)x = 0,

ut + uux + ghx =
[h3(utx + uuxx − u2

x)]x
3h

.
F���G

� F���G )!�!� h(t, x) 2 u(t, x) �/����)!� �,�(� ,��/����� ���!�$��,(� 5��+�,(� ��� -������8
(��#�1 ���1 (h > 0) � ,�!��'' ,+���,(# ���5!��' 5��+�,(� � -������(��#��1 �������!���I
g = const J �,+��!��! ,��/����-� ���!��'�
=�,(!1� �����!��� F���G ����,+�!( -����� �!��!���$ ��!�/���������2 /���, ��-!/� >�

+�(���� �1!!( ��� %��&

X1 = ∂t, X2 = ∂x, X3 = t∂x + ∂u, X4 = t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h. F���G

9�)�! �!*!��' ��' ,�,(!1 �����!��� F���G F��������(�! � )�,(�)�� ��������(�!G2
��,(��!��! 1!(���1� -�������-� ������� %�&2 /�� ����)!� � %��&� <�+�����2 )(� �,! ����8
����(�! �!*!��' �����!��� F���G �(��,'(,' + ����1� �� ,�!��34�$ (����H
�G -����!!��8��������(�! �!*!��'H

• -����!!��8��������(�! �!*!��'2 ����5��!1! �����-!/��� 〈X1 + βX3〉 , �!4!,(8
�!��1 ����1!(��1 β �= 0 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = βt + U(y), h = H(y), UH = c1, F��6G

-�! y = x − βt2/2 2 c1 = const � � �/����)!��'$

w =
(
βc1/

√
3
)1/3

/U, y =
(
c2
1/(3β)

)1/3
ξ − c2,

-�! α = −
√

3g/(4β) 2 c2 J ��,(�'��!2  �+(��8�����!��!2 ���,��34!! ����! �!*!��'2
�1!!( ���

w
d2w

dξ2
=

1
2

(
dw

dξ

)
− ξw2 + 4αw3 − 1

2
; F��7G

• -����!!��8��������(�! �!*!��'2 ����5��!1! �����-!/��� 〈X3〉 2 �1!34�! ��!�8
,(���!��!

u = (x + u0)/t, h = h0/t, F���G

-�! u0 2 h0 J ��������#�! ��,(�'��!I
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• -����!!��8��������(�! ��(�1��!�#�! �!*!��'2 ����5��!1! �����-!/��� 〈X1 +
βX3,X4〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = βt, h =
(
β2/(2g)

)(
t2 − 2x/β

)
, F��?G

�!4!,(�!��� ����1!(� β �= 0 I
/G ,(�"������! �!*!��'2 ����5��!1! �����-!/��� 〈X1〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = U(x), h = H(x), UH = c1, F���G

-�! c1 �= 0 J �!4!,(�!��� ����1!(�� D�+(��8�����!��!2 ���,��34!! (�+�! �!*!��'2 ���8
����(,' + 0����(�)!,+�1� ��(!-����H∫ H

h0

(−3gc−2
1 H3 + c2H

2 + c3H + 3)−1/2dH = c4 ± x, F��@G

-�! c2 2 c3 2 c4 J ��,(�'��!� <���5�� � F��@G c1 = j
√

g 2 c2 = 3+6/j2 2 c3 = −6−3/j2 2 c4 = 0 2
h0 = j2 2 |j| > 1 2 ����)�1 ����,���(����! �!*!��! �����!��� �����8��-��H

u = j
√

g
(
j2 + (1 − j2) th2 ξ

)−1
, h = j2 + (1 − j2) th2 ξ, ξ =

(√
3(j2 − 1)/(2j)

)
x;

�G ��(�1��!�#�! �!*!��'2 ����5��!1! �����-!/��� 〈X4〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = tU(z), h = t2H(z), z = xt−2. F��
G

D�+(��8,�,(!1� ��'  ��+"�� U � H �1!!( ���

(UH)′ − 2zH ′ + 2H = 0,
3H

(
g + (U − 2z)U ′ + U

)
+

(
H3(U ′ + U ′2 + (2z − U)U ′′)

)′ = 0.
F���	G

���!,(�� !! ��������1!(��)!,+�! )�,(��! �!*!��! U = c1 2 H = (c1/g)(c1/2 − z) � ���1!
�!*!��� F��6GBF���	G �1!3(,' (������#�!2 ��' +�(��$ u = u0 = const 2 h = h0 = const 2 ���
0(�1 ���1�5�� u0 = 0 ��� h0 = 0 �
�,! )�,(�)�� ��������(�! �!*!��' �!��"���3(,' + ��������(�1 �2 ,�!����(!�#��2 ��/�

'��'3(,' (������#�1�2 ��/� �������!5�( + ����1� �� �+�����$ (�����
���1! (�-�2 � %��& ��+�����2 )(� �!*!��' F��6GBF���	G �,)!����3( �,! 1��5!,(�� ������8

��(�$ � )�,(�)�� ��������(�$ �!*!��� �����!��� F���G� <� ��(�1��#��� ,�,(!1! �����-!/�
��-!/� ,�11!(��� F���G ,(��'(,' ���1�5�! ��!�,(���!��' ��������(�$ � )�,(�)�� ����8
����(�$ �!*!���2 � ��(!1 ���������3(,' ����)�34�!,' ��� 0(�1  �+(��8,�,(!1�
=�,(!1� �����!��� �����B��-�� F���G ����,+�!( ��-!/�� >� F���G2 ���1�� ��3 ��-!/�!

,�11!(��� �����!��' ���(!�!-�B�! D����� ��������(�! �!*!��' F��6GBF���	G �1!3( ,��(�!(8
,(��34�! �����-� � ��' 0(�-� �����!��'� �����, � ,�4!,(������� 1��-�,���(���$ �!*!���
��' �����!��� �����B��-�� F���G �� ����� 1�1!�( �,(�!(,' �(+�(1�

� .! ��//�#��0�"12�%� ���"#�"�$%3 (45"* $�(#�*

��  !�!�"���#�� ��������(�! �!*!��' '��'3(,' /��!! �/4�1� �� ,����!��3 , ����8
����(�1� � )�,(�)�� ��������(�1�� �$ ��,(��!��! �,������ �� �)�,�!��� /���,� �� 8
 !�!�"���#�$ ��������(�� � ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������'� ��  !�!�"�8
��#�� ��������(�! �!*!��' ����)�3(,' ��/���!��!1 + �,$����� ,�,(!1! ��  !�!�"���#8
�$ �����!��� ,�'�!� 1!5�� ��  !�!�"���#�1� ��������(�1�� <�0(�1� �!���,(!�!����
����)!� �,,�!������' ��  !�!�"���#�� ��������(�$ �!*!��� '��'!(,' �)�,�!��! /���,�
��  !�!�"���#�$ ��������(���
.,����! �(�!�5�!��' (!���� ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ����5!� � %�&� <�!�,(�8

��1 ���!! �$ +��(+�� �/����
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<�,(# X =
{
x = (x1, . . . , xn)

}
2 U =

{
u = (u1, . . . , um)

}
J !�+����� ���,(���,(�� �!��8

��,�1$ � ����,�1$ �!�!1!��$ ,��(�!(,(�!���� E�,,1�(����!(,' ��,�!����(!�#��,(# ���8
���5!��$ ���,(���,(�H

L0 = U , L1 = L0 × U1, . . . , Lk = Lk−1 × Uk, . . . , F���G

-�! Uk =
{
pk =

(
∂ku

∂(x1)i1 . . . ∂(xn)in

)∣∣∣∣i1, . . . , in ∈ N, i1 + . . . + in = k
}
J ���,(���,(�� �,!$

)�,(�$ ���������$ ���'�+� k ∈ N � <��,(���,(�� L∞  ��1��#�� ���!�!�'!(,' +�+ /!,+�8
�!)�� ��,*��!���! �� k ���,(���,(�� Lk � <�,(# ��!��(��

Xα = ξi
α(x, u)∂xi + ηk

α(x, u)∂uk , α = 1, . . . , r F���G

�/����3( /���, ��-!/� >� Lr � <�����5!��! ��!��(�� F���G2 �!�,(��34�! � ���,(���,(��$
F���G2 �1!3( ���

Xα
k

= Xα +
∑

i1+...+in�k

ζ l
αi1...in∂pl

i1...in
. F��6G

E�,,1�(����!(,' ��,�!����(!�#��,(# �/4�$ ���-�� +�������( ��!��(���� F��6GH

r0 = rank(ξi
αηk

α), r1 = rank(ξi
αηk

αζ l
α), . . . , rk = rank(ξi

α . . . ζ l
αi1,...,in). F��7G

C(� ��,�!����(!�#��,(# �! �/��!( � �-����)!�� ,�!�$� ���1!���,(#3 ��-!/� ,�11!(��� Lr H

r0 � r1 � · · · � rk � rk+1 � · · · � r. F���G

� ���)!��� ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ��5��3 ���# �-��!( �,����! ������������ 	�
��

� ����� F���G� =����!���� �(�!�5�!��'H
• !,�� rk = rk+1 = rk+2 2 (� rk = r I
• !,�� rκ = rκ+1 � rλ = rλ+1 ��' �!+�(���-� λ > κ 2 (� rμ = rλ ,����!����� ��' �,!$ μ � λ �
E��1!���,(# ���,(���,(� Lk 2 ���5!���'  ��1���� νk = dimLk = n + m

(
n+k

n

)
2 �!�-��8

��)!��� �����,(�!( , ��,(�1 k � <�0(�1� ��' ��,(�(�)�� /��#*�$ k ��,*��!���' ��-!/��
,�11!(��� Lr

k
���5�� �1!(# ��������(2 +�(��! ��' k � 1 �����3(,' ����	
�����
��

���
<�,(# Jk J 1��5!,(�� ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ��-!/� Lr

k
� ���,(���,(�! Lk 2

tk = dimJk = νk − rk � J J �/L!���!��! �,!$ (�+�$ 1��5!,(�H

J =
∞⋃

k=0

Jk, Jk+1 ⊃ Jk. F��?G

�� 1��5!,(�! F��?G ���!�!�!� ��  !�!�"���#�! ��!��(�� �!���-� ���'�+�H

δ = λiDi, F���G

-�! Di J ��!��(�� �����-� ��  !�!�"�������'2 λi ∈ Lk � .�!��(�� F���G2 �!�!���'4�!
���� ��  !�!�"���#�� ��������( � ���-��2 �����3(,' ��	���	��� �
��	��
�
��� ����

�	
��	���
��� � �/4!1 ,��)�! ��� �! ,������3( , ��!��(���1� �����-� ��  !�!�"�������'
Di � .�!��(�� ��������(��-� ��  !�!�"�������' ��-!/� Lr �/����3( ��-!/�� >�� ./�8
���)�1 !! Δ(Lr) � =����!���� ,�!��34�! �(�!�5�!��'H
��,(# f ∈ J 2 g J ��������#��' -���+�'  ��+"�'2 δ1, δ2 ∈ Δ(Lr) 2 (�-��H
• g(f) ∈ J I
• δif ∈ J (i = 1, 2) I
• δ1(δ2f) ∈ J, δ2(δ1f) ∈ J I
• [δ1, δ2]f ∈ J �
���,(��+(����! ���,���! ��-!/� Δ(Lr) ��!(,' ,�!��34�1� �(�!�5�!��'1��
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�������� �		
� ��� �

�66"  ! ����� ��	���	 F���G� �������	����� � ������ ��	���	�� Xα
k

∈ Lr
∞

� �	��


������ Δ(Lr)  

�66" .! !�� ����� ����	� Lr ��� dimJΔ(Lr) = n " �������� n = dimX ��	��

��	�� �
��	��
�
��� ����	
��	���
��� ��
�
� 
��������# 
�� ���� J  

>!11� � ��!( ��-���(1 ��' ��$�5�!��' +�������( λi ��!��(���� λiDi ∈ Δ(Lr) � .��
���!�!�'3(,' �� ,�!��34!-� �����!��'H

Xα
k

λl = (λlDl)ξi
α, α = 1, . . . , r; i = 1, . . . , n. F��@G

�,�� �,+�(# λi � �!'���1 ���! +�+ λi = λi(z) �� �����!��' ϕ(zk, λ) = 0, zk ∈ Lk 2 (�
,�,(!1� F��@G �����1�!( ���H[

Xα
k

+ (λlDl)ξi
α∂λi

]
ϕ = 0, α = 1, . . . , r. F��
G

��' �/��������' ���$ ��  !�!�"���#�$ ��������(�� �� 1��5!,(�! J ,�4!,(��!( ���
,��,�/�� ���5!��! :�� -������(���; �(��,�(!�#�� ���'�+� k ��  !�!�"���#�$ ��������8
(�� �� 1��5!,(�! �,!$ ��  !�!�"���#�$ ��������(��2 ��+�3)�34!!,' � ����5�!��� ���$
��������(�� +�+  ��+"�� �( ,(��$2 �! ���*�!( �$ ���'�+�� �!�,(��! ��!��(���� ������8
��(��-� ��  !�!�"�������' ���*�!(2 ���/4! -����'2 ���'��+ k � 1�5!( /(# ��(!���!(�8
������ +�+ ���5!��! :�� �!�(�+���; �� 1��5!,(�! ��  !�!�"���#�$ ��������(���
=����!����� ,�!��34�'

��(#�6"  ! 1) !�� ����� ����	� �� Lr �
������ J ��	������� ��	������ �
���

	��
�
��� ����	
��	���
�� � ��
�
�� ������ ��
����
���
�# ��	���� 

2) $�
�
�� ������ ��	�������# %��
��� � J, 
�������� ������� ����	
�����
�#

�
��	��
���� �	�
������ Jκ+1, �� κ & 
���
�' �� ����� ��� ����	�# �	���#����

������������ rκ = r � �����������
���� F���G 

� 7! �"8�' ��//�#��0�"12�%9 ���"#�"�$(� +#"�����, �#��"��"-��

�(�+2 ��,,1�(����!(,' ,�,(!1� �����!��� �����B��-�� F���G2 ����,+�34�' ��-!/�� ,�18
1!(��� , /���,�1 F���G� .�!��(�� �!�!��,� X1 2 X2 J �!������5�!12 ��' ��!��(���� X3 2
X4 ��,(��!� ������5!��' �� 68-� ���'�+� F(�/�� �G�

�"41�0"  ! <�����5!��' ��!��(����

∂t ∂x ∂u ∂h ∂ut ∂ux ∂ht ∂hx ∂utt ∂utx ∂uxx ∂htt ∂htx

X3 0 t 1 0 −ux 0 −hx 0 −2utx −uxx 0 −2htx −hxx

X4 t 2x u 2h 0 −ux ht 0 −utt −2utx −3uxx 0 −htx

∂uttt ∂uttx ∂utxx ∂uxxx ∂httt ∂httx ∂htxx ∂hxxx ∂hxx

X3 −3uttx −2utxx −uxxx 0 −3httx −2htxx −hxxx 0 0
X4 −2uttt −3uttx −4utxx −5uxxx −httt −2httx −3htxx −4hxxx −2hxx

�)�,�!� ���1!���,(� ��,*��!��$ ���,(���,(� Lk 2 ���-� rk � )�,�� ��������(��
tk ∈ Jk F(�/�� �G�
��  !�!�"���#�! ��������( J 0(� ��������( -����2 ������5!���� �� ���������!�

=�!��!( ���)!�+��(#2 )(� ��� ,�4!,(�!��� ����,'( �( ���������$ %�2 �2 @2 
&�
� (�/�� � )�,�� ��������(�� tk 2 �������!5�4�$ Lk 2 ��!�,(���!�� � ���! ,�112 � +�(����

�!��� )�!� ,��(�!(,(��!( )�,�� ��������(�� �� Lk−1 2 �(���� J )�,�� ���$ ��������(��2
��'��'34�$,' � Lk � =(�/�����"�' ��,(���!( ��� κ = 1 �
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�������� �		
� ��� �

�"41�0" .! <���1!(� ������5!���

k νk rk tk

0 4 4 0
1 8 4 4
2 14 4 10 = 4 + 6
3 22 4 18 = 10 + 8

�� �)�,�!��! ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ���'�+� k = 1 �

X3
1

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

dh

0
=

dut

−ux
=

dux

0
=

dht

−hx
=

dhx

0
��$��'(,' ��������( ��!��(��� X3

1
:

h, α1 = ut + uux, ux, β1 = ht + uhx, hx.

X4
1

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx .

�!�,(��! ��!��(��� X4
1
�� ��������( α1, β1 ��!��(��� X3

1
H

X4
1

α1 = 0,

X4
1

β1 = β1.

.�!��(�� X4
1
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

1
H

X4
1

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx .

��+��!"2 �� ,��(��*!���
dh

2h
=

dα1

0
=

dux

−ux
=

dβ1

β1
=

dhx

0
�)�,�'3(,' ��������( ��!��(���

X4
1
J ��  !�!�"���#�! ��������( ���'�+� k = 1 H

α1, hu2
x, uxβ1, hx. F6��G

�� �)�,�!��! ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ���'�+� k = 2 �

X3
2

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx + (−2utx)∂utt + (−uxx)∂utx+

+0 · ∂uxx + (−2htx)∂htt + (−hxx)∂htx + 0 · ∂hxx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

dutt

−2utx
=

dutx

−uxx
=

duxx

0
=

dhtt

−2htx
=

dhtx

−hxx
=

dhxx

0
��$��'(,' *!,(#

���$ ��������(�� ��!��(��� X3
2

:

α1
2 = utt + 2uutx + u2uxx, α2

2 = utx + uuxx, uxx,

β1
2 = htt + 2uhtx + u2hxx, β2

2 = htx + uhxx, hxx.

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx+

+(−utt)∂utt + (−2utx)∂utx + (−3uxx)∂uxx + 0 · ∂htt + (−htx)∂htx + (−2hxx)∂hxx .
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�������� �		
� ��� �

�!�,(��! ��!��(��� X4
2
�� ��������( α1

2, α2
2, β1

2 , β2
2 ��!��(��� X3

2
H

X4
2

α1
2 = −α1

2,

X4
2

α2
2 = −2α2

2,

X4
2

β1
2 = 0,

X4
2

β2
2 = −β2

2 .

.�!��(�� X4
2
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

2
H

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx + (−α1
2)∂α1

2
+ (−2α2

2)∂α2
2
+

+(−3uxx)∂uxx + 0 · ∂β1
2

+ (−β2
2)∂β2

2
+ (−2hxx)∂hxx .

=���� �� ,��(��*!���
ux

−ux
=

dα1
2

−α1
2

=
dα2

2

−2α2
2

=
duxx

−3uxx
=

dβ1
2

0
=

dβ2
2

−β2
2

=
dhxx

−2hxx
�)�,�'3(,'

��������( ��!��(��� X4
2
J ��  !�!�"���#�! ��������( ���'�+� k = 2 H

u−1
x α1

2, u−2
x α2

2, u−3
x uxx, β1

2 , u−1
x β2

2 , u−2
x hxx. F6��G

6� �)�,�!��! ��  !�!�"���#�$ ��������(�� ���'�+� k = 3 �

X3
3

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx + (−2utx)∂utt + (−uxx)∂utx+

+0 · ∂uxx + (−2htx)∂htt + (−hxx)∂htx + 0 · ∂hxx + (−3uttx)∂uttt + (−2utxx)∂uttx + (−uxxx)∂utxx+
+0 · ∂uxxx + (−3httx)∂httt + (−2htxx)∂httx + (−hxxx)∂htxx + 0 · ∂hxxx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

duttt

−3uttx
=

duttx

−2utxx
=

dutxx

−uxxx
=

duxxx

0
=

dhttt

−3httx
=

dhttx

−2htxx
=

dhtxx

−hxxx
=

=
dhxxx

0
��$��'(,' ��,!1# ���$ ��������(�� ��!��(��� X3

3
:

α1
3 = uttt + 3uuttx + 3u2utxx + u3uxxx, α2

3 = uttx + 2uutxx + u2uxxx, α3
3 = utxx + uuxxx, uxxx,

β1
3 = httt + 3uhttx + 3u2htxx + u3hxxx, β2

3 = httx + 2uhtxx + u2hxxx, β3
3 = htxx + uhxxx, hxxx.

X4
3

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx + (−utt)∂utt+

+(−2utx)∂utx + (−3uxx)∂uxx + 0 · ∂htt + (−htx)∂htx + (−2hxx)∂hxx + (−2uttt)∂uttt + (−3uttx)∂uttx+
+(−4utxx)∂utxx + (−5uxxx)∂uxxx + (−httt)∂httt + (−2httx)∂httx + (−3htxx)∂htxx + (−4hxxx)∂hxxx .

�!�,(��! ��!��(��� X4
3
�� ��������( α1

3, α2
3, α3

3, β1
3 , β2

3 , β3
3 ��!��(��� X3

3
H

X4
3

α1
3 = −2α1

3,

X4
3

α2
3 = −3α2

3,

X4
3

α3
3 = −4α3

3,

X4
3

β1
3 = −β1

3 ,

X4
3

β2
3 = −2β2

3 .

X4
3

β3
3 = −3β3

3 .
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.�!��(�� X4
2
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

2
H

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx + (−α1
2)∂α1

2
+ (−2α2

2)∂α2
2
+

+(−3uxx)∂uxx + 0 · ∂β1
2

+ (−β2
2)∂β2

2
+ (−2hxx)∂hxx + (−2α1

3)∂α1
3
+ (−3α2

3)∂α2
3
+ (−4α3

3)∂α3
3
+

+(−5uxxx)∂uxxx + (−β1
3)∂β1

3
+ (−2β2

3)∂β2
3

+ (−3β3
3 )∂β3

3
+ (−4hxxx)∂hxxx .

� ,���� �� ,��(��*!���
ux

−ux
=

dα1
3

−2α1
3

=
dα2

3

−3α2
3

=
dα3

3

−4α3
3

=
duxxx

−5uxxx
=

dβ1
3

−β1
3

=
dβ2

3

−2β2
3

=
dβ3

3

−3β3
3

=

=
dhxxx

−4hxxx
�)�,�'3(,' ��������( ��!��(��� X4

3
J ��  !�!�"���#�! ��������( ���'�8

+� k = 3 H
u−2

x α1
3, u−3

x α2
3, u−4

x α3
3, u−5

x uxxx, u
−1
x β1

3 , u−2
x β2

3 , u−3
x β3

3 , u−4
x hxxx. F6�6G

��5! ����!�!� ,��,�+ �,!$ ��  !�!�"���#�$ ��������(�� �� (�!(#!-� ���'�+� F(�/�� 6G�

�"41�0" 7! ��  !�!�"���#�! ��������(

k = 1 γ1
1 = ut + uux

γ1
2 = hu2

x

γ1
3 = ux(ht + uhx)

γ1
4 = hx

k = 2 γ2
1 = u−1

x (utt + 2uutx + u2uxx)
γ2
2 = u−2

x (utx + uuxx)
γ2
3 = u−3

x uxx

γ2
4 = htt + 2uhtx + u2hxx

γ2
5 = u−1

x (htx + uhxx)
γ2
6 = u−2

x hxx

k = 3 γ3
1 = u−2

x (uttt + 3uuttx + 3u2utxx + u3uxxx)
γ3
2 = u−3

x (uttx + 2uutxx + u2uxxx)
γ3
3 = u−4

x (utxx + uuxxx)
γ3
4 = u−5

x uxxx

γ3
5 = u−1

x (httt + 3uhttx + 3uh
txx + u3hxxx)

γ3
6 = u−2

x (httx + 2uhtxx + u2hxxx)
γ3
7 = u−3

x (htxx + uhxxx)
γ3
8 = u−4

x hxxx

��������(��! ��  !�!�"�������! J 0(� ��  !�!�"�������!2 �!�!���'4!! ��  !�!�"�8
��#�! ��������( � ��  !�!�"���#�! ��������(�
�����!��' F��
G �� +�������( λi ��!��(���� λiDi F���G �1!3( ���[

Xα
k

+ (λ1Dt + λ2Dx)(ξt
α∂λ1 + ξx

α∂λ2)
]
ϕ = 0

��� [
X3
k

+ λ1∂λ2

]
ϕ = 0,

[
X4
k

+ (λ1∂λ1 + 2λ2∂λ2)
]
ϕ = 0. F6�7G

=�-��,�� F6��G ��!��(�� ��������(��-� ��  !�!�"�������' 1�-�( /(# �/��� ,�!��8
34�1 �/����1H

δ1 = u−1
x (Dx + uDt), δ2 = u−2

x Dx. F6��G

=�!��!( �(1!(�(#2 )(� � �(��)�! �( ��!��(���� �����-� ��  !�!�"�������'2 +�11�(�(�� +�(�8
�$ ���!� ���3 [Dx,Dt] = 0, ��!��(�� ��������(��-� ��  !�!�"�������' �! +�11�(���3(2
� �$ +�11�(�(�� ���5�!(,' )!�!� ��  !�!�"���#�! ��������(H

[δ1, δ2] = γ2
3δ1 − (1 + 2γ2

2)δ2. F6�?G
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� ��� �

� (�/�� 7 ��+����� �!�,(��! ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������' �� ��  !�!�8
"���#�! ��������( �����)�$ ���'�+���

�"41�0" :! =$!1� �!�,(��' ��!��(���� δ1, δ2 �� ��  !�!�"���#�! ��������(

γ1
1 γ1

2 γ1
3 γ1

4

⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘
γ2
1 γ2

2 γ2
3 γ2

4 γ2
5 γ2

6

⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘
γ3
1 γ3

2 γ3
3 γ3

4 γ3
5 γ3

6 γ3
7 γ3

8

=�!��!( �(1!(�(#2 )(� ,(�!�+�2 �!��4�! �( ��  !�!�"���#�$ ��������(�� /��!! ���+�8
-� ���'�+� + ��  !�!�"���#�1 ��������(�1 /��!! �,�+�-� ���'�+� �! ����)�3( ���!�8
,(��� .�� ��+����3(2 +�+ ��  !�!�"���#�! ��������( 1�-�( /(# ����)!� , ��1�4#3
��!��"�� ��������(��-� ��  !�!�"�������'� ���1! (�-�2 0(� ,$!1� 1�5!( /(# /!,+��!)��
������5!�� ���� �� �3/�-� ���'�+� k �
9�)�!  ��1�� �!�,(��' ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������' �� ��  !�!�8

"���#�! ��������( �����)�$ ���'�+�� (�+5! /�� ����)!� � $��! ��/�( � ����!�!�
� (�/�� ��

�"41�0" ;! 9�)�!  ��1�� �!�,(��' δ1, δ2 �� ��  !�!�"���#�! ��������(

δ1γ
1
1 = γ2

1 + γ1 + 1 δ2γ
1
1 = γ2

2 + 1
δ1γ

1
2 = 2γ2

2γ1
2 + γ1

3 δ2γ
1
2 = 2γ3

2γ1
2 + γ1

4

δ1γ
1
3 = γ4

2 + γ2
2γ1

3 + γ1
1γ1

4 δ2γ
1
3 = γ5

2 + γ2
3γ1

3 + γ1
4

δ1γ
1
4 = γ2

5 δ2γ
1
4 = γ2

6

δ1γ
2
1 = γ3

1 − γ2
1γ2

2 + 2γ2
2γ1

1 δ2γ
2
1 = γ3

2 − γ2
1γ2

3 + 2γ2
2

δ1γ
2
2 = γ3

2 − 2γ2
2γ2

2 + γ2
3γ1

1 δ2γ
2
2 = γ3

3 − 2γ2
2γ2

3 + γ2
3

δ1γ
2
3 = γ3

3 − 3γ2
2γ2

3 δ2γ
2
3 = γ3

4 − 3γ2
3γ2

3

δ1γ
2
4 = γ3

5 + 2γ2
5γ1

1 δ2γ
2
4 = γ3

6 + 2γ2
5

δ1γ
2
5 = γ3

6 − γ2
5γ2

2 + γ2
6γ1

1 δ2γ
2
5 = γ3

7 − γ2
5γ2

3 + γ2
6

δ1γ
2
6 = γ3

7 − 2γ2
6γ2

2 δ2γ
2
6 = γ3

8 − 2γ2
6γ2

3
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γ1
1 = ut + uux, γ1

2 = hu2
x, γ1

3 = ux(ht + uhx), γ1
4 = hx. F6��G
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γ1
2 + γ1

3 = 0,

γ1
1 + γ1

4 =
1
3
[
(2γ1

2 − 1)(2γ1
2γ2

3 + γ1
4) + 2γ1

4γ1
2(γ1

2 − 1)
]
.
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γ1
2 + γ1

3 = 0

γ1
1 + γ1

4 =
1
3
[
(2γ1

2 − 1)δ2γ
1
2 + 2γ1

4γ1
2(γ1

2 − 1)
]
.
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γ2
2(2γ1

2 + γ1
3) + γ2

4 + γ1
3 + γ1

1γ1
4 = 0,

γ2
3(2γ1

2 + γ1
3) + γ2

5 + 2γ1
4 = 0,

γ2
1 + γ1

1 + γ2
5 − 1

3

[
8γ1

2(2γ1
2γ2

2 + γ1
3)γ2

3 + 4(γ1
2)2(γ3

3 − 3γ2
2γ2

3) − 2γ2
3(2γ1

1γ2
2 + γ1

3)−

−2γ1
2(γ3

3 − 3γ2
2γ2

3) + 2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

3) + 2γ1
2γ2

5 − γ2
5 + 4γ1

2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

3) + 2(γ1
2)2γ2

5−

−2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

4) − 2γ1
2γ2

5

]
= 0,

γ2
2 + 1 + γ2

6 − 1
3

[
8γ1

2(2γ1
2γ2

3 + γ1
4)γ2

3 + 4(γ1
2)2(γ3

4 − 3(γ2
3)2) − 2γ2

3(2γ1
2γ2

3 + γ1
4)−

−2γ1
2(γ3

4 − 3(γ2
3)2) + 2γ1

4(2γ1
2γ2

2 + γ1
3) + 2γ1

2γ2
6 − γ2

6 + 4γ1
2γ1

4(2γ1
2γ2

3 + γ1
4) + 2(γ1

2 )2γ2
6−

−2γ1
4(2γ1

2γ2
3 + γ1

4) − 2γ1
2γ2

6

]
= 0.
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