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�,,�!������� 1�(!1�(�)!,+�$ 1��!�!�  ���+� � 1!$���+� +��(����1�2 �/����34�$ �� ,��!1�
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 �!*!���� 9�+2
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! �!*!��' � -����8 � -�������1�+! �
�!�'3(,' �,����'1� rot �u = 0 2 '��'34�8
1�,' ��  !�!�"���#�
1� �����!��'1� �(��,�(!�#�� �,+�1��  ��+"�� �u � �
��5�34�1�
���!�,(�� ���3 ��  !�!�"���#��-� ��������(� -����
 �����!'�
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$ ����� ��' ��$ ���,��
 �,! ��������(�
! � )�,(�)�� ��������(�
! �!*!��' %��&2
���)!1 ��+�����2 )(� �,! �(��
! �!��"���3(,' + �!��
1� ���5!,(�� ��������(�
$ �!*!8
��� $���*� �/����1�2 )(� �/�!-)�!( ����)� ��,(��!��' ,�4!,(�!��� ���
$ ��  !�!�"���#��
��������(�
$ �!*!���� .(1!(�12 )(� �����, � ,�4!,(������� 1��-����)�
$ �!*!��� ��'
�����!��� �����8��-�� '��'!(,' �� ,!-���'*��� �!�# �(+�
(
1� ��(!�!,��2 )(� ��-!/�

,�11!(��� L4 �����!��� �����B��-�� � ���(!�!-�B�! D���� '��'3(,' ���1�� �
1�� �$
��!�,(���!��! '��'!(,'2+��!)��2 �����)�
1�
� ��/�(! ��,(��!�
 '��� ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ��-!/�
 ,�11!(��� L4 �� (�!8

(#!-� ���'�+� �+�3)�(!�#��� ����!�
 ��!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' � ��8
,(��!� /���, ��  !�!�"���#�
$ ��������(��2 ,�,(�'4�� �� )!(
�!$ �/����34�$� <�,(��!�

��-!/���)!,+�! ,��(��*!��'2 ,�'�
��34�! ��  !�!�"���#�
! ��������(
 � ,��� �����!���
� �$ ��������(�
$ ������5!����

�  ! ���"#�"�$�%� � &"'$�&�( ���"#�"�$�%� #�)���* +#"�����, �#��"��"-��

E�,,1�(����!(,' ,�,(!1� �����!��� �����B��-�� F1��!�# 1!�+�� ���
G2 ���,
��34�'
��,���,(���!��! �����
$ ���� �� ���!�$��,(� 5��+�,(� %�	&H⎧⎨

⎩
ht + (uh)x = 0,

ut + uux + ghx =
[h3(utx + uuxx − u2

x)]x
3h

.
F���G

� F���G )!�!� h(t, x) 2 u(t, x) �/����)!�
 �
,�(� ,��/����� ���!�$��,(� 5��+�,(� ��� -������8
(��#�
1 ���1 (h > 0) � ,�!��'' ,+���,(# ���5!��' 5��+�,(� � -������(��#��1 �������!���I
g = const J �,+��!��! ,��/����-� ���!��'�
=�,(!1� �����!��� F���G ����,+�!( -����� �!��!�
��
$ ��!�/���������2 /���, ��-!/�
 >�

+�(���� �1!!( ��� %��&

X1 = ∂t, X2 = ∂x, X3 = t∂x + ∂u, X4 = t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h. F���G

9�)�
! �!*!��' ��' ,�,(!1
 �����!��� F���G F��������(�
! � )�,(�)�� ��������(�
!G2
��,(��!��
! 1!(���1� -�������-� ������� %�&2 /
�� ����)!�
 � %��&� <�+�����2 )(� �,! ����8
����(�
! �!*!��' �����!��� F���G �(��,'(,' + ����1� �� ,�!��34�$ (����H
�G -����!!��8��������(�
! �!*!��'H

• -����!!��8��������(�
! �!*!��'2 ����5��!1
! �����-!/��� 〈X1 + βX3〉 , �!4!,(8
�!��
1 ����1!(��1 β �= 0 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = βt + U(y), h = H(y), UH = c1, F��6G

-�! y = x − βt2/2 2 c1 = const � � �/����)!��'$

w =
(
βc1/

√
3
)1/3

/U, y =
(
c2
1/(3β)

)1/3
ξ − c2,

-�! α = −
√

3g/(4β) 2 c2 J ��,(�'��
!2  �+(��8�����!��!2 ���,
��34!! ����
! �!*!��'2
�1!!( ���

w
d2w

dξ2
=

1
2

(
dw

dξ

)
− ξw2 + 4αw3 − 1

2
; F��7G

• -����!!��8��������(�
! �!*!��'2 ����5��!1
! �����-!/��� 〈X3〉 2 �1!34�! ��!�8
,(���!��!

u = (x + u0)/t, h = h0/t, F���G

-�! u0 2 h0 J ��������#�
! ��,(�'��
!I
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• -����!!��8��������(�
! ��(�1��!�#�
! �!*!��'2 ����5��!1
! �����-!/��� 〈X1 +
βX3,X4〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = βt, h =
(
β2/(2g)

)(
t2 − 2x/β

)
, F��?G

�!4!,(�!��
� ����1!(� β �= 0 I
/G ,(�"������
! �!*!��'2 ����5��!1
! �����-!/��� 〈X1〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = U(x), h = H(x), UH = c1, F���G

-�! c1 �= 0 J �!4!,(�!��
� ����1!(�� D�+(��8�����!��!2 ���,
��34!! (�+�! �!*!��'2 ���8
����(,' + 0����(�)!,+�1� ��(!-����H∫ H

h0

(−3gc−2
1 H3 + c2H

2 + c3H + 3)−1/2dH = c4 ± x, F��@G

-�! c2 2 c3 2 c4 J ��,(�'��
!� <���5�� � F��@G c1 = j
√

g 2 c2 = 3+6/j2 2 c3 = −6−3/j2 2 c4 = 0 2
h0 = j2 2 |j| > 1 2 ����)�1 ����,���(����! �!*!��! �����!��� �����8��-��H

u = j
√

g
(
j2 + (1 − j2) th2 ξ

)−1
, h = j2 + (1 − j2) th2 ξ, ξ =

(√
3(j2 − 1)/(2j)

)
x;

�G ��(�1��!�#�
! �!*!��'2 ����5��!1
! �����-!/��� 〈X4〉 2 �1!34�! ��!�,(���!��!

u = tU(z), h = t2H(z), z = xt−2. F��
G

D�+(��8,�,(!1� ��'  ��+"�� U � H �1!!( ���

(UH)′ − 2zH ′ + 2H = 0,
3H

(
g + (U − 2z)U ′ + U

)
+

(
H3(U ′ + U ′2 + (2z − U)U ′′)

)′ = 0.
F���	G

���!,(�� !! ��������1!(��)!,+�! )�,(��! �!*!��! U = c1 2 H = (c1/g)(c1/2 − z) � ���1!
�!*!��� F��6GBF���	G �1!3(,' (������#�
!2 ��' +�(��
$ u = u0 = const 2 h = h0 = const 2 ���
0(�1 ���1�5�� u0 = 0 ��� h0 = 0 �
�,! )�,(�)�� ��������(�
! �!*!��' �!��"���3(,' + ��������(�
1 �2 ,�!����(!�#��2 ��/�

'��'3(,' (������#�
1�2 ��/� �������!5�( + ����1� �� �+�����
$ (�����
���1! (�-�2 � %��& ��+�����2 )(� �!*!��' F��6GBF���	G �,)!��
��3( �,! 1��5!,(�� ������8

��(�
$ � )�,(�)�� ��������(�
$ �!*!��� �����!��� F���G� <� ��(�1��#��� ,�,(!1! �����-!/�
��-!/�
 ,�11!(��� F���G ,(��'(,' ���1�5�
! ��!�,(���!��' ��������(�
$ � )�,(�)�� ����8
����(�
$ �!*!���2 � ��(!1 ���������3(,' ����)�34�!,' ��� 0(�1  �+(��8,�,(!1
�
=�,(!1� �����!��� �����B��-�� F���G ����,+�!( ��-!/�� >� F���G2 ���1�� ��3 ��-!/�!

,�11!(��� �����!��' ���(!�!-�B�! D����� ��������(�
! �!*!��' F��6GBF���	G �1!3( ,��(�!(8
,(��34�! �����-� � ��' 0(�-� �����!��'� �����, � ,�4!,(������� 1��-�,���(���
$ �!*!���
��' �����!��� �����B��-�� F���G �� ����
� 1�1!�( �,(�!(,' �(+�
(
1�

� .! ��//�#��0�"12�%� ���"#�"�$%3 (45"* $�(#�*

��  !�!�"���#�� ��������(�
! �!*!��' '��'3(,' /��!! �/4�1� �� ,����!��3 , ����8
����(�
1� � )�,(�)�� ��������(�
1�� �$ ��,(��!��! �,������ �� �
)�,�!��� /���,� �� 8
 !�!�"���#�
$ ��������(�� � ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������'� ��  !�!�"�8
��#�� ��������(�
! �!*!��' ����)�3(,' ��/���!��!1 + �,$����� ,�,(!1! ��  !�!�"���#8
�
$ �����!��� ,�'�!� 1!5�� ��  !�!�"���#�
1� ��������(�1�� <�0(�1� �!���,(!�!����
����)!� �,,�!������' ��  !�!�"���#�� ��������(�
$ �!*!��� '��'!(,' �
)�,�!��! /���,�
��  !�!�"���#�
$ ��������(���
.,����
! �(�!�5�!��' (!���� ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ����5!�
 � %�&� <�!�,(�8

��1 ���!! �$ +��(+�� �/����
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<�,(# X =
{
x = (x1, . . . , xn)

}
2 U =

{
u = (u1, . . . , um)

}
J !�+�����
 ���,(���,(�� �!��8

��,�1
$ � ����,�1
$ �!�!1!��
$ ,��(�!(,(�!���� E�,,1�(����!(,' ��,�!����(!�#��,(# ���8
���5!��
$ ���,(���,(�H

L0 = U , L1 = L0 × U1, . . . , Lk = Lk−1 × Uk, . . . , F���G

-�! Uk =
{
pk =

(
∂ku

∂(x1)i1 . . . ∂(xn)in

)∣∣∣∣i1, . . . , in ∈ N, i1 + . . . + in = k
}
J ���,(���,(�� �,!$

)�,(�
$ ���������
$ ���'�+� k ∈ N � <��,(���,(�� L∞  ��1��#�� ���!�!�'!(,' +�+ /!,+�8
�!)�� ��,*��!���! �� k ���,(���,(�� Lk � <�,(# ��!��(��


Xα = ξi
α(x, u)∂xi + ηk

α(x, u)∂uk , α = 1, . . . , r F���G

�/����3( /���, ��-!/�
 >� Lr � <�����5!��
! ��!��(��
 F���G2 �!�,(��34�! � ���,(���,(��$
F���G2 �1!3( ���

Xα
k

= Xα +
∑

i1+...+in�k

ζ l
αi1...in∂pl

i1...in
. F��6G

E�,,1�(����!(,' ��,�!����(!�#��,(# �/4�$ ���-�� +�������( ��!��(���� F��6GH

r0 = rank(ξi
αηk

α), r1 = rank(ξi
αηk

αζ l
α), . . . , rk = rank(ξi

α . . . ζ l
αi1,...,in). F��7G

C(� ��,�!����(!�#��,(# �! �/
��!( � �-����)!�� ,�!�$� ���1!���,(#3 ��-!/�
 ,�11!(��� Lr H

r0 � r1 � · · · � rk � rk+1 � · · · � r. F���G

� ���)!��� ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ��5��3 ���# �-��!( �,����! ������������ 	�
��

� �
����
 F���G� =����!����
 �(�!�5�!��'H
• !,�� rk = rk+1 = rk+2 2 (� rk = r I
• !,�� rκ = rκ+1 � rλ = rλ+1 ��' �!+�(���-� λ > κ 2 (� rμ = rλ ,����!����� ��' �,!$ μ � λ �
E��1!���,(# ���,(���,(� Lk 2 �
��5!���'  ��1���� νk = dimLk = n + m

(
n+k

n

)
2 �!�-��8

��)!��� �����,(�!( , ��,(�1 k � <�0(�1� ��' ��,(�(�)�� /��#*�$ k ��,*��!���' ��-!/��
,�11!(��� Lr

k
���5�� �1!(# ��������(
2 +�(��
! ��' k � 1 ���
��3(,' ����
	

�����
��

���
<�,(# Jk J 1��5!,(�� ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ��-!/�
 Lr

k
� ���,(���,(�! Lk 2

tk = dimJk = νk − rk � J J �/L!���!��! �,!$ (�+�$ 1��5!,(�H

J =
∞⋃

k=0

Jk, Jk+1 ⊃ Jk. F��?G

�� 1��5!,(�! F��?G ���!�!�!�
 ��  !�!�"���#�
! ��!��(��
 �!���-� ���'�+�H

δ = λiDi, F���G

-�! Di J ��!��(��
 �����-� ��  !�!�"�������'2 λi ∈ Lk � .�!��(��
 F���G2 �!�!���'4�!
���� ��  !�!�"���#�
� ��������( � ���-��2 ���
��3(,' ��
	���	��� �
��	��
�
��� ����

�
	

��	���
��� � �/4!1 ,��)�! ��� �! ,������3( , ��!��(���1� �����-� ��  !�!�"�������'
Di � .�!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' ��-!/�
 Lr �/����3( ��-!/�� >�� ./�8
���)�1 !! Δ(Lr) � =����!����
 ,�!��34�! �(�!�5�!��'H
��,(# f ∈ J 2 g J ��������#��' -���+�'  ��+"�'2 δ1, δ2 ∈ Δ(Lr) 2 (�-��H
• g(f) ∈ J I
• δif ∈ J (i = 1, 2) I
• δ1(δ2f) ∈ J, δ2(δ1f) ∈ J I
• [δ1, δ2]f ∈ J �
���,(��+(����! ���,���! ��-!/�
 Δ(Lr) ��!(,' ,�!��34�1� �(�!�5�!��'1��
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�66"  ! ����� ��
	���	 F���G� �������	����� � ������ ��
	���	�� Xα
k

∈ Lr
∞

� �	��


���
��� Δ(Lr)  


�66" .! !�� ����� ���
�	� Lr ��

� dimJΔ(Lr) = n " ���
����
� n = dimX ��
	��

��	�� �
��	��
�
��� ����
	

��	���
��� ��

�
� 

��������# 
�� ���
� J  

>!11� � ��!( ��-���(1 ��' ��$�5�!��' +�������( λi ��!��(���� λiDi ∈ Δ(Lr) � .��
���!�!�'3(,' �� ,�!��34!-� �����!��'H

Xα
k

λl = (λlDl)ξi
α, α = 1, . . . , r; i = 1, . . . , n. F��@G

�,�� �,+�(# λi � �!'���1 ���! +�+ λi = λi(z) �� �����!��' ϕ(zk, λ) = 0, zk ∈ Lk 2 (�
,�,(!1� F��@G �����1�!( ���H[

Xα
k

+ (λlDl)ξi
α∂λi

]
ϕ = 0, α = 1, . . . , r. F��
G

��' �/��������' ���
$ ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� �� 1��5!,(�! J ,�4!,(��!( ���
,��,�/�� ���5!��! :�� -������(���; �(��,�(!�#�� ���'�+� k ��  !�!�"���#�
$ ��������8
(�� �� 1��5!,(�! �,!$ ��  !�!�"���#�
$ ��������(��2 ��+�3)�34!!,' � ����5�!��� ���
$
��������(�� +�+  ��+"�� �( ,(��
$2 �! ���
*�!( �$ ���'�+�� �!�,(��! ��!��(���� ������8
��(��-� ��  !�!�"�������' ���
*�!(2 ���/4! -����'2 ���'��+ k � 1�5!( /
(# ��(!���!(�8
������ +�+ ���5!��! :�� �!�(�+���; �� 1��5!,(�! ��  !�!�"���#�
$ ��������(���
=����!����� ,�!��34�'

��(#�6"  ! 1) !�� ����� ���
�	� �� Lr �
��
���� J ��	����
��� ��
	������ �
���

	��
�
��� ����
	

��	���
�� � ��

�
�� ������ ��
����
���
�# ��
	���� 

2) $�

�
�� ����
�� ��	�������# %�
�

��� � J, 
�����
��� ������� ����
	

�����
�#

�
��	��
���� �	�
���
��� Jκ+1, ��
 κ & 
���

�'

 �� ���
�� ��� ����	�# �	���#����

������������ rκ = r � ����
�����
��
���� F���G 

� 7! �"8�' ��//�#��0�"12�%9 ���"#�"�$(� +#"�����, �#��"��"-��

�(�+2 ��,,1�(����!(,' ,�,(!1� �����!��� �����B��-�� F���G2 ����,+�34�' ��-!/�� ,�18
1!(��� , /���,�1 F���G� .�!��(��
 �!�!��,� X1 2 X2 J �!������5�!1
2 ��' ��!��(���� X3 2
X4 ��,(��!�
 ������5!��' �� 68-� ���'�+� F(�/�� �G�

�"41�0"  ! <�����5!��' ��!��(����

∂t ∂x ∂u ∂h ∂ut ∂ux ∂ht ∂hx ∂utt ∂utx ∂uxx ∂htt ∂htx

X3 0 t 1 0 −ux 0 −hx 0 −2utx −uxx 0 −2htx −hxx

X4 t 2x u 2h 0 −ux ht 0 −utt −2utx −3uxx 0 −htx

∂uttt ∂uttx ∂utxx ∂uxxx ∂httt ∂httx ∂htxx ∂hxxx ∂hxx

X3 −3uttx −2utxx −uxxx 0 −3httx −2htxx −hxxx 0 0
X4 −2uttt −3uttx −4utxx −5uxxx −httt −2httx −3htxx −4hxxx −2hxx

�
)�,�!�
 ���1!���,(� ��,*��!��
$ ���,(���,(� Lk 2 ���-� rk � )�,�� ��������(��
tk ∈ Jk F(�/�� �G�
��  !�!�"���#�
! ��������(
 J 0(� ��������(
 -����
2 ������5!���� �� ���������
!�

=�!��!( ���)!�+��(#2 )(� ��� ,�4!,(�!��� ����,'( �( ���������
$ %�2 �2 @2 
&�
� (�/�� � )�,�� ��������(�� tk 2 �������!5�4�$ Lk 2 ��!�,(���!�� � ���! ,�11
2 � +�(����

�!��
� )�!� ,��(�!(,(��!( )�,�� ��������(�� �� Lk−1 2 �(���� J )�,�� ���
$ ��������(��2
��'��'34�$,' � Lk � =(�/�����"�' ��,(���!( ��� κ = 1 �



A���, ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� -����
 ,�11!(��� ��

�������� �		
� �
�� �

�"41�0" .! <���1!(�
 ������5!���

k νk rk tk

0 4 4 0
1 8 4 4
2 14 4 10 = 4 + 6
3 22 4 18 = 10 + 8

�� �
)�,�!��! ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ���'�+� k = 1 �

X3
1

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

dh

0
=

dut

−ux
=

dux

0
=

dht

−hx
=

dhx

0
��$��'(,' ��������(
 ��!��(��� X3

1
:

h, α1 = ut + uux, ux, β1 = ht + uhx, hx.

X4
1

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx .

�!�,(��! ��!��(��� X4
1
�� ��������(
 α1, β1 ��!��(��� X3

1
H

X4
1

α1 = 0,

X4
1

β1 = β1.

.�!��(�� X4
1
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

1
H

X4
1

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx .

��+��!"2 �� ,��(��*!���
dh

2h
=

dα1

0
=

dux

−ux
=

dβ1

β1
=

dhx

0
�
)�,�'3(,' ��������(
 ��!��(���

X4
1
J ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ���'�+� k = 1 H

α1, hu2
x, uxβ1, hx. F6��G

�� �
)�,�!��! ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ���'�+� k = 2 �

X3
2

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx + (−2utx)∂utt + (−uxx)∂utx+

+0 · ∂uxx + (−2htx)∂htt + (−hxx)∂htx + 0 · ∂hxx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

dutt

−2utx
=

dutx

−uxx
=

duxx

0
=

dhtt

−2htx
=

dhtx

−hxx
=

dhxx

0
��$��'(,' *!,(#

���
$ ��������(�� ��!��(��� X3
2

:

α1
2 = utt + 2uutx + u2uxx, α2

2 = utx + uuxx, uxx,

β1
2 = htt + 2uhtx + u2hxx, β2

2 = htx + uhxx, hxx.

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx+

+(−utt)∂utt + (−2utx)∂utx + (−3uxx)∂uxx + 0 · ∂htt + (−htx)∂htx + (−2hxx)∂hxx .



�@ ����>3/�*!�,+�'2 ��<�K���$��

�������� �		
� �
�� �

�!�,(��! ��!��(��� X4
2
�� ��������(
 α1

2, α2
2, β1

2 , β2
2 ��!��(��� X3

2
H

X4
2

α1
2 = −α1

2,

X4
2

α2
2 = −2α2

2,

X4
2

β1
2 = 0,

X4
2

β2
2 = −β2

2 .

.�!��(�� X4
2
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

2
H

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx + (−α1
2)∂α1

2
+ (−2α2

2)∂α2
2
+

+(−3uxx)∂uxx + 0 · ∂β1
2

+ (−β2
2)∂β2

2
+ (−2hxx)∂hxx .

=���� �� ,��(��*!���
ux

−ux
=

dα1
2

−α1
2

=
dα2

2

−2α2
2

=
duxx

−3uxx
=

dβ1
2

0
=

dβ2
2

−β2
2

=
dhxx

−2hxx
�
)�,�'3(,'

��������(
 ��!��(��� X4
2
J ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ���'�+� k = 2 H

u−1
x α1

2, u−2
x α2

2, u−3
x uxx, β1

2 , u−1
x β2

2 , u−2
x hxx. F6��G

6� �
)�,�!��! ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� ���'�+� k = 3 �

X3
3

= t∂x + ∂u + (−ux)∂ut + 0 · ∂ux + (−hx)∂ht + 0 · ∂hx + (−2utx)∂utt + (−uxx)∂utx+

+0 · ∂uxx + (−2htx)∂htt + (−hxx)∂htx + 0 · ∂hxx + (−3uttx)∂uttt + (−2utxx)∂uttx + (−uxxx)∂utxx+
+0 · ∂uxxx + (−3httx)∂httt + (−2htxx)∂httx + (−hxxx)∂htxx + 0 · ∂hxxx .

�� ,��(��*!���
du

1
=

duttt

−3uttx
=

duttx

−2utxx
=

dutxx

−uxxx
=

duxxx

0
=

dhttt

−3httx
=

dhttx

−2htxx
=

dhtxx

−hxxx
=

=
dhxxx

0
��$��'(,' ��,!1# ���
$ ��������(�� ��!��(��� X3

3
:

α1
3 = uttt + 3uuttx + 3u2utxx + u3uxxx, α2

3 = uttx + 2uutxx + u2uxxx, α3
3 = utxx + uuxxx, uxxx,

β1
3 = httt + 3uhttx + 3u2htxx + u3hxxx, β2

3 = httx + 2uhtxx + u2hxxx, β3
3 = htxx + uhxxx, hxxx.

X4
3

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂ut + (−ux)∂ux + (−ht)∂ht + 0 · ∂hx + (−utt)∂utt+

+(−2utx)∂utx + (−3uxx)∂uxx + 0 · ∂htt + (−htx)∂htx + (−2hxx)∂hxx + (−2uttt)∂uttt + (−3uttx)∂uttx+
+(−4utxx)∂utxx + (−5uxxx)∂uxxx + (−httt)∂httt + (−2httx)∂httx + (−3htxx)∂htxx + (−4hxxx)∂hxxx .

�!�,(��! ��!��(��� X4
3
�� ��������(
 α1

3, α2
3, α3

3, β1
3 , β2

3 , β3
3 ��!��(��� X3

3
H

X4
3

α1
3 = −2α1

3,

X4
3

α2
3 = −3α2

3,

X4
3

α3
3 = −4α3

3,

X4
3

β1
3 = −β1

3 ,

X4
3

β2
3 = −2β2

3 .

X4
3

β3
3 = −3β3

3 .
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.�!��(�� X4
2
� (!�1���$ ��������(�� ��!��(��� X3

2
H

X4
2

= t∂t + 2x∂x + u∂u + 2h∂h + 0 · ∂α1 + (−ux)∂ux + β1∂β1 + 0 · ∂hx + (−α1
2)∂α1

2
+ (−2α2

2)∂α2
2
+

+(−3uxx)∂uxx + 0 · ∂β1
2

+ (−β2
2)∂β2

2
+ (−2hxx)∂hxx + (−2α1

3)∂α1
3
+ (−3α2

3)∂α2
3
+ (−4α3

3)∂α3
3
+

+(−5uxxx)∂uxxx + (−β1
3)∂β1

3
+ (−2β2

3)∂β2
3

+ (−3β3
3 )∂β3

3
+ (−4hxxx)∂hxxx .

� ,���� �� ,��(��*!���
ux

−ux
=

dα1
3

−2α1
3

=
dα2

3

−3α2
3

=
dα3

3

−4α3
3

=
duxxx

−5uxxx
=

dβ1
3

−β1
3

=
dβ2

3

−2β2
3

=
dβ3

3

−3β3
3

=

=
dhxxx

−4hxxx
�
)�,�'3(,' ��������(
 ��!��(��� X4

3
J ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ���'�8

+� k = 3 H
u−2

x α1
3, u−3

x α2
3, u−4

x α3
3, u−5

x uxxx, u
−1
x β1

3 , u−2
x β2

3 , u−3
x β3

3 , u−4
x hxxx. F6�6G

��5! ����!�!� ,��,�+ �,!$ ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� �� (�!(#!-� ���'�+� F(�/�� 6G�

�"41�0" 7! ��  !�!�"���#�
! ��������(


k = 1 γ1
1 = ut + uux

γ1
2 = hu2

x

γ1
3 = ux(ht + uhx)

γ1
4 = hx

k = 2 γ2
1 = u−1

x (utt + 2uutx + u2uxx)
γ2
2 = u−2

x (utx + uuxx)
γ2
3 = u−3

x uxx

γ2
4 = htt + 2uhtx + u2hxx

γ2
5 = u−1

x (htx + uhxx)
γ2
6 = u−2

x hxx

k = 3 γ3
1 = u−2

x (uttt + 3uuttx + 3u2utxx + u3uxxx)
γ3
2 = u−3

x (uttx + 2uutxx + u2uxxx)
γ3
3 = u−4

x (utxx + uuxxx)
γ3
4 = u−5

x uxxx

γ3
5 = u−1

x (httt + 3uhttx + 3uh
txx + u3hxxx)

γ3
6 = u−2

x (httx + 2uhtxx + u2hxxx)
γ3
7 = u−3

x (htxx + uhxxx)
γ3
8 = u−4

x hxxx

��������(��! ��  !�!�"�������! J 0(� ��  !�!�"�������!2 �!�!���'4!! ��  !�!�"�8
��#�
! ��������(
 � ��  !�!�"���#�
! ��������(
�
�����!��' F��
G �� +�������(
 λi ��!��(���� λiDi F���G �1!3( ���[

Xα
k

+ (λ1Dt + λ2Dx)(ξt
α∂λ1 + ξx

α∂λ2)
]
ϕ = 0

��� [
X3
k

+ λ1∂λ2

]
ϕ = 0,

[
X4
k

+ (λ1∂λ1 + 2λ2∂λ2)
]
ϕ = 0. F6�7G

=�-��,�� F6��G ��!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' 1�-�( /
(# �
/���
 ,�!��8
34�1 �/����1H

δ1 = u−1
x (Dx + uDt), δ2 = u−2

x Dx. F6��G

=�!��!( �(1!(�(#2 )(� � �(��)�! �( ��!��(���� �����-� ��  !�!�"�������'2 +�11�(�(�� +�(�8
�
$ ���!� ���3 [Dx,Dt] = 0, ��!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' �! +�11�(���3(2
� �$ +�11�(�(�� �
��5�!(,' )!�!� ��  !�!�"���#�
! ��������(
H

[δ1, δ2] = γ2
3δ1 − (1 + 2γ2

2)δ2. F6�?G
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� (�/�� 7 ��+����� �!�,(��! ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������' �� ��  !�!�8
"���#�
! ��������(
 �����)�
$ ���'�+���

�"41�0" :! =$!1� �!�,(��' ��!��(���� δ1, δ2 �� ��  !�!�"���#�
! ��������(


γ1
1 γ1

2 γ1
3 γ1

4

⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘
γ2
1 γ2

2 γ2
3 γ2

4 γ2
5 γ2

6

⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘ ⇓ ↘
γ3
1 γ3

2 γ3
3 γ3

4 γ3
5 γ3

6 γ3
7 γ3

8

=�!��!( �(1!(�(#2 )(� ,(�!�+�2 �!��4�! �( ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� /��!! ���+�8
-� ���'�+� + ��  !�!�"���#�
1 ��������(�1 /��!! �
,�+�-� ���'�+� �! ����)�3( ���!�8
,(��� .�� ��+��
��3(2 +�+ ��  !�!�"���#�
! ��������(
 1�-�( /
(# ����)!�
 , ��1�4#3
��!��"�� ��������(��-� ��  !�!�"�������'� ���1! (�-�2 0(� ,$!1� 1�5!( /
(# /!,+��!)��
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4
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1 δ2γ
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2
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3
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2
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1 δ2γ
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7 − 2γ2
6γ2

2 δ2γ
2
6 = γ3

8 − 2γ2
6γ2

3

A���, ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� J 0(� +��!)�
� ��/�� ��  !�!�"���#�
$ ����8
����(��2 (�+��2 )(� �,! �,(��#�
! ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ����)�3(,' �� �!-� , ��8
1�4#3 ��������(��-� ��  !�!�"�������' �  ��+"�����#�
$ ��!��"��� � �(�-! ���$���1 +
,�!��34!1� �(�!�5�!��3�

��(#�6" .! (���� ����
	

�����
�# �
��	��
��� ���
�	� ����
�	�� F���G ����
��

�	��


�� )	�
�*+���� F���G ��	����
��� �
��	��
���� 1 ��� ��	����"

γ1
1 = ut + uux, γ1

2 = hu2
x, γ1

3 = ux(ht + uhx), γ1
4 = hx. F6��G

<!�!��*!1 �,$����3 ,�,(!1� F���G2 ����' ��  !�!�"���#�
! ��������(
 � +�)!,(�! ��8
�
$ �!�!1!��
$ � ��!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' �1!,(� )�,(�
$ ��  !�!�8
"��������� �����!��' �����B��-�� �����1�3( ,�!��34�� ���H{

γ1
2 + γ1

3 = 0,

γ1
1 + γ1

4 =
1
3
[
(2γ1

2 − 1)(2γ1
2γ2

3 + γ1
4) + 2γ1

4γ1
2(γ1

2 − 1)
]
.

F6�@G

=�,(!1� �����!��� F6�@G2 �
��5!���' � (!�1���$ /���,�
$ ��  !�!�"���#�
$ ��������8
(�� F6��G � ��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������' F6��G2 �
-�'��( ,�!��34�1 �/��8



A���, ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� -����
 ,�11!(��� ?�

�������� �		
� �
�� �

��1H {
γ1
2 + γ1

3 = 0

γ1
1 + γ1

4 =
1
3
[
(2γ1

2 − 1)δ2γ
1
2 + 2γ1

4γ1
2(γ1

2 − 1)
]
.

F6�
G

�
��*!1 (�+5! ,�!�,(��' ,�,(!1
 �����!��� F6�
G2 +�(��
! ����)�3(,' �� �!! �!�,(��!1
��!��(���� ��������(��-� ��  !�!�"�������' δ1, δ2 � <���)!��
! �
��5!��' (�+5! ����8
*!1 � (!�1���$ /���,�
$ ��  !�!�"���#�
$ ��������(�� � ��!��(���� ��������(��-� �� 8
 !�!�"�������'H⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ2
2(2γ1

2 + γ1
3) + γ2

4 + γ1
3 + γ1

1γ1
4 = 0,

γ2
3(2γ1

2 + γ1
3) + γ2

5 + 2γ1
4 = 0,

γ2
1 + γ1

1 + γ2
5 − 1

3

[
8γ1

2(2γ1
2γ2

2 + γ1
3)γ2

3 + 4(γ1
2)2(γ3

3 − 3γ2
2γ2

3) − 2γ2
3(2γ1

1γ2
2 + γ1

3)−

−2γ1
2(γ3

3 − 3γ2
2γ2

3) + 2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

3) + 2γ1
2γ2

5 − γ2
5 + 4γ1

2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

3) + 2(γ1
2)2γ2

5−

−2γ1
4(2γ1

2γ2
2 + γ1

4) − 2γ1
2γ2

5

]
= 0,

γ2
2 + 1 + γ2

6 − 1
3

[
8γ1

2(2γ1
2γ2

3 + γ1
4)γ2

3 + 4(γ1
2)2(γ3

4 − 3(γ2
3)2) − 2γ2

3(2γ1
2γ2

3 + γ1
4)−

−2γ1
2(γ3

4 − 3(γ2
3)2) + 2γ1

4(2γ1
2γ2

2 + γ1
3) + 2γ1

2γ2
6 − γ2

6 + 4γ1
2γ1

4(2γ1
2γ2

3 + γ1
4) + 2(γ1

2 )2γ2
6−

−2γ1
4(2γ1

2γ2
3 + γ1

4) − 2γ1
2γ2

6

]
= 0.

F6��	G

<�� ��,(��!��� ��  !�!�"���#�� ��������(�
$ �!*!��� ,�!��!( �)�(
��(# +�+ ,�1�
�����!��' � ���! F6�@G ��� F6�
G2 (�+ � �$ ,�!�,(��' F6��	G� .�� ����5��3( �������(!�#�
!
,��(��*!��' 1!5�� ��  !�!�"���#�
1� ��������(�1�� ��' �,,�!������' ��  !�!�"���#��
��������(�
$ �!*!��� �!�/$���1� +��,,� �+�"�' ����)�34�$,' 1��-��/����� , ���1!�!��8
!1 1!(���� ��  !�!�"���#��� ��-!/�
 %��&�

�"<1=&����

� ��/�(! ���)�3(,' ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ��-!/�
 >� L4 ,�11!(��� �����!���
�����B��-���
• �
)�,�!�
 ��  !�!�"���#�
! ��������(
 ��-!/�
 L4 �� (�!(#!-� ���'�+� �+�3)�(!�#8
���
• <�,(��!�
 ��!��(��
 ��������(��-� ��  !�!�"�������' ��-!/�
 L4 �
• ����!� /���, ��  !�!�"���#�
$ ��������(���
• <�,(��!�
 ,�'�� 1!5�� ��  !�!�"���#�
1� ��������(�1� ��-!/�
 L4 2 ���!�!�'!1
!
�����!��'1� �����B��-�� � !-� ��������(�
1� ��  !�!�"���#�
1� ,�!�,(��'1��
<���)!��
! �!���#(�(
 '��'3(,' ���( ��1��2 �� �,���! +�(���� 1�5�� �,,�!����(# �� 8

 !�!�"���#�� ��������(�
! �!*!��' �����!��� �����B��-���

E�/�(� �
����!�� ���  ����,���� ����!�5+! EDD� F-���( M 	@8	�8			7��G2 <��-��18
1
 ����!�5+� �!��4�$ ���)�
$ *+�� F-���( �N8�@�?��		@��G � =. E�� F��(!-��"����
�
���!+( M ����G�

*�+*,' -+./�0.1�2

3� ,��
������ -�4� ��������
 �����& ��""	�	�#���$��� �����	��
� 5 6�) ������ 3789�

:� ,��
������ -�4� ,�� �
 ����$ ;; ���������
 �	������ � �	���!	���
 "�&���� 5 377<� 5 .� =>�
?=� 5 *� @<�<:�

=� A������ 0��� ,  ���������� ����	��
� ��&� ;; %������ �0�� 5 3778� 5 .� =<:� ?<� 5 *� >:@�>:>�

@� BCDEFGCHI J� K� LHIMDNFO PQORST HI UVWOQ� FIW XFYWVIFZH[Y ;; \I JIFNHRH[FN JEEOQF[CSY RQ
]DNRVWHZSIRHQIFN ^FNFI[S _F`Y� aS` bQOG) aQcF L[HSI[S KDdNHYCSOY \I[�� :ee>� 5 K� 97�337�

<� fNcSO K� g� hiDHcFNSI[S� HIcFOHFIRY FIW YVZZSROV� 5 BFZdOHWMS) BFZdOHWMS jIHcSOYHRV KOSYY� 377<�



?� ����>3/�*!�,+�'2 ��<�K���$��

�������� �		
� �
�� �

>� fNcSO K� g� XSISOFRHIM WHkSOSIRHFN \IcFOHFIRY ;; g� ]FRC� JIFN� JEEN� 5 :ee8� 5 PQN� ===� ?3� 5 K� @<e�
@83�

8� BCDEFGCHI J� K� lHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY) RCSQOSZ Qm [QZZDRFRHcHRV ;; BQZZDIH[FRHQIY HI aQINHISFO
L[HSI[S FIW aDZSOH[FN LHZDNFRHQI� 5 :ee@� 5 PQN� 7� 5 K� :<�==�

9� XQNQcHI L�P� JEENH[FRHQIY Qm WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY Qm nIHRS WHZSIRHQIFN MOQDEY HI CVWOQWVIFZH[Y ;;
BQZZDIH[FRHQIY HI aQINHISFO L[HSI[S FIW aDZSOH[FN LHZDNFRHQI� 5 :ee@� 5 PQN� 7� 5 K� =<�<3�

7� oCFdHOQc L�P� pCS WHkSOSIRHFN�HIcFOHFIR YDdZQWSNY ;; BQZZDIH[FRHQIY HI aQINHISFO L[HSI[S FIW
aDZSOH[FN LHZDNFRHQI� 5 :ee@� 5 PQN� 7� 5 K� @8=�@9e�

3e� LD B�U�� XFOWISO B� L� oQORS`SM WS POHSY SiDFRHQI FIW MSISOFNHqFRHQIY� \\\� lSOHcFRHQI Qm RCS oQORS`SM
WS POHSY SiDFRHQI FIW ^DOMSOY SiDFRHQI ;; g� ]FRC� KCVY� 5 37>7� 5 PQN� 3e� ?=� 5 K� <=>�<=7�

33� r���	���� s�s�� A������ 0��� +����������	 � !����!�� �����������	 �	(	��
 �����	��

����������� ;; ���������
 �	������ � �	���!	���
 "�&���� 5 :ee<� 5 .� @>� ?>� 5 *� :>�=<�

3:� oFENFIYGV \� \IROQWD[RHQI RQ lHkSOSIRHFN JNMSdOF� 5 KFOHY) USOZFII� 37>8�

3=� 1��& ������ -� t� %�""	�	�#���$�� �����������	 ������	�� ��	��	���� ������	 � ��
 ������
	��
 �������� ;; *� �����
 ������ ����������$��
 ���	������� 5 :ee8� 5 .� 3e� ?: u=ev� 5
*� 3:9�3=8�

��������� � �	���#�� 3e�3e�e9

���� �����	
��	
���� �����
���

��

����� �� ���	
	����
 ����
����� �� ����	�
� �
��� �� �
		�������� 	��������

LVYRSZ Qm XOSSI�aFMCWH SiDFRHQIY WSY[OHdHIM NQIM `FcS EOQEFMFRHQI QI wDHW YDOmF[S HY [QIYHWSOSW� hTRSIYHQIY
Qm QESOFRQO Qm _HS FNMSdOF Qm RCSYS SiDFRHQIY� RCS WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY FIW RCS QESOFRQOY Qm HIcFOHFIR
WHkSOSIRHFRHQI FOS [FN[DNFRSW� pCS RCSQOSZ FdQDR RCS dFYHY Qm RCS WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY HS EOQcSW� \I FWWHRHQI�
RCS WSESIWSI[S dSR`SSI RCS WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY HY WSY[OHdSW�

��
�����) XOSSI�aFMCWH SiDFRHQI� WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY� QESOFRQOY Qm HIcFOHFIR WHkSOSIRHFRHQI� dFYHY Qm
WHkSOSIRHFN HIcFOHFIRY�

]FRCSZFRH[FN LDdxS[R BNFYYHn[FRHQIY) =<y=<� <=J<<� 8>]>e

-� �(	����
 ��4�
+������� ������������� ��� 6�0�-���	��$	�� *, �0��
�����
� ������ ����� ��� -���	��$	��� 3<
h�ZFHN) IFRRHzMQOQWQG�ISR

A������ 0���
+������� ������������� ��� 6�0�-���	��$	�� *, �0��
�����
� ������ ����� ��� -���	��$	��� 3<
h�ZFHN) [CDEFGCHIzCVWOQ�IY[�OD


