
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2009. Âûï. 2ÓÄÊ 531.38© È.Ñ. ÌàìàåâÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ Ï�Î��ÀÌÌ ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈßÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÍÅ�ÎËÎÍÎÌÍÛÌÈ ÑÂßÇßÌÈÂ ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ-ñìîòðåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ (çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ) è èõ ñâÿçü ñ ïîâåäåíè-åì ñèñòåìû. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâîé �îðìå, êîòîðàÿ â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿñèñòåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåãîëîíîìíûå ñèñòåìû, ðåàëèçàöèÿ ñâÿçåé, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, èåðàðõèÿ äèíàìèêà,ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèå.� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìÍåãîëîíîìíûå ñâÿçè è óðàâíåíèÿ Ôåððåðñà. Ïóñòü q = (q1, . . . , qn) � îáîáùåííûåêîîðäèíàòû íà êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû M (ïðîñòðàíñòâå ïîëîæåíèé è ò. ï.).Óðàâíåíèÿ (íåãîëîíîìíûõ) ñâÿçåé â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä
fµ(q, q̇, t) = 0, µ = 1, . . . ,m < n. (1.1)�ðóáî ãîâîðÿ, îñíîâíîå îòëè÷èå íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé îò ãîëîíîìíûõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîîíè íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â êîíå÷íîì (èíòåãðàëüíîì) âèäå
Fµ(q, t) = 0, µ = 1, . . . , m̄ < n.Êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðÿòü íåãîëîíîìíîñòü ñâÿçåé , ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïî-ìîùè òåîðåìû Ôðîáåíèóñà. Áîëåå ïîäðîáíåå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ïðèìåíèòåëüíî ê êîí-êðåòíîìó ïðèìåðó íåãîëîíîìíîé ñèñòåìû áóäåò ïðèâåäåíî íèæå.�àññìàòðèâàåìûå â íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå ñâÿçè, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîîáîáùåííûì ñêîðîñòÿì è íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè

fµ(q, q̇) =
∑

k

aµk(q)q̇k + bµ(q) = 0. (1.2)Èìåííî òàêèå ñâÿçè ðåàëèçóþòñÿ â ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷àõ. Òåì íå ìåíåå, Àïïåëåì è �àìå-ëåì áûë óêàçàí íåñêîëüêî èñêóññòâåííûé ïðèìåð íåëèíåéíîé íåãîëîíîìíîé ñâÿçè. Âñþäó âäàëüíåéøåì â ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçè âèäà (1.2).Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé îáùåé �îðìîé óðàâíåíèé íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè ñëåäóåò ñ÷èòàòüóðàâíåíèÿ Ôåððåðñà1 ñ íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè (1872 ã.) [24℄
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) . Â óðàâíåíèÿõ (1.3) T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, Q� îáîáùåííàÿ ñèëà, à λµ ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè ìíîæèòåëÿìè, êîòîðûå îäíîçíà÷íî âîñ-ñòàíàâëèâàþòñÿ èç óñëîâèé ñâÿçåé (1.2).1Ôåððåðñ ïðè âûâîäå óðàâíåíèé îãðàíè÷èëñÿ ðàññìîòðåíèåì äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.
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, Ȧq̇ −

T

q
− Q

)

−

(

q̇,
fµ

q

)

, µ = 1 . . . m. (1.5)Çäåñü è äàëåå (·, ·) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.�åøàÿ ýòó ñèñòåìó ïîëó÷èì íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè êàê �óíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäè-íàò è ñêîðîñòåé: λµ = λµ(q̇,q) . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ìíîæèòåëåé â óðàâíåíèÿ (1.3) ïîëó÷èìçàìêíóòóþ ñèñòåìó, ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1.2) îïðåäåëÿþò èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ýòîé ñè-ñòåìû.Åñëè ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó, ïîòåíöèàëüíû, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.3) ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ â �îðìå
(

L

q̇

)·

−
L

q
=

∑

µ

λµ
fµ

q̇
, L = T − U, (1.6)ãäå L ��óíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû áåç ó÷åòà ñâÿçåé, à T,U � êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.Óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå�Ñóñëîâà. Óêàæåì åùå îäíó �îðìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, î÷åíüóäîáíóþ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðåàëüíûõ ïðè-ìåðàõ.Äëÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà M îïðåäåëèì íåêîîðäèíàòíûé áàçèñ âåêòîðíûõïîëåé ïî �îðìóëå
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Gji(q)ei, ei =
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, i = 1, . . . , n. (1.7)Èñïîëüçóÿ (1.7), äëÿ ñêîðîñòåé, ñâÿçåé è �óíêöèè Ëàãðàíæà ñèñòåìû ïîëó÷èì
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Gij(q)wj , fµ(q, q̇) = f̂µ(q,w) = 0,

L(q, q̇) = L̂(q,w),ãäå w = (w1, . . . , wn) � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñèñòåìû â áàçèñå E1, . . . ,En . Âåëè÷èíû wièíîãäà íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè Ïóàíêàðå.Â îáùåì ñëó÷àå êîììóòàòîðû âåêòîðíûõ ïîëåé (1.7) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â �îðìå
[Ei,Ej ] =
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ckij(q)Ek. (1.8)Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî è êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Êîí�èãóðàöè-îííîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå M = R
3 ⊗

SO(3) , ãäå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü îïèñûâàåò ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ òåëà, à âòîðîé � îðèåíòà-öèþ òåëà. Îïðåäåëèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò:
• íåïîäâèæíàÿ OXY Z � íà÷àëî O ðàñïîëàãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ïëîñêîñòè, à îñü OZïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè;
• ïîäâèæíàÿ Cxyz � íà÷àëî C ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ òåëà, à îñè íàïðàâëåíû âäîëüãëàâíûõ îñåé èíåðöèè.
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r�èñ. 1. Òåëî íà ïëîñêîñòèÏóñòü α, β, γ � îðòû íåïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà (ò. å. åäèíè÷íûå âåêòîðû îñåé OXY Z ),ñïðîåöèðîâàííûå íà ïîäâèæíûå îñè Cxyz , R = (R1, R2, R3) � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òåëàâ íåïîäâèæíûõ îñÿõ OXY Z ; åñëè îïðåäåëèòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó
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∈ SO(3), (1.9)òî ïàðà (R, fQ) ∈ R
3 ⊗ SO(3) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òåëà.Ïóñòü ω = (ω1, ω2, ω3) , v = (v1, v2, v3) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà,ñïðîåöèðîâàííûå íà ïîäâèæíûå îñè Oxyz . Â ñîîòâåòñòâóþùåì áàçèñå âåêòîðíûõ ïîëåé (1.7)ïîëó÷èì
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(1.10)ñîîòâåòñòâóþùèå êîììóòàòîðû (1.8) èìåþò âèä
[ξi, ξj ] = εijkξk, [ξi, ζj ] = εijkζk, [ζi, ζj ] = 0. (1.11)Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

Q̇ = ω̃Q, Ṙ = fQ−1v, (1.12)ãäå ω̃ = ‖ω̃ij‖ � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ óãëî-âûìè ñêîðîñòÿìè ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó
ω̃ij = εijkωk.� 2. Íåãîëîíîìíîñòü ñâÿçåé è íåêîòîðûå èçîìîð�èçìûÎäíîðîäíûé ìðàìîðíûé øàð íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Â äàííîì ñëó-÷àå âûáåðåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z , îñü OZ êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíàïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì øàðîâîé öåíòð èíåðöèè I = µE , b � ðàäèóñ øàðà, r = (X,Y,Z),v� ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü öåíòðà øàðà, ω � åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü.Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ (àáñîëþòíàÿ øåðîõîâàòîñòü), êàê áûëî ïîêàçàíî âû-øå, âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ
v + ωxr = 0, (2.1)ãäå r = −bez � âåêòîð èç öåíòðà øàðà â òî÷êó êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 2).
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�èñ. 2. Øàð íà ïëîñêîñòè
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f( ) = 0R

�èñ. 3. Øàð íà ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòèÎäíîðîäíûé ðåçèíîâûé øàð íà (âûïóêëîé) ïîâåðõíîñòè. Êàê è âûøå, âûáåðåì íåïî-äâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z è çàïèøåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåçöåíòð øàðà â �îðìå
f(r) = 0, (2.2)ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà øàðà.ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü (2.2) ýêâèäèñòàíòíà îïîðíîé ïîâåðõíîñòè è èõ íîðìàëè ñîâïàäàþòè ñîíàïðàâëåíû ñ âåêòîðîì r èç öåíòðà øàðà â òî÷êó êîíòàêòà

r = −bn, n =
∇f(r)

|∇f(r)|
,ãäå b � ðàäèóñ øàðà.Ñâÿçè, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ íåïðîñêàëüçûâàíèÿ è îòñóòñòâèÿ âåð÷åíèÿ, ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â �îðìå

v + ωxr = 0, (ω, r) = 0, (2.3)ãäå v = ṙ � ñêîðîñòü öåíòðà øàðà, ω � åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü.� 3. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå�àññìîòðèì ïîäðîáíåå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå (òåíçîðíûå) èíâàðèàíòû, êî-òîðûå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêå. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñòàí-äàðòíîé �îðìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ
ẋ = v(x), (3.1)ãäå v(x) � âåêòîðíîå ïîëå íà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé (1.6). Êàê ïðàâè-ëî, â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ v(x) çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, ÷òî ìû è áóäåìïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì.Èíòåãðàëû è ïîëÿ ñèììåòðèé. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Íàèáîëåå ïðîñòûìè èíâà-ðèàíòàìè ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå èíòåãðàëû è ïîëÿ ñèììåòðèé. Íàïîìíèì, ÷òî �óíê-öèÿ F (x) � ïåðâûé èíòåãðàë, åñëè

Ḟ = (∇F,v(x)) = 0,
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[u(x),v(x)] = 0, (3.2)ãäå [·, ·] � ñêîáêà Ëè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Äëÿ óðàâíåíèé íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ äîïóùåíèÿõ âûïîëíÿåòñÿçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Òàê, äëÿ óðàâíåíèé Ïóàíêàðå�Ñóñëîâà ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ Ëàãðàíæà L̂(q,w) è ñâÿçè f̂µ(q,w) = 0 íå çàâèñÿò ÿâíî îòâðåìåíè, è, êðîìå òîãî, ñâÿçè çàäàþòñÿ îäíîðîäíûìè �óíêöèÿìè ïî ïåðåìåííûì wi , òîãäàñèñòåìà äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè
E =

∑

wi
L̂

wi
− L̂. (3.3)Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà. �àìèëüòîíîâîñòü è êîí�îðìíàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü. Åùå îä-íèì âàæíûì òåíçîðíûì èíâàðèàíòîì, âñòðå÷àþùèìñÿ â íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿïóàññîíîâà ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñèñòåìó â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå.Íàïîìíèì, ÷òî íàèáîëåå îáùåé �îðìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ (ñì. ïîäðîáíî [2℄)

ẋ = J(x)∇H, (3.4)ãäå H(x) � ãàìèëüòîíèàí, à J(x) = ‖Jij(x)‖ � ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà (òåíçîð Ïóàññîíà è ò. ï.),òî åñòü êîñîñèììåòðè÷åñêîå òåíçîðíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó ßêîáè
Jij(x)

xk
+
Jjk(x)

xi
+
Jki(x)

xj
= 0. (3.5)Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîáêó Ïóàññîíà �óíê-öèé f , g ïî �îðìóëå

{f(x), g(x)} =
∑

i,j

Jij(x)
f

xi

g

xj
.Äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (3.4) èìååòñÿ î÷åâèäíûé ïåðâûé èíòåãðàë � ãàìèëüòîíèàí

H(x) è çàâåäîìî ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà (ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ).�àìèëüòîíîâû ñèñòåìû � ýòî íàèáîëåå èçó÷åííûé êëàññ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èí-òåãðèðóåìîñòè, óñòîé÷èâîñòè, òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà è ò. ä. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçó÷åíèå âîçìîæ-íîñòè (èëè íåâîçìîæíîñòè) ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè â ãàìèëüòîíîâîé�îðìå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû.Èìååòñÿ åùå îäèí êëàññ ñèñòåì, ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìûõ îò ãàìèëüòîíîâûõ � ýòî êîí-�îðìíî ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû
ẋ = N (x)J(x)∇H, (3.6)ãäå J(x) � ïóàññîíîâ òåíçîð, à N (x) � íåïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ. Ñëåäóÿ ×àïëûãèíó, �óíê-öèþ N (x) áóäåì íàçûâàòü ïðèâîäÿùèì ìíîæèòåëåì.Êîí�îðìíî ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû òàêæå ñîõðàíÿþò ãàìèëüòîíèàí è äîïóñêàþò èíâà-ðèàíòíóþ ìåðó.Åñëè N (x) � çíàêîîïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ, òî çàìåíîé âðåìåíè N (x) dt = dτ ñèñòåìà(3.6) ïðèâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíîâîé �îðìå. Åñëè N (x) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îáðàùàåòñÿ â íîëü,òî çàìåíà âðåìåíè ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì ñ îñîáåííîñòÿìè, îáëàäàþùèìè â íåêî-òîðûõ ñëó÷àÿõ ëþáîïûòíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè [17℄.Ìíîãèå ñèñòåìû íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â êîí�îðìíî ãàìèëüòîíîâîé �îð-ìå (3.6) (ñì. íèæå).
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1

+
r2
2
, r3) = 0 , à äâà ãëàâíûõ ìîìåíòà èíåðöèè ñîâïàäàþò I1 = I2 . Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåéïàðàìåòðèçàöèåé âåêòîðà r(γ) :

r = (χ1(γ3)γ1, χ1(γ3)γ2, χ2(γ3)).Ôóíêöèè χ1, χ2 îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ïîâåðõíîñòè òåëà, íî íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-ìûìè, ïîñêîëüêó îíè ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì f(χ2

1
(1 − γ2

3
), χ2) = 0 .Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

U(γ3) = −mg(χ1(1 − γ2

3) + χ2γ3).Ïîìèìî ãåîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðàëà è ñâÿçè
γ2 = 1, (ω, γ) = 0,ñèñòåìà âñëåäñòâèå òåîðåìû 1 îáëàäàåò èíòåãðàëîì ýíåðãèè
E =

1

2
(ω, Iω) + U(γ3).Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àå îáëàäàåò ïîëåì ñèììåòðèé, ñîîòâåòñòâó-þùåì âðàùåíèþ âîêðóã îñè ñèììåòðèè

u(γ, ω) = ω1
ω2

− ω2
ω1

+ γ1
γ2

− γ2
γ1

.Ïîìèìî ýòèõ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò åùå îäèí äîïîëíè-òåëüíûé èíòåãðàë
K = A(γ3)ω3, A(γ3) =

√

I1γ
2
3

+ I3(1 − γ2
3
) +m(r, γ)2. (4.1)Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíîãî èíòåãðàëà ëèíåéíîãî ïî ω , êàê îáúÿñíÿåòñÿ â ðàáîòå [20℄ (ñì.ðàçäåë 2 ýòîé ðàáîòû), äîâîëüíî çàêîíîìåðíî, íî òî, ÷òî èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé ïî ω, γ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè òåëà � ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-íûì �àêòîì. Òàê, íàïðèìåð, â äèíàìèêå òåëà âðàùåíèÿ íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè âåð÷åíèÿèíòåãðàë âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ ëèøü â ñëó÷àå øàðîâîé ïîâåðõíîñòè òåëà.Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëè, íàéäåííûõ èíòåãðàëîâ è ïîëåé ñèììåòðèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñâåñòèñèñòåìó ê êâàäðàòóðàì. Ïàðàìåòðèçóåì âåêòîð γ óãëîì íóòàöèè θ è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ

ϕ :
γ = (sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, cos θ),òîãäà íà ïîâåðõíîñòè Mh,k = {ω, γ|γ2 = 1, (ω, γ) = 0, E = h,K = k} ïîëó÷èì ñëåäóþùèåñîîòíîøåíèÿ

1

2
B(γ3)θ̇

2 +
k2

2 sin2 θ
+ U(γ3) = h, ω3 =

k

A(γ3)
,

ϕ̇ =
ω3

sin2 θ
, ω1 = θ̇ cosϕ− ω3 ctg θ sinϕ, ω2 = −θ̇ sinϕ− ω3 ctg θ cosϕ,

(4.2)ãäå B(γ3) = I1 +m(r, r) .Óêàæåì êâàäðàòóðó äëÿ óãëà íóòàöèè θ â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ òåë:
• äèñê ñî ñìåùåííûì öåíòðîì ìàññ (ñì. ðèñ. 4):

χ1 = −
R

sin θ
, χ2 = −a

1

2
(I1 +m(R2 + a2))θ̇2 = h−mg(R sin θ + a cos θ)−

1

2

k2

sin2 θ
;
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R

a

r

C

�èñ. 4. Äèñê íà ïëîñêîñòè
• øàð ñî ñìåùåííûì öåíòðîì:

χ1 = −R, χ2 = −R cos θ − a

1

2
(I1 +m(R2 + a2) + 2mRa cos θ)θ̇2 = h−mg(R+ a cos θ) −

1

2

k2

sin2 θ
.� 5. Øàð ×àïëûãèíàÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâèì â �îðìå

Ṁ = M × ω + γ ×
∂U

∂γ
, γ̇ = γ × ω,

M = Iω +Dγ × (ω × γ) = IQω, D = mR2,

(5.1)ãäå ω óãëîâàÿ ñêîðîñòü øàðà, γ îðò âåðòèêàëè â ïîäâèæíûõ îñÿõ, I = diag (I1, I2, I3) òåíçîðèíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà, m è R ìàññà è ðàäèóñ øàðà, è U = U(γ) ïîòåíöè-àë âíåøíåãî îñåñèììåòðè÷íîãî ïîëÿ. Âåêòîð M èìååò ñìûñë êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà øàðàîòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà, à òåíçîð IQ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
IQ = J−Dγ ⊗ γ, J = I +DE.Óðàâíåíèÿ (ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå) îáëàäàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè, ãåîìåòðè÷åñêèìèíòåãðàëîì è èíòåãðàëîì ïëîùàäåé:

H =
1

2
(M ,ω) + U(γ), (γ,γ) = 1, (M ,γ) = c = const. (5.2)à òàêæå äîïóñêàþò èíâàðèàíòíóþ ìåðó, óêàçàííóþ ×àïëûãèíûì [18℄, ρµ d

3M d3γ , ñ ïëîòíî-ñòüþ
ρµ = (det IQ)−1/2 =

[

detJ
(

1 −D
(

γ,J−1γ
))]−1/2

. (5.3)Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåãî ïîëÿ (U = 0) , ñèñòåìà îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðà-ëîì
F = (M ,M), (5.4)è ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè [18℄. Â ðàáîòå [18℄, ñèñòå-ìà (5.1) ïðîèíòåãðèðîâàíà â ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ.Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ øàðà ×àïëûãèíà âûïîëíåí â ðàáîòå [25℄ (óñòîé÷èâîñòü÷àñòíûõ ðåøåíèé èññëåäîâàëàñü òàêæå â [26℄).Øàð ×àïëûãèíà êàê îáîáùåííàÿ ñèñòåìà ×àïëûãèíà. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà(5.1), îïèñûâàþùàÿ êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ñèñòåìîé ×àïëûãèíà, èñêîáêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðèâîäÿùåãî ìíîæèòåëÿ.Êàê è â çàäà÷å Âåñåëîâîé âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè: óãëàìè Ýéëåðà θ , ϕ ,

ψ è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðà öèëèíäðà x , y .Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ òî÷êè êîíòàêòà,ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå
fx = ẋ−Rθ̇ sinψ +Rϕ̇ sin θ cosψ = 0, fy = ẏ +Rθ̇ cosψ +Rϕ̇ sin θ sinψ = 0. (5.5)
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d

dt

(

∂T0

∂ẋ

)

= λx,
d

dt

(

∂T0

∂ẏ

)

= λy,
d

dt

(

∂T0

∂ψ̇

)

= 0,

d

dt

(

∂T0

∂θ̇

)

−
∂T0

∂θ
= λx

∂fx

∂θ̇
+ λy

∂fy

∂θ̇
,

d

dt

(

∂T0

∂ϕ̇

)

−
∂T0

∂ϕ
= λx

∂fx

∂ϕ̇
+ λy

∂fy

∂ϕ̇
,

(5.6)ãäå T0 êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ øàðà áåç ó÷åòà ñâÿçåé (5.5) ((êîòîðàÿ î÷åâèäíî íå çàâèñèò îò x ,
y , è ψ ):

T0 =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
(ω, Iω).Èñêëþ÷àÿ íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè λx è λy ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé â (5.6) èñâÿçåé (5.5), íàõîäèì

λx
∂fx

∂θ̇
+ λy

∂fy

∂θ̇
= −mR2(θ̈ + ψ̇ϕ̇ sin θ),

λx
∂fx

∂ϕ̇
+ λy

∂fy

∂ϕ̇
= −mR2(ϕ̈ sin θ + θ̇ϕ̇ cos θ − θ̇ψ̇) sin θ.Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ óãëîâ θ è ϕ íå çàâèñÿò îò ψ , à çàâèñÿò òîëüêî îò

ψ̇ . Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî ψ � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ è ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà ïðèïîìîùè ðåäóêöèè �àóñà, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ θ è ϕ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â�îðìå
d

dt

(

∂R

∂θ̇

)

−
∂R

∂θ
= −ϕ̇S,

d

dt

(

∂R

∂ϕ̇

)

−
∂R

∂ϕ
= θ̇S,

S = mR2 sin θ
(

ϕ̇ cos θ + ψ̇
)

.

(5.7)Çäåñü R � �óíêöèÿ �àóñà:
R(θ, ϕ, θ̇, ϕ̇) = T0 − ψ̇

∂T0

∂ψ̇
,â êîòîðóþ ẋ è ẏ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü èç óðàâíåíèé ñâÿçåé, à ψ̇ èñêëþ÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþóðàâíåíèÿ äëÿ öèêëè÷åñêîãî èíòåãðàëà

∂T0

∂ψ̇
= (I1 − I2)θ̇ sin θ sinϕ cosϕ+ I3ϕ̇ cos θ+

+
(

(I1 sin2 ϕ+ I2 cos2 ϕ) sin2 θ + I3 cos2 θ
)

ψ̇ = c = const. (5.8)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â �îðìå îáîáùåííîé ñèñòåìû ×à-ïëûãèíà , è ïîñêîëüêó ñèñòåìà îáëàäàåò ìåðîé, ìîæåì ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (5.7) â ãàìèëü-òîíîâîé �îðìå.Âûïîëíèì çàìåíó âðåìåíè âèäà
N(θ, ϕ)dt = dτ, (5.9)ãäå N = ρµ � ïëîòíîñòü èíâàðèàíòíîé ìåðû (5.3).Â íîâîì âðåìåíè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

d

dτ

(

∂R̄

∂θ′

)

−
∂R̄

∂θ
= −ϕ′S̄,

d

dτ

(

∂R̄

∂ϕ′

)

−
∂R̄

∂ϕ
= θ′S̄,

S̄ = c(I3 +mR2)mR2N 3 sin θ(I1 cos2 ϕ+ I2 sin2 ϕ+mR2),

(5.10)ãäå θ′ =
dθ

dτ
= N−1θ̇ , ϕ′ =

dϕ

dτ
= N−1ϕ̇ , R̄ = R(θ, θ̇, ϕ, ϕ̇)

∣

∣

θ̇=N θ′, ϕ̇=Nϕ′
.
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Ṁ = (M + k) × ω + γ ×

∂U

∂γ
, γ̇ = γ × ω, M = IQω,ãäå k � ïîñòîÿííûé âåêòîð ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà. Àíàëîãè÷íî äëÿ óðàâíåíèé (5.7) íåîá-õîäèìî âûáðàòü

T0 =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
(ω, Iω) + (ω,k).Ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò òîé æå èíâàðèàíòíîé ìåðîé (5.3) è ê íåé, î÷åâèäíî, òàêæå ïðèìåíèììåòîä ïðèâîäÿùåãî ìíîæèòåëÿ, ïðè ýòîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè S̄ ñïðàâåäëèâî

S̄ = N3D sin θ
(

cJ3(J1 cos2 ϕ+ J2 sin2 ϕ) + detJ(γ,J−1k
)

.Èñïîëüçóÿ ñêîáêó ñ íîâîé �óíêöèåé S̄ , íàõîäèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòâåêòîðîâ L = ρµ(M + k) , γ :
{Li, Lj} = εijk

(

Lk −D detJ
(

ρ2

µ(L,γ) − (γ,J−1k)
)

γk

)

, {Li, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0.� 6. Øàð ×àïëûãèíà íà ñ�åðåÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèåáåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïî ñ�åðè÷åñêîìó îñíî-âàíèþ, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå [8℄
Ṁ = M × ω, ṅ = kn × ω, k =

a

a+ b
, (6.1)ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, n � íîðìàëü â òî÷êå êîíòàêòà, a � ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîãîîñíîâàíèÿ, b � ðàäèóñ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè òåëà (ðèñ. 5). Çäåñü è äàëåå âñå âåêòîðû èòåíçîðû çàäàíû â (ïîäâèæíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ãëàâíûìè îñÿìè äâèæóùåãîñÿòåëà. Ìîìåíò â òî÷êå êîíòàêòà M ñâÿçàí ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

M = Iω + dn(n × ω), d = mb2,ãäå m � ìàññà òåëà, I = diag(I1, I2, I3) � öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè. Êîý��èöèåíò k ìî-æåò ïðèíèìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âîçìîæíûõñèòóàöèé (ñì. ðèñ. 5).Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à î ñ�åðè÷åñêîì ïîäâåñå. Âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ ãèðîñêîïîâ ñîñ�åðè÷åñêèì ïîäïÿòíèêîì íà ñ�åðè÷åñêîì îñíîâàíèè áûëà óêàçàíà Êîíòåíñó [23℄ â ñâÿçè ñîñòàáèëèçàöèåé ãèðîñêîïà Ôëåðèý.Ñëó÷àé k = 1 ñîîòâåòñòâóåò a→ ∞ , òî åñòü êà÷åíèþ øàðà ïî ïëîñêîñòè (øàð ×àïëûãèíà);êàê èçâåñòíî, ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, è îïèñàíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [11, 18, 20, 25℄.Ïðè ïðîèçâîëüíîì k ñèñòåìà (6.1) èìååò òðè èíòåãðàëà äâèæåíèÿ
F0 = (n, n) = 1, H =

1

2
(M , ω), F1 = (M , M) (6.2)è äîïóñêàåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó ρ dω dn ñ ïëîòíîñòüþ [19℄

ρ2 = (n, n) − d(n, (I + d)−1n).Èçâåñòåí åùå îäèí çàìå÷àòåëüíûé èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àé ñèñòåìû (6.1) ïðè k = −1(À.Â.Áîðèñîâ, Þ.Í.Ôåäîðîâ [8℄), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îáêàòó íåïîäâèæíîãî øàðà òåëîì
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a n

b

a
y

r
b

n

a

n

b

a) 0 < < 1k

b) k > 1 c) k < 0�èñ. 5. Êà÷åíèå òåëà ñî ñ�åðè÷åñêèì ó÷àñòêîì ïî ñ�åðå. Øòðèõîâêîé îáîçíà÷åíà íåïîäâèæíàÿ ïîâåðõíîñòüñî ñ�åðè÷åñêîé ïîëîñòüþ (ðèñ. 5ñ), ïðè ýòîì îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ñ�åðû è øàðà ðàâíî b

a
=

1

2
.Ëèíåéíûé äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (àíàëîã èíòåãðàëà ïëîùàäåé)

F2 = (AM , n), (6.3)ãäå A = diag(1

2
(−I1 + I2 + I3),

1

2
(I1 − I2 + I3),

1

2
(I1 + I2 − I3)) .Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà (ïðè k = −1 ) ïðè äîáàâëåíèè äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè

(ω,n) = 0 , èñêëþ÷àþùåé âåð÷åíèå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åå ÿâíîå èíòåãðèðîâàíèåâûïîëíåíî â ðàáîòå [21℄.Ïðåäñòàâëåíèå â �îðìå ñèñòåìû ×àïëûãèíà è êîí�îðìíàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü ïðè
k = −1 . Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ÿâíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (6.1) ïðè k = −1 âêâàäðàòóðàõ íà íóëåâîì óðîâíå èíòåãðàëà F2 = 0 [7℄. Ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà èíòåãðèðîâàíèþóðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàäà÷è ×àïëûãèíà (î êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêîñòè) ïðè íóëåâîé ïîñòîÿííîéèíòåãðàëà ïëîùàäåé [18℄ (ñì. òàêæå [6, 25℄), îäíàêî ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Ñëó÷àé F2 6= 0 ìûïîêà íå ðàññìàòðèâàåì.Ïðåæäå âñåãî âûðàçèì óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðè F2 = 0 èç óðàâíåíèé (6.1) ïî �îðìóëå

ω =
Bn × ṅ

(n, Bn)
, B = (I + d− dn ⊗ n)A. (6.4)Îïðåäåëèì ñ�åðîêîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû u, v íà ñ�åðå n2 = 1 ïî �îðìóëå

n2

i =
(Ji − u)(Ji − v)

(Ji − Jj)(Ji − Jk)
, i 6= j 6= k 6= i, Ji = Ii + d. (6.5)Ïðè ïîìîùè âûðàæåíèé (6.5) ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.1) â �îðìå ñèñòåìû ×àïëû-ãèíà

d

dt

∂T

∂u̇
−
∂T

∂u
= u̇Φ,

d

dt

∂T

∂v̇
−
∂T

∂v
= −v̇Φ, (6.6)
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2
(buuu̇

2 +buvu̇v̇+bvv v̇
2) � èíòåãðàë ýíåðãèè H (6.2), âûðàæåííûé íà óðîâíå F2 = 0 âñ�åðîêîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, Φ = (auu̇+av v̇) � ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ïî ñêîðîñòè �óíêöèÿ.Èç-çà ãðîìîçäêîñòè ìû íå ïðèâîäèì çäåñü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ T, Φ .Ñîãëàñíî ìåòîäó ïðèâîäÿùåãî ìíîæèòåëÿ ×àïëûãèíà ïîñëå çàìåíû âðåìåíè N (u, v) dt =

dτ ñèñòåìà (6.6) ïðèâîäèòñÿ ê ëàãðàíæåâó âèäó
d

dτ

∂T

∂u′
−
∂T

∂u
= 0,

d

dτ

∂T

∂v′
−
∂T

∂v
= 0, u′ =

du

dτ
, v′ =

dv

dτ
.Ïðèâîäÿùèé ìíîæèòåëü N ñîâïàäàåò ñ ïëîòíîñòüþ èíâàðèàíòíîé ìåðû N du dv dPu dPv (ãäå

Pu = ∂T
∂u̇ , Pv = ∂T

∂v̇ ):
N =

2uv + (u+ v)(2d + α1) + α2 − dα1
√

det(I + d− dn ⊗ n)
(4α3 + 2α1α2 − α3

1 − dα2

1+

+(α2

1 − 2α2 + 4dα1)(u+ v) − 4d(u+ v)2)−1,ãäå α1 =
∑

Ji, α2 =
∑

J2

i , α3 = J1J2J3 .Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåíû âðåìåíè ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó íà äâóìåðíîé ñ�å-ðå S2 , êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå óðàâíåíèé íà ñïåöèàëüíîé (íóëåâîé) îðáèòå êî-àëãåáðû e(3) . Â íàøåì ñëó÷àå îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
H =

δ detJ

8(γ, Bγ)2

3
∑

i=1

cim
2

i , F2 =
ρ2

4(γ, Bγ)2
(δ2m2 − 4

3
∑

i=1

dim
2

i ),

δ = (γ, JĀγ) − d(γ, Āγ)2,

ci =
ρ2δ

Ji
− 4

∏

k 6=i

(Ji − Jk)γ
2

i (ρ2 −
dδ

4Ji detJ
),

di =
∏

k 6=i

(Ji − Jk)γ
2

i (δ(Ji + d) − (γ, J(J + d)Ā2γ) + 2d(γ, JĀγ)(γ, Āγ)),

(6.7)
ãäå Ā = 2A . Ñêîáêè Ïóàññîíà îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè

{mi, mj} = εijkmk, {mi, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0,à îðáèòà �èêñèðóåòñÿ çíà÷åíèåì èíòåãðàëîâ
γ2 = 1, (m, γ) = 0.� 7. Äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íûé íåóðàâíîâåøåííûé øàð íà ïëîñêîñòèÎñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà äâèæåíèè ïî ïëîñêîñòè äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî øàðà,öåíòð ìàññ êîòîðîãî íå ñâÿçàí ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì. Êàê è âûøå ðàññìîòðèì äâå íåãî-ëîíîìíûå ìîäåëè êà÷åíèÿ:1. Êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, íî ñ âåð÷åíèåì (ìðàìîðíûé øàð)2. Êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ è âåð÷åíèÿ (ðåçèíîâûé øàð)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò.Ìðàìîðíûé øàð. Ïî àíàëîãè ñ çàäà÷åé î øàðå ×àïëûãèíà ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæå-íèÿ ýòîé ñèñòåìû â âèäå

Ṁ = Mxω +mṙx(ωxr), ṙ = (r− a)xω,

M = Iω +mrx(ωxr),
(7.1)
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L/G�èñ. 7. Ïîêàçàíî òðåõìåðíîå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå äëÿ ñèñòåìû (7.1), âçÿòîå èç ðàáîòû [20℄. Îäíà èç òðàåêòîðèéâ çàäà÷å î êà÷åíèè íåóðàâíîâåøåííîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âñå òî÷êè ëîæàòñÿ íàíåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, ñãóùåíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ òðàåêòîðèèê ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì. Òðàåêòîðèÿ âûõîäèò èç âåðøèíû è ïðèáëèæàåòñÿ ê òðåì òî÷êàì ñíèçóïîâåðõíîñòèãäå a � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ìàññ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì, r = −Rγ−a (ñì. ðèñ. 6),
m � ìàññà øàðà.Ñèñòåìà (7.1), êàê è âñÿêîå òåëî íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, äîïóñêàåò ãåîìåò-ðè÷åñêèé èíòåãðàë è èíòåãðàë ýíåðãèè

F1 = γ2 = 1, H =
1

2
(M, ω). (7.2)Ïîìèìî ýòèõ (î÷åâèäíûõ) èíòåãðàëîâ ñèñòåìà (7.1) äîïóñêàåò åùå îäèí êâàäðàòè÷íûõ èíòå-ãðàë

F2 = (M,M) −m(r, r)(M, ω). (7.3)Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èíòåãðàëà M2 = const â çàäà÷å î øàðå ×àïëûãèíà (ñì.ðàçäåë ). Êàê ìû âèäèì, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè íå õâàòàåò åùå îäíîãîïåðâîãî èíòåãðàëà è èíâàðèàíòíîé ìåðû. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû [20℄, âîáùåì ñëó÷àå îáà ýòè èíâàðèàíòà îòñóòñòâóþò.Èíòåãðàë (7.3) îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êà÷åíèÿ øàðà ïî ñ�åðå.�åçèíîâûé øàð. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âåð÷åíèÿ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãîòåëà íåîáõîäèìî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëîæèòü r = −Rγ − a :Â äàííîì ñëó÷àå ê èíòåãðàëàì (7.2) äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñâÿçè
(ω, γ) = 0,è, êðîìå òîãî, àíàëîã èíòåãðàëà (7.3), êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

F2 = |Ĩωxγ|2 − 2Rm(γ,a)(Ĩω, ω). (7.4)Ïðè a = 0 ýòîò èíòåãðàë, êàê è ñëåäîâàëî, îæèäàòü ïåðåõîäèò â èíòåãðàë ñèñòåìû Âåñåëîâîé.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ïî òåîðåìå Ýéëåðà�ßêîáè íå õâàòàåò èíâà-ðèàíòíîé ìåðû.
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