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Рассматривается задача оптимизации гарантированного результата для управляемой системы, описы-
ваемой обыкновенным дифференциальным уравнением, и функционала качества, непрерывно завися-
щего от траектории движения системы. Значения управления и помехи ограничены в каждый момент
компактными множествами. Предполагается, что помеха порождается некоторой неизвестной заранее
функцией типа Каратеодори, то есть функцией непрерывной по пространственной переменной при
каждом значении временной переменной и измеримой по временной переменной при каждом значении
пространственной. Оптимальное управление ищется в классе стратегий управления с полной памятью
о движении системы и о реализовавшемся управлении.

Показано, что для достаточно широкого семейства управляемых систем оптимальный гарантиро-
ванный результат в классе стратегий с полной памятью совпадает с оптимальным гарантированным
результатом в классе квазистратегий. Для этого семейства управляемых систем построена разрешаю-
щая стратегия, допускающая численную реализацию. Приводится иллюстрирующий пример для нели-
нейной управляемой системы.

Ключевые слова: гарантированное управление, каратеодориевские помехи, стратегии с полной памятью,

нижняя игра.

Введение

Рассматривается задача оптимального гарантированного управления системой, описывае-
мой обыкновенным дифференциальным уравнением, и функционалом качества, непрерывно
зависящем от траектории системы. Исследование основывается на подходах и методологии,
заложенных в работах Н.Н.Красовского, А.И.Субботина, Ю.С.Осипова, А.В.Кряжимского.

Задачи управления в случаях, когда помеха ограниченна некоторым классом функций,
имеют содержательные предпосылки и исследовались в различных формализациях [1, 2, 4, 7,
8, 10, 16]. Так в работах Н.Н.Красовского конструкция программного максимина (стохасти-
ческого программного максимина) [4,9] использует программные помехи (стохастические про-
граммные помехи) для нахождения оптимального гарантированного результата и оптимальных
позиционных стратегий в задаче с «произвольными» помехами. В работах Н.Н.Барабановой
и А.И.Субботина [1, 2] исследовались множества программного поглощения [5, 6] для случа-
ев, когда помеха формируется на основе непрерывной позиционной стратегией, либо посред-
ством полунепрерывного сверху многозначного отображения, определенного на расширенном
фазовом пространстве управляемой системы. В связи с изучением свойств стратегий с полной
памятью [7,8] А.В.Кряжимским рассматривались помехи из компактного подмножества мно-
жества допустимых помех [10] и при весьма общих предположениях об управляемой системе
и показателе качества было, в частности, установлено равенство оптимальных результатов,
достигаемых в классе стратегий с полной памятью и в классе квазистратегий.

В работах [14, 15] построена неупреждающая стратегия с полной памятью о движении си-
стемы и реализации управления, которая является оптимальной при компактных множествах
помех и гарантирует результат, достигаемый в классе квазистратегий. Предложенная конструк-
ция управления основывается на идеях процедуры поводыря [7,8] и динамического восстанов-
ления помехи [11,12]. В настоящей статье показано, что указанная конструкция стратегии при

1Работа выполнена в рамках программы Президиума РАН «Динамические системы и теория управления»,
а также при поддержке гранта РФФИ (проект 12–01–00290).
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тех же условиях является оптимальной и для случая помех, порождаемых функциями типа
Каратеодори.

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается управляемая система, описываемая обыкновенным дифференциальным
уравнением и начальным условием:

{

ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u(τ), v(τ)), τ ∈ T , [t0, ϑ] ⊂ R,

x(t0) = z0 ∈ G0 ⊂ Rn,
(1.1)

где «,» означает «равно по определению». Реализации управления и помехи предполагаются
измеримыми по Борелю функциями, удовлетворяющими геометрическим ограничениям u(τ) ∈
P ⊂ Rp, v(τ) ∈ Q ⊂ Rq, τ ∈ T . Семейства всех таких реализаций управления и помехи
обозначим UT и VT , соответственно. Множества G0, P и Q — компакты в соответствующих
пространствах. Функция f(·) : T × Rn × P × Q 7→ Rn непрерывна, удовлетворяет условию
подлинейного роста и локально липшицева по второй переменной.

Для всех u(·) ∈ UT , v(·) ∈ VT обозначим x(·, t0, z0, u(·), v(·)) решение в смысле Каратеодори
задачи (1.1) и определим компактное множество

G , cl
R(n+1){(τ, x(τ, t0, z0, u(·), v(·))) | τ ∈ T, z0 ∈ G0, u(·) ∈ UT , v(·) ∈ VT };

здесь символы clA B означают «замыкание множества B ⊂ A в топологии пространства A».
Качество движения системы (1.1) будем оценивать функционалом γ(·) : C(T ; Rn) 7→ R,

непрерывным в топологии равномерной сходимости пространства C(T ; Rn) непрерывных функ-
ций из T в Rn. Требуется минимизировать этот показатель выбором управления u(·) ∈ UT .

Конечное множество ∆ , {τi | t0 = τ0, τi−1 < τi, τn∆
= ϑ, i ∈ 0..n∆}, порождающее

дизъюнктное покрытие интервала [t0, ϑ) системой интервалов [τi−1, τi), i ∈ 1..n∆, назовем раз-

биением T . Для всякого такого ∆ из множества ∆(T ) всех разбиений интервала T определим
величину d(∆) , max{τi − τi−1 | τi, τi−1 ∈ ∆, i ∈ 1..n∆}.

Пусть Una — класс неупреждающих стратегий управления U вида

U : T × C(T ; Rn) × UT × ∆(T ) 7→ P.

Неупреждаемость понимается как равенство

U(t′, x1(·), u1(·),∆) = U(t′, x2(·), u2(·),∆),

справедливое для всех t′ ∈ T , x1(·), x2(·) ∈ C(T ; Rn), u1(·), u2(·) ∈ UT и ∆ ∈ ∆(T ) таких, что
x1(·)|[t0,t′) = x2(·)|[t0,t′), u1(·)|[t0,t′) = u2(·)|[t0,t′); операция ·|[t0,t′) означает сужение функции на
интервал [t0, t

′).
Пусть z0 ∈ G0, ∆ ∈ ∆(T ), U ∈ Una и v(·) ⊆ VT . Обозначим x(·) = x(·, t0, z0, {U,∆}, v(·)) и

u(·) = u(·, t0, z0, {U,∆}, v(·)) движение и реализацию управления, порождаемые стратегией U
в пошаговой схеме [3] при разбиении ∆:

u(τ) , U(τi, x̂(·), û(·),∆), x(τ) , x(τ, τi, x(τi), u(·), v(·)), τ ∈ [τi, τi+1);

здесь x̂(·) ∈ C(T ; Rn) и û(·) ∈ UT — продолжения на интервал T движения x(·) и управления
u(·), реализовавшихся к моменту τi, i ∈ 1..n∆.

Для произвольного множества V ⊆ VT обозначим X(z0, U,V) множество всех равномерных
пределов последовательностей вида

{x(·, t0, z0k, {U,∆k}, vk(·)) | k ∈ N},

z0k ∈ G0, vk(·) ∈ V, ∆k ∈ ∆(T ), lim
k→∞

z0k = z0, lim
k→∞

d(∆k) = 0.
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Обозначим comp(VT ) семейство всех подмножеств из VT компактных в сильной топологии
пространства L2(T ;Q) (функций из T в Q суммируемых по Лебегу с квадратом) и положим

Xc(z0, U) , clC(T ;Rn)

{

⋃

V∈comp(VT )

X(z0, U,V)

}

.

Пусть V — некоторая функция Каратеодори (см. [3, п. II.2]) со значениями в Q, то есть
функция, определенная на произведении T ×Rn, измеримая по первому аргументу при произ-
вольном фиксированном значении второго, и непрерывная по второму при всех фиксированных
значениях первого аргумента. Множество всех таких функций обозначим VCar. Опираясь на
известные теоремы существования (см. [3, Теорема II.4.3]), можно установить, что при любом
выборе такой функции V существует (возможно, не единственное) решение в смысле Каратео-
дори следующего дифференциального уравнения

{

ẋ(τ) = f(τ, x(τ), u(τ), V (τ, x(τ))), τ ∈ T,

x(t0) = z0, u(·) ∈ UT .
(1.2)

Множество всех решений уравнения (1.2) обозначим X(z0, u(·), V ). В силу [3, Теорема I.5.25]
множество реализаций помехи

V(z0, u(·), V ) , {v(τ) = V (τ, x(τ)), τ ∈ T | x(·) ∈ X(z0, u(·), V )},

возникающее из движений X(z0, u(·), V ), удовлетворяет включению V(z0, u(·), V ) ⊆ VT . Та-
ким образом, для любых z0 ∈ G0, u(·) ∈ UT , V ∈ VCar и v(·) ∈ V(z0, u(·), V ) выполняются
соотношения

v(τ) = V (τ, x(τ, t0, z0, u(·), v(·))), τ ∈ T. (1.3)

Определим пучки пошаговых движений X(z0, {U,∆}, V ), порождаемых стратегией U при
разбиении ∆ и помехе V ∈ VCar, следуя пошаговой схеме [7,8]: на первом интервале разбиения
∆ положим управление равным

u(τ) = u0 ∈ P, τ ∈ [τ0, τ1].

При этом получим пучок движений X(z0, u(·), V ) ⊂ C([τ0, τ1]; R
n) и множество реализаций

управления U(z0, {U,∆}, V ) ⊆ U[τ0,τ1] (пока состоящее из единственного элемента u(·) , u0).
Пусть к моменту τi ∈ ∆ построено множество реализаций управления U(z0, {U,∆}, V ) ⊆ U[τ0,τi]

и для каждой реализации u(·) ∈ U(z0, {U,∆}, V ) определено множество соответствующих дви-
жений системы X(z0, u(·), V ) ⊂ C([τ0, τi]; R

n). Исходя из этих множеств определим управление
на интервале [τi, τi+1]:

u(τ) , U(τi, x̂(·), û(·),∆), τ ∈ [τi, τi+1), i ∈ 1..n∆;

здесь также x̂(·) ∈ C(T ; Rn) и û(·) ∈ UT — продолжения на интервал T движения x(·) и
управления u(·), реализовавшихся к моменту τi, i ∈ 1..n∆:

x(·) ∈ X(z0, u(·), V ), u(·) ∈ U(z0, {U,∆}, V ),

x(·) = x(·, t0, z0, u(·), v(·)), v(τ) = V (τ, x(τ)),

τ ∈ [t0, τi), i ∈ 1..n∆.

В итоге к моменту τn∆
= ϑ получим множества

X(z0, {U,∆}, V ) ,
⋃

u(·)∈U(z0,{U,∆},V )

X(z0, u(·), V ),

V(z0, {U,∆}, V ) ,
⋃

u(·)∈U(z0,{U,∆},V )

V(z0, u(·), V )
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пошаговых движений и соответствующих реализаций помехи при разбиении ∆.

Пусть имеются z0 ∈ G0, U ∈ Una и V ∈ VCar. Определим множество XCar(z0, U, V ) кон-
структивных движений, порождаемых стратегией U и функцией Каратеодори V как совокуп-
ность пределов в пространстве C(T ; Rn) всевозможных последовательностей вида

{xk(·) ∈ X(z0k, {U,∆k}, V ) | k ∈ N}

таких, что

z0k ∈ G0, ∆k ∈ ∆(T ), lim
k→∞

z0k = z0, lim
k→∞

d(∆k) = 0,

и положим

XCar(z0, U) ,
⋃

V ∈VCar

XCar(z0, U, V ).

Гарантированным результатом стратегии U ∈ Una и оптимальным гарантированным ре-
зультатом в классе Una при компактных множествах помех назовем величины (см. [10]):

Γc(z0, U) , sup
x(·)∈Xc(z0,U)

γ(x(·)), Γc(z0,Una) , inf
U ′∈Una

Γc(z0, U
′).

Гарантированным результатом стратегии U ∈ Una и оптимальным гарантированным ре-
зультатом в классе Una при каратеодориевских помехах назовем величины:

ΓCar(z0, U) , sup
x(·)∈XCar(z0,U)

γ(x(·)), ΓCar(z0,Una) , inf
U ′∈Una

ΓCar(z0, U
′).

Гарантированным результатом квазистратегии α(·) (см. [16, с. 24]) и оптимальным гаран-
тированным результатом в классе квазистратегий Uqs назовем величины:

Γl(z0, α(·)) , sup
x(·)∈X(z0,α(·))

γ(x(·)), Γl(z0,Uqs) , inf
α(·)∈Uqs

Γl(z0, α(·)),

X(z0, α(·)) ,
{

x(·, t0, z0, α(v(·)), v(·)) | v(·) ∈ VT

}

, α(·) ∈ Uqs.

Стратегию U ∈ Una, обеспечивающую равенство

Γc(z0, U) = Γc(z0,Una) или ΓCar(z0, U) = ΓCar(z0,Una),

назовем, соответственно, оптимальной стратегией при компактных множествах помех или
при каратеодориевских помехах для начальной позиции z0 ∈ G0.

§ 2. Разрешающая стратегия

В [14, 15] приведена конструкция стратегии Ul ∈ Una, которая при условии (2.6) является
оптимальной при компактных множествах помех. Установлено, что указанная стратегия явля-
ется оптимальной и в случае каратеодориевских помех. Приведем определение стратегии Ul и
сформулируем соответствующие утверждения. Пусть имеются последовательности

z0k ∈ G0, vk(·) ∈ VT , k ∈ N,

∆k = {τki = t0 + ihk, hk = (ϑ − t0)/k, i ∈ 0..k} ∈ ∆(T ),

Пусть

xk(·) , x(·, t0, z0k, {Ul,∆k}, vk(·)), uk(·) , u(·, t0, z0k, {Ul,∆k}, vk(·))

— пошаговые движения и реализации управления, порождаемые стратегией Ul. Обозначим
xki , xk(τki), uki , uk(τki), τki ∈ ∆k, i ∈ 0..(k − 1) — значения этих функций в моменты
разбиения ∆k.
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Динамику y-модели зададим уравнениями

yk(τ) = z0k +

∫ τ

t0

f(s, yk(s), ūk(s), v̄k(s))ds, τ ∈ T, (2.1)

и обозначим yki , yk(τki), v̄ki , v̄k(τki), ūki , ūk(τki), τki ∈ ∆k, i ∈ 0..(k − 1).
На первом интервале разбиения ∆k выберем произвольное допустимое управление:

uk0(·) , u0 ∈ P. В момент τk(i+1), i ∈ 0..(k − 1) определим значение v̄ki ∈ Q помехи v̄k(·)
на интервале [τki, τk(i+1)) из условия

v̄ki ∈ ν(uki, xk(·), τki, τk(i+1)), (2.2)

где для произвольных u ∈ P, τ, τ ′ ∈ T , τ < τ ′, x(·) ∈ C(T ; Rn)

ν(u, x(·), τ, τ ′) , argmin
v∈Q

∥

∥x(τ ′) − x(τ) − (τ ′ − τ)f(τ, x(τ), u, v)
∥

∥ .

Определим управление ūki ∈ P как значение контрстратегии [7, § 82, 96], экстремальной к
некоторому компактному в C(T ; Rn) множеству W :

ūki ∈ argmin
u∈P

〈yki − wki(τki), f(τki, yki, u, v̄ki)〉 , (2.3)

wki(·) ∈ argmin
w(·)∈W |[t0,τki]

‖w(·) − yk(·)‖C([t0 ,τki];Rn), (2.4)

и положим
uk(i+1) = ūki, i ∈ 0..(k − 1), k ∈ N. (2.5)

При произвольных (τ, x) ∈ G, u ∈ P обозначим Qτ,x,u фактор–множество множества Q,
порожденное отношением эквивалентности (v1 ∼ v2) ⇔ (f(τ, x, u, v1) = f(τ, x, u, v2)). Для z0 ∈
G0 определим подмножества из Zqs(z0) ⊆ C(T ; Rn) вида

Zqs(z0) ,
⋂

ε>0

clC(T ;Rn)

{

⋃

Γl(z0,α(·))≤
Γl(z0,Uqs)+ε

X(z0, α(·))
}

,

Теорема 1. Пусть фактор–множества Qt,x,u не зависят от u:

Qt,x,u = Qt,x,u′, для всех (t, x) ∈ G, u, u′ ∈ P. (2.6)

Тогда справедливы равенства

ΓCar(z0, Ul) = ΓCar(z0,Una) = Γl(z0,Uqs), z0 ∈ G0, (2.7)

где стратегия Ul задана формулами (2.1)–(2.5) при W , Zqs(z0).

Таким образом, стратегия Ul является оптимальной стратегией при каратеодориевских по-
мехах и обеспечивает гарантированный результат, равный значению нижней [8] (максимин-
ной [7]) игры.

В качестве примера семейства управляемых систем, удовлетворяющих условию (2.6), можно
привести системы вида:

ẋ(t) = f1(t, x(t), u(t)) + f2(t, x(t), v(t)) + g(t, x(t), u(t)) · h(t, x(t), v(t)), (2.8)

где g(·) — матрица–функция размерности n×q, f1(·), f2(·) — вектор–функции (столбцы) размер-
ности n, и h(·) — вектор–функция размерности q такие, что правая часть (2.8) удовлетворяет
условиям существования и продолжимости решений, и при всех (t, x) ∈ G ядро линейного
оператора g(t, x, u) : Rq 7→ Rn не зависит от u ∈ P.

Отметим также, что класс помех, формируемых непрерывными позиционными стратегия-
ми, содержится в рассмотренном классе каратеодориевских помех. Другой класс, рассмотрен-
ный в [2], класс помех формируемых полунепрерывными сверху многозначными стратегиями,
напротив, заведомо не вкладывается в класс компактных помех, так как без труда строится
пример стратегии, порождающий не компактную в L2(T ; Rq) последовательность реализаций
помехи.
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§ 3. Пример

Рассмотрим управляемую систему











ẋ1(τ) = u1(τ) · v1(τ), τ ∈ T , [0, 1],P = Q , {−1, 1}

ẋ2(τ) = g(x1(τ)) · u2(τ) · v2(τ), g(x) , max{0, x}, x ∈ R,

(x1(0), x2(0)) = (0, 0), u1(τ), u2(τ) ∈ P, v1(τ), v2(τ) ∈ Q,

и показатель качества γ(x(·)) , x2(1). Можно проверить, что для данной управляемой систе-
мы выполнены условия теоремы 1. Используя (2.2)–(2.5) и монотонность оптимального гаран-
тированного результата по пространственным переменным, можно выписать стратегию Ul в
замкнутом виде

Ul(τ
′′, x(·), u(·),∆) ∈









argmax
u1∈P

{u1 ·
x1(τ ′′)−x1(τ ′)

u1(τ ′) }

argmin
u2∈P

{u2 ·
x2(τ ′′)−x2(τ ′)

u2(τ ′) }









, τ ′, τ ′′ ∈ ∆.

Из равенств (2.7) получим значение оптимального гарантированного результата при каратео-
дориевских помехах ΓCar((0, 0),Una) = Γl((0, 0),Uqs) = −0.5.

Нетрудно видеть, что в этом примере не выполняется одно из условий, обеспечивающее в
работе [10] второе равенство из (4.1), а именно, условие взаимно однозначного соответствия
между траекториями системы и реализациями помехи (см. [10, Condition 9.1]).

§ 4. Доказательства

Теорема 1 является следствием аналогичной теоремы для случая компактных множеств
помех [15]:

Теорема 2. Пусть выполнено условие (2.6). Тогда справедливы равенства

Γc(z0, Ul) = Γc(z0,Una) = Γl(z0,Uqs), z0 ∈ G0, (4.1)

где стратегия Ul задана формулами (2.1)–(2.5) при W , Zqs(z0).

В самом деле, обозначим comp(C(T ; Rn)) семейство всех компактных подмножеств C(T ; Rn) и

V (Y ) , {v(·) ∈ VT | v(τ) , V (τ, y(τ)), τ ∈ T, y(·) ∈ Y }

для произвольных V ∈ VCar, Y ⊆ C(T ; Rn). Все движения системы (1.1), выходящие в момент
t0 ∈ T из некоторой ε-окрестности позиции z0 при всех допустимых реализациях управления и
помехи, образуют компактное в C(T ; Rn) множество (обозначим его X(z0, ε)). В силу приводи-
мой ниже леммы 1 и соотношений (1.3) для множества V(t0, z

′, {U,∆}, V ) реализаций помехи
при пошаговых движениях будет выполняться включение

V(t0, z
′, {U,∆}, V ) ⊆ clL2(T ;Rq){V (X(z0, ε))} ∈ comp(VT ), (4.2)

каковы бы ни были стратегия U ∈ Una, разбиение ∆ ∈ ∆(T ) и начальная позиция z′, такая,
что ‖z0 − z′‖ < ε. Из (4.2) и определения величины Γl(z0,Uqs) следуют неравенства

Γl(z0,Uqs) 6 ΓCar(z0,Una) 6 ΓCar(z0, Ul) 6 Γc(z0, Ul).

Эти неравенства в совокупности с (4.1) дадут (2.7).

Лемма 1. Для всякой функции V ∈ VCar и для всякого множества Y ∈ comp(C(T ; Rn))
выполняется включение clL2(T ;Rq) V (Y ) ∈ compVT .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть V и Y удовлетворяют условиям леммы. Проверим, что
множество V (Y ) предкомпактно в L2(T ; Rq). С этой целью воспользуемся критерием компакт-
ности множества в пространстве L2(T ; Rq) (теорема Колмогорова [13, с. 460]): ограниченность
множества V (Y ) сразу следует из компактности мгновенных геометрических ограничений на
реализации помехи. Установим, что функции Стеклова vh(·) при h → +0 сходятся в L2(T ; Rq)
к соответствующим функциям v(·) ∈ V (Y ) равномерно на V (Y ).

Пусть
v(τ) , V (τ, y(τ)), τ ∈ T, y(·) ∈ Y. (4.3)

Оценим при произвольном h ∈ (0, 1/2) величину (считаем на промежутках [t0 − 1/2, t0),
(ϑ, ϑ + 1/2] функции V и y(·) продолженными константами — нулем и по непрерывности, со-
ответственно):

‖vh(·) − v(·)‖2
L2(T ;Rq) ,

∫

T

‖vh(τ) − v(τ)‖2
Rq dτ ,

∫

T

∥

∥

∥

∫ τ+h

τ−h

v(s)

2h
ds − v(τ)

∥

∥

∥

2

Rq
dτ

=

∫

T

∥

∥

∥

∫ τ+h

τ−h

v(s) − v(τ)

2h
ds

∥

∥

∥

2

Rq
dτ 6

∫

T

1

2h

∫ τ+h

τ−h

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ. (4.4)

Известно [3, Теорема I.5.26] (обобщение теоремы Лузина), что для любого ε > 0 существует та-
кое замкнутое измеримое подмножество Eε ⊆ T , что µ(T\Eε) 6 ε и сужение V |Eε×GY

функции
V ∈ VCar на множество Eε × GY непрерывно. Здесь

GY , clRn{y(τ) ∈ Rn | y(·) ∈ Y, τ ∈ T}.

В силу теоремы Асколи–Арцела из компактности множества Y следует компактность множе-
ства GY . Обозначим Ωε(·) : (0,+∞) 7→ (0,+∞] модуль непрерывности функции V на компакт-
ном множестве Eε × GY . Обозначим E′

ε множество точек плотности Eε. В силу замкнутости
Eε и теоремы Лебега о точках плотности измеримого множества (см. [13, гл. IX, § 6]) будут
выполнены соотношения

E′
ε ⊆ Eε, µ(T\E′

ε) 6 ε. (4.5)

Продолжим оценки (4.4), используя разложение T на E′
ε и дополнение к нему:

=

∫

T\E′
ε

1

2h

∫ τ+h

τ−h

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ +

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫ τ+h

τ−h

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ. (4.6)

В силу (4.5) имеем оценку (продолжаем выкладки):

6 4ε · max
v∈Q

‖v‖2
Rq +

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫ τ+h

τ−h

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ 6 4ε · max

v∈Q
‖v‖2

Rq+

+

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫

[τ−h,τ+h]\E′
ε

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ +

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫

[τ−h,τ+h]∩E′
ε

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ

6 4ε · max
v∈Q

‖v‖2
Rq +

∫

T∩E′
ε

2 · µ([τ − h, τ + h]\E′
ε) · maxv∈Q ‖v‖2

Rq

h
dτ

+

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫

[τ−h,τ+h]∩E′
ε

‖v(s) − v(τ)‖2
Rq ds dτ.

Воспользуемся равенством µ([τ − h, τ + h]\Eε) = µ([τ − h, τ + h]\E′
ε), которое также следует

из упомянутой выше теоремы Лебега, и представлением (4.3) реализации v(·) (продолжим
оценки):

= 2 · max
v∈Q

‖v‖2
Rq

(

2ε +

∫

T∩E′
ε

µ([τ − h, τ + h]\Eε)

h
dτ

)

+

∫

T∩E′
ε

1

2h

∫

[τ−h,τ+h]∩E′
ε

‖V (s, y(s)) − V (τ, y(τ))‖2
Rq ds dτ.
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Используя модуль непрерывности Ωε(·) функции V на множестве Eε × GY и общий модуль
непрерывности ΩY (·) функций из Y (он существует в силу теоремы Асколи–Арцела и компакт-
ности Y в C(T ; Rn)), оценим внутренний интеграл во втором слагаемом (продолжим оценки):

6 2 · max
v∈Q

‖v‖2
Rq

(

2ε +

∫

T∩E′
ε

µ([τ − h, τ + h]\Eε)

h
dτ

)

+

∫

T∩E′
ε

µ([τ − h, τ + h] ∩ E′
ε) · Ω

2
ε(h + max|s|6h ‖y(τ + s) − y(τ)‖Rn)

2h
dτ

6 2 · max
v∈Q

‖v‖2
Rq

(

2ε +

∫

T∩E′
ε

µ([τ − h, τ + h]\Eε)

h
dτ

)

+ (ϑ − t0) · Ω
2
ε(h + ΩY (h))).

В силу определения множества E′
ε выражение под знаком интеграла в первом слагаемом при

всех τ ∈ E′
ε стремится к нулю, когда h → 0. Следовательно, и интеграл также стремится к

нулю, когда h → 0.
Таким образом, для произвольных v(·) ∈ V (Y ) h ∈ (0, 1/2) и ε > 0 выполняется неравенство

‖vh(·) − v(·)‖2
L2(T ;Rq) 6 Ψ(ε, h), в котором функция

Ψ(ε, h) , 2 · max
v∈Q

‖v‖2
Rq

(

2ε +

∫

T∩E′
ε

µ([τ − h, τ + h]\Eε)

h
dτ

)

+ (ϑ − t0) · Ω
2
ε(h + ΩY (h))

удовлетворяет равенству limε→+0 limh→+0 Ψ(ε, h) = 0. Это эквивалентно искомой равномерной
сходимости. �
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Optimal guarantee under the disturbances of Caratheodory type

Keywords: optimal guarantee, disturbance of Caratheodory type, strategy with full memory, lower game.

Mathematical Subject Classifications: 93C15, 49N30, 49N35

The problem of the optimization of a guaranteed result for the control system, described by an ordinary
differential equation, and a continuous payoff functional, is considered. At every moment the values of the
control and of the disturbance are in the given compact sets. The actions of the disturbance are assumed to
be generated by an unknown function of the Caratheodory type, i.e. by the function continuous with respect
to the spatial variable for every value of time variable and measurable with respect to the time variable for
every value of spatial one. The actions of control are formed by the strategies with full memory.

It is demonstrated, that for a class of control systems the optimal guaranteed result in this problem
is equal to the value of the lower game, i.e. to the value of the optimal guaranteed result in the class of
quasi–strategies. The optimal strategy with full memory, that allows numerical implementation, is provided.
An illustrative nonlinear example is given.
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