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О ВОЛЬТЕРРОВОМ ОБОБЩЕНИИ МЕТОДА МОНОТОНИЗАЦИИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 1

Пусть n,m, ℓ, s ∈ N – заданные числа, Π ⊂ R
n – измеримое по Лебегу множество, X , Z – банаховы иде-

альные пространства измеримых на Π функций. Рассматривается нелинейное операторное уравнение:

x = θ +AF [x], x ∈ X ℓ, (1)

где A : Zm → X ℓ – линейный ограниченный оператор, F : X ℓ → Zm – некоторый оператор. Уравнение
(1) является естественной формой описания широкого класса сосредоточенных и распределенных си-
стем. Ранее В. П. Политюковым был предложен метод монотонизации для обоснования разрешимости
уравнения вида (1) и получения поточечных оценок решения. Суть его состояла в том, что разреши-
мость уравнения (1) доказывалась (помимо прочих условий) для случая, когда I) оператор F допускал
поправку вида G = λI до монотонного оператора F [x] = F [θ+ x] +G[x] такую, что II) (I +AG)−1A > 0
(λ > 0, I — тождественный оператор). Как видно из примеров, приведенных в данной статье, условия I)
и II) могут противоречить друг другу, что сужает сферу применения метода. Основной результат статьи
в том, что в случае оператораA, обладающего свойством вольтерровости, естественным для эволюцион-
ных уравнений, требование монотонизируемости I) можно заменить требованием оценки оператора F на
некотором конусном отрезке сверху и снизу через линейный оператор G плюс фиксированный элемент.
Доказывается, что для глобальной разрешимости начально-краевой задачи, связанной с полулинейным
эволюционным уравнением, достаточно, чтобы аналогичная начально-краевая задача, связанная с ли-
нейным уравнением, полученным путем оценки правой части исходного полулинейного уравнения на
некотором конусном отрезке, имела положительное решение. В качестве иллюстрации рассматривается
применение указанных результатов к системе Гурса–Дарбу, задаче Коши для волнового уравнения и
первой краевой задаче для уравнения диффузии.

Ключевые слова: нелинейное операторное уравнение, разрешимость, метод монотонизации, вольтерро-

вость.

Введение

Пусть n,m, ℓ, s ∈ N – фиксированные числа, Π ⊂ R
n – измеримое2 множество, X , Z –

банаховы идеальные пространства3 (БИП) измеримых на Π функций. Норму в пространстве
Zm понимаем как ‖.‖Zm =

∥

∥ |.|
∥

∥

Z
. Здесь и далее модуль вектора понимаем как сумму модулей

компонент. Аналогичным образом понимается норма в пространстве X ℓ.

Рассмотрим нелинейное операторное уравнение вида:

x = θ +AF [x], x ∈ X ℓ, (0.1)

где A : Zm → X ℓ — линейный ограниченный оператор (ЛОО), F : X ℓ → Zm — некоторый опе-
ратор, θ ∈ X ℓ — фиксированный элемент. Уравнение (0.1) интересно тем, что к нему естествен-
ным образом сводятся многие начально-краевые задачи (НКЗ) математической физики (см., в

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания на
оказание услуг в 2012-2014 гг. подведомственными высшими учебными заведениями (шифр заявки 1.1907.2011),
а также ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 годы (проект
НК-13П(9)).

2Измеримость здесь и далее понимаем в смысле Лебега.
3Напомним, что банахово пространство E измеримых функций называется банаховым идеальным простран-

ством, если {y ∈ E, x – измеримая функция, |x| 6 |y|} =⇒ {x ∈ E, ‖x‖
E

6 ‖y‖
E
}.
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частности, [1–6], а также примеры в § 6). В данной статье (для случая БИП) развивается ме-

тод монотонизации, предложенный в [1,2] для получения достаточных условий разрешимости
уравнений вида (0.1) (в банаховом пространстве). Сформулируем соответствующий результат
из [2].

Пусть E — банахово пространство, K ⊂ E — правильный конус, определяющий на E от-
ношение порядка «>» по правилу: x > y ⇔ x − y ∈ K. Аналогично, x 6 y ⇔ y − x ∈ K. Для

x, y ∈ E, x 6 y, конусный отрезок
{

z ∈ E : x 6 z 6 y
}

обозначаем [x; y]. Оператор A : E → E

называем положительным и пишем A > 0, если AK ⊂ K. Оператор F : E → E называем
монотонным, если F [x] > F [y] для всех x, y ∈ E, x > y. Кроме того, на протяжении всей статьи
символ I обозначает тождественный оператор; ρ(A) — спектральный радиус ЛОО A.

Лемма 1 (см. [2, теорема 2]). Пусть x−, x+ ∈ E, x− 6 x+, и выполнены условия:

(a) F : E → E — непрерывный оператор и при некотором λ > 0 оператор F +λI является

монотонным на отрезке [x−;x+]; (b) линейные операторы A, (I + λA)−1: E → E непрерывны,

(I + λA)−1A > 0; (c) выполняются неравенства:

(I + λA)−1A
{

F [x+] + λx+
}

6 x+, (I + λA)−1A
{

F [x−] + λx−
}

> x−.

Тогда последовательности {x−n } и {x+
n }, определяемые соотношениями:

x−n+1 = (I+λA)−1A
{

F [x−n ]+λx−n
}

, x−0 = x−; x+
n+1 = (I+λA)−1A

{

F [x+
n ]+λx+

n

}

, x+
0 = x+,

сходятся соответственно к минимальному и максимальному решению уравнения

x = AF [x], x ∈ E.

Далее в качестве конусов, полуупорядочивающих используемые нами БИП, мы везде пред-
полагаем конусы неотрицательных функций (вектор-функций, неотрицательных по каждой
компоненте). В частности, для пространства X ℓ соответствующий конус обозначаем X ℓ

+; опе-
ратор A : Zm → X ℓ называем положительным и пишем A > 0, если AZm

+ ⊂ X ℓ
+. В данной

статье (для случая БИП) мы фактически ослабляем требование монотонизируемости операто-
ра F за счет предположения о вольтерровости операторов A и F , естественного для уравнений
вида (0.1), полученных редукцией НКЗ, связанных с эволюционными уравнениями математи-
ческой физики. Для пояснения сказанного сформулируем следующее утверждение, по смыслу
родственное лемме 1. Доказательство этого утверждения, которое мы здесь опускаем, нетрудно
получить, используя теорему А. Тарского [7, теорема V.3.11] и [8, теорема I.6.17].

Теорема 1. Пусть существуют ЛОО G : X ℓ → Zm, а также x−, x+ ∈ X ℓ, x− 6 x+

такие, что выполняются следующие условия:

А1) оператор F : X ℓ → Zm, определяемый формулой F [x] = F [θ + x] + G[x], является

монотонным на конусном отрезке [x−;x+]; А2) ρ(AG) < 1; А3) (I+AG)−1A > 0; А4) для всех

x ∈ [x−;x+] справедливо неравенство: x− 6 (I +AG)−1AF [x] 6 x+.

Тогда уравнение (0.1) разрешимо на конусном отрезке [θ + x−; θ + x+].

Требование А4) неконструктивно и неудобно для непосредственной проверки. Следующее
утверждение (оно будет отправной точкой нашего исследования), содержащее достаточные
условия выполнения требования А4) (и всех требований теоремы 1), уже вполне конструктивно.

Теорема 2. Пусть A > 0 и при некоторых ϕ, ψ ∈ Zm
+ и x− = −Aψ, x+ = Aϕ выполняются

условия:

Б1) F [θ+Aϕ] 6 0, F [θ−Aψ] > 0; Б2) существует ЛОО G : X ℓ → Zm такой, что оператор

F : X ℓ → Zm, определяемый формулой F [x] = F [θ + x] + G[x], является монотонным на

конусном отрезке [x−;x+]; Б3) ρ(AG) < 1; Б4) (I +AG)−1A > 0.
Тогда оценка А4) выполняется, и тем самым, справедливо утверждение теоремы 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы докажем правую часть неравенства А4). Левая часть дока-
зывается аналогично. Имеем:

AG[x+] +Aϕ = x+ +AG[x+] ⇔ A
(

G[x+] + ϕ
)

= (I +AG)[x+] ⇔

⇔ (I +AG)−1AG[x+] + (I +AG)−1Aϕ = x+.

Согласно условию Б4) отсюда получаем (I + AG)−1AG[x+] 6 x+. Таким образом, пользуясь
условиями Б1), Б2) и Б4), для всех x ∈ [x−;x+] получаем:

(I +AG)−1AF [x] 6 (I +AG)−1AF [x+] 6 (I +AG)−1AG[x+] 6 x+.

�

Формулировки теорем 1 и 2 содержат следующие два требования I) и II), которые могут
(см. § 3) оказаться противоречащими друг другу:

I) существует ЛОО G : X ℓ → Zm такой, что оператор F : X ℓ → Zm, определяемый фор-
мулой F [x] = F [θ + x] +G[x], является монотонным на конусном отрезке [x−;x+] (иначе
говоря, оператор F является монотонизируемым с помощью оператора G);

II) ЛОО (I +AG)−1A > 0.

Далее, опираясь на предположение о вольтерровости операторов A, F и G, мы заменим тре-
бование монотонизируемости оператора F требованием оценки оператора F сверху и снизу
на некотором конусном отрезке через линейный оператор G плюс фиксированный элемент.
Вольтерровость указанных операторов — весьма распространенное свойство уравнения (0.1),
появляющееся всегда, когда это уравнение есть редукция той или иной НКЗ, связанной с эволю-
ционным уравнением (например, уравнением гиперболического или параболического типа, см.
примеры § 6). Поэтому использование вольтерровости операторов для обоснования разрешимо-
сти уравнения (0.1), на наш взгляд, довольно естественно. Применение основного результата
статьи в упомянутых примерах показывает, что для глобальной разрешимости НКЗ, связанной
с полулинейным эволюционным уравнением, достаточно, чтобы аналогичная НКЗ, связанная
с линейным уравнением, полученным путем оценки нелинейной правой части уравнения на
конусном отрезке, имела положительное решение.

§ 1. Формулировка основного утверждения

Прежде всего дадим необходимые определения.
Определение 1. Измеримое подмножество H ⊂ Π будем называть вольтерровым множе-

ством4 оператора L : Zm → X ℓ, если выполняется равенство PHLPH = PHL, где PH – это
оператор умножения на характеристическую функцию множества H. Соответственно, систему
всех вольтерровых множеств оператора L будем обозначать B(L).

Заметим, что система B(L) заведомо непуста, так как во всяком случае содержит ∅ и мно-
жество Π. Если B(L) состоит только из этих двух множеств, будем называть ее тривиальной.
Предположим, система B = B(A) ∩ B(F ) нетривиальна. Тогда для всякого H ∈ B мы получа-
ем H-локальный аналог уравнения (0.1), подействовав на него оператором PH . Решение этого
локального аналога естественно искать в пространстве PHX ℓ и называть H-локальным решени-

ем уравнения (0.1). При этом Π-локальное решение логично именовать глобальным решением

уравнения (0.1).

Определение 2. Пусть для ЛОО A : Zm → X ℓ система B(A) нетривиальна. Тогда для

произвольного числа δ > 0 подсистему T =
{

∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π
}

⊂ B(A) будем,

следуя [10, 11], называть вольтерровой δ-цепочкой оператора A, если для всех h = Hi \Hi−1,

i = 1, k, выполняется неравенство
∥

∥

∥PhAPh

∥

∥

∥ < δ.

4Впервые данное понятие было определено в [9]; см. также [3].
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Теорема 3. Пусть A > 0 и существуют ϕ, ψ ∈ Zm
+ такие, что для x+ = Aϕ и x− = −Aψ

выполняются следующие условия:

1) существует положительный ЛОО L : X → Z такой, что:
∣

∣F [x]−F [y]
∣

∣ 6 L
[

|x−y|
]

для

всех x, y ∈ [x−;x+]; 2) существует ЛОО G : X ℓ → Zm такой, что: G[x−] 6 F [θ + x] +G[x] 6

G[x+] для всех x ∈ [x−;x+]; 3) оператор A обладает для всякого δ > 0 вольтерровой δ-цепочкой

Tδ ∈ B(F ) ∩ B(G) ∩ B(L); 4) (I +AG)−1A > 0.
Тогда на конусном отрезке [θ+x−; θ+x+] уравнение (0.1) имеет в точности одно решение.

Далее будет показано, что при выполнении условия 3) теоремы 3 ЛОО AG квазинильпотен-
тен, а потому оператор (I + AG) обратим и условие 4) имеет смысл. Доказательство теоремы
3 см. в § 5.

§ 2. Обсуждение условия 1) теоремы 3

Укажем важный для приложений случай, когда условие 1) теоремы 3 заведомо выполняет-
ся. Именно он обычно реализуется при переходе от НКЗ, связанной с полулинейным уравнени-
ем, к уравнению вида (0.1) (см. примеры в § 6). Пусть БИП Z0 таково, что ‖yx‖Z 6 ‖y‖Z0

‖x‖X
для всех x ∈ X , y ∈ Z0, а оператор F является оператором суперпозиции F [x] = f

(

., x(.)
)

, где
функция f = f(t, x) : Π × R

ℓ → R
m удовлетворяет условиям:

F1) f(t, x) дифференцируема по x ∈ R
ℓ для почти всех (п.в.) t ∈ Π и вместе с производной

f ′x(t, x) измерима по t ∈ Π и непрерывна по x ∈ R
ℓ;

F2) f
(

., x(.)
)

∈ Zm, f ′x
(

., x(.)
)

∈ Zm×ℓ
0 для всех x ∈ [x−;x+].

Покажем, что при выполнении предположений F1), F2) условие 1) теоремы 3 будет выпол-
нено. Воспользуемся следующим вспомогательным утверждением, которое можно получить
непосредственно из [12, предложение Д1.2, с.326, и теорема Д1.4, с.327].

Лемма 2. Пусть S(Π) — пространство измеримых почти всюду конечных функций на Π,

l ∈ N, a(.), b(.) ∈ Sl(Π) — измеримые на Π l-вектор-функции, причем a(t) 6 b(t) для п.в. t ∈ Π,

а функция Φ(t, y) : Π × R
l → R измерима по t ∈ Π и непрерывна по y ∈ R

l. Тогда функция

ϕ(t) ≡ max
y∈[a(t);b(t)]

Φ(t, y) измерима на Π, и более того, существует функция θ(.) из семейства

M [a; b] ≡
{

y ∈ Sl(Π) : y(t) ∈ [a(t); b(t)]
}

такая, что Φ(t, θ(t)) = ϕ(t) для п.в. t ∈ Π.

Выберем произвольно x, y ∈ [x−;x+] и положим ∆ = x− y. Пользуясь условиями F1), F2),
а также леммой Адамара и неравенством Коши-Буняковского, можем оценить:

∣

∣F [x] − F [y]
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(

f ′x(., y + θ∆),∆
)

dθ

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

∣

∣f ′x(., y + θ∆)
∣

∣ dθ |∆|. (2.1)

Для п.в. t ∈ Π положим z(t) = max
x∈

[

x−(t);x+(t)
]

∣

∣f ′x(t, x)
∣

∣. В соответствии с леммой 2 найдется

измеримая функция γ(.) ∈ [x−;x+] такая, что z =
∣

∣

∣
f ′x

(

., γ(.)
)

∣

∣

∣
. В силу идеальности пространства

X имеем: γ ∈ X ℓ. Отсюда в силу условия F2) получаем, что z ∈ Z0, и кроме того, оператор
L, определяемый формулой L[x] = z · x, является положительным ЛОО X → Z. При этом,
согласно нашему построению,

∣

∣F [x] − F [y]
∣

∣ 6 L
[

|x − y|
]

для любых x, y ∈ [x−;x+], то есть
условие 1) теоремы 3 выполняется.

§ 3. Обсуждение условия 2) теоремы 3

Разумеется, условие 2) теоремы 3 может быть выполнено лишь тогда, когда F [θ + x+] 6 0,
F [θ + x−] > 0, что соответствует условию Б1) теоремы 2. Понятно, что при выполнении этих
двух неравенств в случае монотонности оператора F [x] = F [θ+x]+G[x] (монотонизируемости
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оператора F с помощью некоторого ЛОО G) условие 2) выполняется автоматически. Пока-
жем, что обратное, вообще говоря, не верно, то есть условие 2) может быть выполнено и при
отсутствии монотонизируемости оператора F .

Для наглядности предположим, что θ = 0, m = ℓ = 1, а оператор F является оператором
суперпозиции вида F [x](t) = γ(t)f

(

x(t)
)

, где функция f(x) непрерывна по x ∈ R, причем
f
(

x+(t)
)

6 0, f
(

x−(t)
)

> 0, f
(

., x(.)
)

∈ X для всех x ∈ X , а функция γ(t) > 0 для п.в. t ∈ Π,
причем ‖γ x‖Z 6 K ‖x‖X . Кроме того, будем предполагать, что функции x− = −Aψ и x+ = Aϕ
почти всюду конечны и нашлись две функции k−, k+ ∈ L∞(Π), k−, k+ > 0, такие, что при
почти каждом t ∈ Π выполняется неравенство

y−(x)[t] 6 f(x) 6 y+(x)[t] ∀x ∈
[

x−(t);x+(t)
]

,

где y = y−(x)[t] = k−(t)
(

x−(t) − x
)

, y = y+(x)[t] = k+(t)
(

x+(t) − x
)

— две прямые, ограни-
чивающие график функции y = f(x) на отрезке

[

x−(t);x+(t)
]

снизу и сверху соответственно.
Выбирая k = max{k−; k+}, получаем:

k(t)
(

x−(t) − x
)

6 f(x) 6 k(t)
(

x+(t) − x
)

∀x ∈
[

x−(t);x+(t)
]

.

Таким образом, формула G[x] = γ k x определяет положительный ЛОО G : X → Z такой, что

G[x−] −G[x] 6 F [x] 6 G[x+] −G[x] ∀x ∈ [x−;x+],

то есть условие 2) выполняется. Заметим, что производная функции f(x) (если она вообще
существует) может быть при этом сколь угодно велика и даже неограниченна. Вместе с тем,
для того, чтобы обеспечить монотонизируемость оператора F в описанной ситуации, нам при-
шлось бы потребовать, чтобы f ′(x) > −k1 при k1 = k1(t) > 0 для всех x ∈

[

x−(t);x+(t)
]

, и
соответственно, взять G[x] = γ k1 x.

Отметим, что и в том случае, когда монотонизируемость имеет место, совокупность условий
2), 4) теоремы 3 все равно остается менее ограничительной, нежели совокупность условий Б2),
Б4) теоремы 2. Дело здесь в следующем. Предположим, что поправка до монотонного операто-
ра имеет вид G[x] = k x, где k — фиксированная неотрицательная функция, либо положитель-
ное число, а уравнение (0.1) получено редукцией некоторой НКЗ, связанной с полулинейным
уравнением. Из предыдущего абзаца видно, что множитель k должен быть достаточно велик.
С другой стороны, условие (I +AG)−1A > 0 в терминах исходной НКЗ означает, как правило,
что аналогичная НКЗ, связанная с линейным уравнением, полученным заменой правой части
выражением z − k x, z > 0, должна иметь неотрицательное решение. А это может оказаться
возможным лишь при достаточно малом множителе k (см. первые два примера в § 6).

§ 4. Вспомогательные утверждения

Лемма 3 (см. [13]). Пусть B : X ℓ → X ℓ — ЛОО, обладающий для любого δ > 0 вольтерро-

вой δ-цепочкой. Тогда спектральный радиус ρ(B) = 0.

Лемма 4. Пусть B =
k
∏

j=1
Bj , где Bj : Ej → Ej+1, j = 1, k, — линейные операторы; Ej ,

j = 1, k + 1, — БИП (или прямые произведения БИП). Пусть, кроме того, B =
k
⋂

j=1
B(Bj).

Тогда для любых двух множеств H1, H2 ∈ B таких, что H1 ⊂ H2, H2 \ H1 = h, имеем:

PhBPh =
k
∏

j=1

(

PhBjPh

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай k = 2:

PhB1B2Ph = PhPH2
B1B2Ph = PhPH2

B1PH2
B2Ph = PhB1(PH1

+ Ph)B2Ph =
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= PhB1(PH1
B2Ph + PhB2Ph) = PhB1PhB2Ph,

так как PH1
B2Ph = PH1

B2PH1
Ph = PH1

B20 = 0. Дальнейшее доказательство очевидным обра-
зом проводится по индукции. �

Лемма 5. Пусть A > 0, ρ(AG) < 1, и при x+ = Aϕ, x− = −Aψ, где ϕ, ψ ∈ Zm
+ , выполнены

предположения 2) и 4) теоремы 3. Тогда оператор F [x] = (I + AG)−1A
(

F [θ + x] + G[x]
)

не

выводит из конусного отрезка [x−;x+].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Повторяя рассуждения из начала доказательства теоремы 2, по-
лучаем:

(I +AG)−1AG[x+] 6 x+, (I +AG)−1AG[x−] > x−.

Таким образом, используя предположения 2) и 4) теоремы 3, для всех x ∈ [x−;x+] имеем:

x− 6 (I +AG)−1AG[x−] 6 F [x] 6 (I +AG)−1AG[x+] 6 x+.

�

Лемма 6. Пусть для ЛОО L : X ℓ → Zm и G : X ℓ → Zm выполнено предположение 3)
теоремы 3. Тогда спектральные радиусы: I) ρ(AG) = 0; II) ρ

(

(I +AG)−1A(L+G)
)

= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с леммой 3 достаточно показать, что для всякого
δ > 0 цепочка Tδ (см. условие 3) теоремы 3) является вольтерровой δ-цепочкой ЛОО AG и
(I +AG)−1A(L+G).

I) Зафиксируем любое δ > 0 и предположим, что цепочка Tδ имеет вид T = Tδ =
{H0,H1, . . . ,Hk}. Поскольку Hj ∈ B(A) ∩ B(G), j = 0, k, то

PHj
AG = PHj

APHj
G = PHj

APHj
GPHj

= PHj
AGPHj

,

то есть Hj ∈ B(AG), и, таким образом, T является вольтерровой цепочкой оператора AG. При
этом учитывая, что T – вольтеррова δ-цепочка ЛОО A и в соответствии с леммой 4 получаем:

‖PhAGPh‖ = ‖PhAPhGPh‖ 6 ‖PhAPh‖ · ‖G‖ 6 δ ‖G‖

для всякого h = Hj \ Hj−1, j = 1, k. Отсюда очевидно, что ЛОО AG обладает вольтерровой
δ-цепочкой для любого δ > 0. Стало быть по лемме 3 спектральный радиус ρ(AG) = 0. Отсюда,
в свою очередь, следует существование ЛОО

(I +AG)−1 =
∞
∑

k=0

(−1)k(AG)k . (4.1)

II) Из представления (4.1) понятно, что для всякого δ > 0 цепочка Tδ ⊂ B
(

(I + AG)−1
)

, а
следовательно, Tδ ⊂ B

(

(I +AG)−1A(L+G)
)

(см. условие 3) теоремы 3). При этом для всякого

h = Hj \Hj−1, j = 1, k, в соответствии с леммой 4 получаем:
∥

∥Ph(I +AG)−1A(L+G)Ph

∥

∥ =
∥

∥Ph(I +AG)−1PhAPh(L+G)Ph

∥

∥ 6

6
∥

∥(I +AG)−1
∥

∥ ·
∥

∥PhAPh

∥

∥ · ‖L+G‖ 6
∥

∥(I +AG)−1
∥

∥ · ‖L+G‖ · δ.
Отсюда очевидно, что ЛОО (I + AG)−1A(L + G) обладает вольтерровой δ-цепочкой для всех
δ > 0. Таким образом, по лемме 3 спектральный радиус ρ

(

(I +AG)−1A(L+G)
)

= 0. �

Лемма 7. Пусть выполнены все предположения теоремы 3. Тогда существует число k ∈ N

такое, что для оператора F : X ℓ → X ℓ, определяемого формулой

F [x] = (I +AG)−1A
(

F [θ + x] +G[x]
)

,

степень Fk является сжимающим оператором на конусном отрезке [x−;x+].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С целью упрощения выкладок предположим, что m = ℓ = 1. В
соответствии с леммой 6 и формулой И.М. Гельфанда спектральный радиус

ρ
(

(I +AG)−1A(L+G)
)

= lim
µ→∞

µ

√

∥

∥

∥

[

(I +AG)−1A(L+G)
]µ

∥

∥

∥ = 0 < 1,

следовательно, ряд
∞
∑

µ=0

∥

∥

∥

[

(I + AG)−1A(L + G)
]µ

∥

∥

∥
сходится. В таком случае общий член ряда

стремится к нулю. Поэтому существует число k ∈ N такое, что

∥

∥

∥

[

(I +AG)−1A(L+G)
]k

∥

∥

∥
6 α < 1.

Выберем произвольно x, y ∈ [x−;x+] и пользуясь леммой 5, а также предположением 1) теоре-
мы 3, оценим:

∣

∣Fk[x] −Fk[y]
∣

∣ =
∣

∣

∣
F

[

Fk−1[x]
]

−F
[

Fk−1[y]
]

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
(I +AG)−1·

·A
[

F
[

θ + Fk−1[x]
]

+G
[

Fk−1[x]
]

− F
[

θ + Fk−1[y]
]

−G
[

Fk−1[y]
]

]∣

∣

∣
6

6 (I +AG)−1A
[

∣

∣. . .
∣

∣

]

6 (I +AG)−1A(L+G)
[

∣

∣Fk−1[x] −Fk−1[y]
∣

∣

]

.

По индукции, таким образом, получаем:

∣

∣Fk[x] −Fk[y]
∣

∣ 6

{

(I +AG)−1A(L+G)
}k[

|x− y|
]

,

следовательно,
∥

∥

∥
Fk[x] − Fk[y]

∥

∥

∥
6 α ‖x − y‖. Доказательство для общего случая нетрудно по-

лучить, если воспользоваться следующей далее леммой. �

Лемма 8. Пусть A =
{

A(1), . . . , A(ℓ)
}

: Zm → X ℓ – монотонный ЛОО: A > 0. Тогда

существует положительный ЛОО B : Z → X , определяемый формулой: B[z] =
ℓ

∑

i=1
A(i)[z · ~e],

~e = {1, . . . , 1} ∈ R
m, такой, что

∣

∣A[z]
∣

∣ 6 B
[

|z|
]

для всех z ∈ Zm.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидным образом следует из монотонности оператора A, а так-
же оценки: −|z| 6 −|z(i)| 6 z(i) 6 |z(i)| 6 |z| для каждого z ∈ Zm. �

Следующее утверждение практически очевидно.

Лемма 9. Множество X ℓ
+ замкнуто в X ℓ.

§ 5. Доказательство теоремы 3

В соответствии с леммой 9 конусный отрезок [x−;x+] является замкнутым множеством
в X ℓ. Прежде всего, преобразуем уравнение (0.1) к некоторому эквивалентному уравнению.
Во-первых, перепишем его в виде:

x− θ = AF [x− θ + θ], x ∈ X ℓ. (5.1)

В уравнении (5.1) сделаем замену: x− θ = z. Получим:

z = AF [θ + z], z ∈ X ℓ. (5.2)

Добавим к обеим частям уравнения (5.2) слагаемое AG[z]:

(I +AG)[z] = A
(

F [θ + z] +G[z]
)

, z ∈ X ℓ. (5.3)
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Подействуем на уравнение (5.3) оператором (I +AG)−1. В соответствии с леммой 6 уравнение
(5.3) будет эквивалентно следующему уравнению:

z = F [z], z ∈ X ℓ, (5.4)

где F [z] = (I + AG)−1A
(

F [θ + z] + G[z]
)

. Согласно лемме 5 оператор F , а следовательно, и
любая его степень не выводит из конусного отрезка [x−;x+]. По лемме 7 существует число
k ∈ N такое, что степень Fk является сжимающим оператором на множестве [x−;x+]. Таким
образом, в соответствии с принципом сжимающих отображений (см., например, [14, теорема
7.2.2, с.432]), существует единственная неподвижная точка оператора F на множестве [x−;x+].

�
§ 6. Примеры

Чтобы пояснить методику применения теоремы 3 к доказательству глобальной разрешимо-
сти НКЗ, рассмотрим следующие иллюстративные примеры.

6.1. Система Гурса–Дарбу5 (для упрощения выкладок начально-краевые условия берем
нулевые)

{

x′′t1t2 = f(t, x), t = (t1, t2) ∈ Π = [0; 1] × [0; 1],

x(0, t2) = x(t1, 0) = 0, t1, t2 ∈ [0; 1],
(6.1)

где f(t, x) = γ
(

g(t, x) − x
)

, γ ∈ (0; 1] – некоторая константа, а функция g(t, x) удовлетворяет
условиям:

G1) g(t, x) дифференцируема по x ∈ R для п.в. t ∈ Π и вместе с производной g′x(t, x) измерима
по t ∈ Π и непрерывна по x ∈ R;

G2)
∣

∣

∣
g(t, x)

∣

∣

∣
6 |x| для всех x ∈ [−1; 1] и п.в. t ∈ Π;

G3) g
′
x

(

., x(.)
)

∈ L∞(Π) для всех x ∈ L∞(Π) таких, что x(t) ∈ [−1; 1] при п.в. t ∈ Π.

Понимая решение задачи (6.1) в смысле п.в., будем искать его в классе W (Π) абсолютно непре-
рывных на Π функций, имеющих первые частные производные и смешанную производную в
классе L∞(Π). Задача (6.1) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

x(t) =

∫ t1

0
dξ

∫ t2

0
f
(

ξ, η, x(ξ, η)
)

dη, x ∈W (Π). (6.2)

Определим операторы A : L∞(Π) → L∞(Π), F : L∞(Π) → L∞(Π) с помощью формул:

A[z](t) =

∫ t1

0
dξ

∫ t2

0
z(ξ, η) dη, F [z](t) = f

(

t, z(t)
)

, z ∈ L∞(Π), t ∈ Π.

Интегральное уравнение (6.2) можно переписать в эквивалентной операторной форме:

x = AF [x], x ∈ L∞(Π). (6.3)

Положив ϕ = ψ ≡ 1, x+(t) = A[1](t) = t1t2, x
−(t) = −x+(t), проверим выполнение условий тео-

ремы 3. Сравнивая условия G) с условиями F) из § 2 и пользуясь результатами § 2, приходим
к выводу, что условие 1) теоремы 3 выполняется с оператором L : L∞(Π) → L∞(Π), пред-
ставляющим собой оператор умножения на некоторую фиксированную функцию из L∞(Π).
Определив оператор G : L∞(Π) → L∞(Π) формулой

G[z](t) = γ z(t), z ∈ L∞(Π), t ∈ Π,

5Краткий обзор по работам, посвященным системе Гурса–Дарбу, см. в [15].
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заметим, что согласно условию G2)

F [x] +G[x] = f(., x) + γ x = γ
(

g(., x) − x
)

+ γ x 6 γ
∣

∣g(., x)
∣

∣ 6 γ
∣

∣x
∣

∣ 6 G[x+]

для всех x ∈
[

x−(.), x+(.)
]

. И аналогично F [x] + G[x] > G[x−] для всех x ∈
[

x−(.), x+(.)
]

.
Таким образом, условие 2) теоремы 3 выполняется. Достаточно очевидно, что ЛОО A для

всякого δ > 0 обладает вольтерровой δ-цепочкой вида Tδ =
{

H0,H1, . . . ,Hk

}

, где Hi =
{

t ∈

Π : t1 + t2 6 τi

}

, i = 0, k, при произвольном выборе чисел 0 = τ0 < τ1 < . . . < τk = 2,

τi − τi−1 <
√
δ, i = 1, k. При этом B(F ) = B(G) = B(L) = Σ(Π) – σ-алгебра всех измеримых

по Лебегу подможеств множества Π. Отсюда понятно, что условие 3) теоремы 3 выполняется.
Проверка условия 4) теоремы 3 при ее применении составляет основную трудность. В данном
случае условие 4) будет выполнено, если уравнение

(I +AG)[x] = A[z], x ∈ L∞(Π)

имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L∞(Π), z > 0. Это, в свою очередь, равносиль-
но тому, что линейная НКЗ вида

{

x′′t1t2 + γ x = z(t), t = (t1, t2) ∈ Π = [0; 1] × [0; 1],

x(0, t2) = x(t1, 0) = 0, t1, t2 ∈ [0; 1]
(6.4)

имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L∞(Π), z > 0. Как известно (см., например, [16,
§ 14, теорема 2, с. 112], решение задачи (6.4) выражается формулой:

x(t) =

∫ t1

0
dξ

∫ t2

0
J0

(

√

4γ(t1 − ξ)(t2 − η)
)

z(ξ, η) dη, (6.5)

где J0(.) – функция Бесселя первого рода. Эта функция обладает, в частности, свойством:
J0(ξ) > 0 по крайней мере при ξ ∈ [0; 2] (см., например, [17, с. 669, рис. 21.8-2]). В нашем случае
ясно, что при γ ∈ (0; 1] имеет место соотношение

√

4γ(t1 − ξ)(t2 − η) ∈ [0; 2],

следовательно, J0

(

√

4γ(t1 − ξ)(t2 − η)
)

> 0, и таким образом, решение задачи (6.4) будет неот-

рицательным при z > 0, то есть условие 4) теоремы 3 выполняется. Стало быть, согласно
теореме 3 задача (6.1) имеет единственное решение в конусном отрезке [−t1t2; t1t2].

6.2. Задача Коши для волнового уравнения (для упрощения выкладок начальные
условия берем нулевые)

{

x′′t1t1 − c2 x′′t2t2 = f(t, x), t = (t1, t2) ∈ Π,

x(0, t2) = 0, x′t1(0, t2) = 0, t2 ∈ [0; 1],
(6.6)

где c > 0 — константа, Π =
{

t ∈ [0; 1]×[0; 1] : ct1 6 t2 6 1−ct1
}

— попадающая в прямоугольник

[0; 1]× [0; 1] часть сужающегося в направлении оси t1 характеристического конуса, основанием

которого служит отрезок начальных данных Γ =
{

t ∈ R
2 : t1 = 0, t2 ∈ [0; 1]

}

; f(t, x) =

γ
(

g(t, x) − x
)

, γ ∈ (0; 4] — некоторая константа, а функция g(t, x) удовлетворяет условиям G)
из п. 6.1. Решение задачи (6.6) будем понимать в обобщенном смысле. Прежде чем привести
соответствующее определение6, рассмотрим вспомогательную задачу

{

x′′t1t1 − c2 x′′t2t2 = z(t), t = (t1, t2) ∈ Π,

x(0, t2) = 0, x′t1(0, t2) = 0, t2 ∈ [0; 1],
(6.7)

6Мы следуем здесь [18, п. 2.4.2].
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где z ∈ L∞(Π). Положим для любых x, ω ∈W 1
2 (Π), z ∈ L∞(Π)

J [x, ω, z] =

∫

Π

{

−x′t1ω
′
t1 + c2x′t2ω

′
t2 − zω

}

dt.

Функцию x ∈ W 1
2 (Π) назовем обобщенным решением задачи (6.7), если x(0, t2) = 0, t2 ∈ [0; 1],

и для любой функции ω ∈W 1
2 (Π), удовлетворяющей условию:

ω(t) = 0, t ∈ ∂Π \ Γ, (6.8)

выполняется равенство J [x, ω, z] = 0. Из результатов [19, глава 3, § 18], [20, глава 5, § 3] следует,
что задача (6.7) для любого z ∈ L∞(Π) имеет единственное решение в W 1

2 (Π). Непосредствен-
ным вычислением проверяется, что это решение, как и в классическом случае, дается формулой
Даламбера:

x(t) = A[z](t) ≡ 1

2c

∫∫

∆(t)
z(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2, t ∈ Π, (6.9)

где ∆(t) ≡
{

ξ ∈ R
2 : ξ1 ∈ [0; 1], |ξ2 − t2| 6 c (t1 − ξ1)

}

— попадающая в полосу [0; t1] × R

часть характеристического конуса уравнения (6.7) с вершиной t = (t1, t2). Из (6.9) следует, что
решение задачи (6.7) принадлежит пространству W 1

∞(Π).
Обобщенным решением задачи (6.6) назовем такую функцию x ∈W 1

∞(Π), для которой при
любой функции ω ∈W 1

2 (Π), удовлетворяющей условию (6.8), выполняется равенство

J
[

x, ω, f
(

., x(.)
)

]

= 0.

В соответствии с данным определением и формулой (6.9) функция x ∈W 1
∞(Π) является реше-

нием исходной задачи (6.6) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет уравнению:

x = AF [x], x ∈ L∞(Π), (6.10)

где оператор A можно понимать как ЛОО L∞(Π) → L∞(Π), а оператор F : L∞(Π) → L∞(Π)
определяется формулой:

F [z](t) = f
(

t, z(t)
)

, z ∈ L∞(Π), t ∈ Π.

Положив ϕ = ψ ≡ 1, x+(t) = A[1](t) = 0.5 t21, x
−(t) = −x+(t), проверим выполнение условий

теоремы 3. Дословно повторяя рассуждения из п.6.1, убеждаемся в выполнении условий 1)
и 2) теоремы 3. Достаточно очевидно, что ЛОО A для всякого δ > 0 обладает вольтерровой

δ-цепочкой вида Tδ =
{

H0,H1, . . . ,Hk

}

, где Hi =
{

t ∈ Π : 0 6 t1 6 τi

}

, i = 0, k, при

произвольном выборе чисел 0 = τ0 < τ1 < . . . < τk = 1, τi − τi−1 < δ, i = 1, k. При этом
B(F ) = B(G) = B(L) = Σ(Π) — σ-алгебра всех измеримых по Лебегу подможеств множества Π.
Отсюда понятно, что условие 3) теоремы 3 выполняется. Условие 4) теоремы 3 будет выполнено,
если уравнение

(I +AG)[x] = A[z], x ∈ L∞(Π)

имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L∞(Π), z > 0. Это, в свою очередь, равносиль-
но тому, что линейная задача вида

{

x′′t1t1 − c2 x′′t2t2 + γ x = z(t), t = (t1, t2) ∈ Π,

x(0, t2) = 0, x′t1(0, t2) = 0, t2 ∈ [0; 1],
(6.11)

имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L∞(Π), z > 0. Как известно (см., например, [21,
с. 265–268], [22, п. 4.1.3-3, с. 263]), решение задачи (6.11) выражается формулой:

x(t) =
1

2c

∫∫

∆(t)
J0





√

√

√

√γ

[

(t1 − ξ1)2 −
(

t2 − ξ2
c

)2
]



 z(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2, (6.12)
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где J0(.) — функция Бесселя первого рода. Эта функция обладает, в частности, свойством:
J0(ξ) > 0 по крайней мере при ξ ∈ [0; 2] (см., например, [17, с. 669, рис. 21.8-2]). В нашем случае
ясно, что при γ ∈ (0; 4] имеет место соотношение

√

√

√

√γ

[

(t1 − ξ1)2 −
(

t2 − ξ2
c

)2
]

∈ [0; 2],

следовательно, J0(. . .) > 0, и таким образом, решение задачи (6.11) будет неотрицательным
при z > 0, то есть условие 4) теоремы 3 выполняется. Стало быть, согласно теореме 3 задача
(6.6) имеет единственное решение со значениями в промежутке [−0.5 t21; 0.5 t

2
1].

6.3. Первая краевая задача для уравнения диффузии.
Пусть Q ⊂ R

n – некоторая область переменных t = (t1, . . . , tn); T > 0 – заданное число. По-
ложим Π = ΠT ≡ (0, T )×Q ⊂ R

n+1 – область переменных t = (t0; t); S = ST = (0, T )×∂Q – бо-
ковая поверхность цилиндра Π. По поводу используемых далее функциональных пространств
см. [23, § 1.1]. Рассмотрим задачу

L[x](t) ≡ x′t0 −
n

∑

j=1

(

a(t)x′tj
)′

tj
= f

(

t, x(t)
)

, t = {t0, t} ∈ Π; (6.13)

x(t) = 0, t ∈ S; x(0, t) = w(t), t ∈ Q. (6.14)

Будем предполагать, что a ∈ C
1(Q), a > 0, w ∈ L2(Q), f(t, x) = g(t, x) − γ(t)x, γ ∈ Lσ(Π),

1/q + 1/σ = 1/2, γ > 0, а функция g(t, x) удовлетворяет условиям:

Y1) g(t, x) дифференцируема по x ∈ R для п.в. t ∈ Π и вместе с производной g′x(t, x) измерима
по t ∈ Π и непрерывна по x ∈ R;

Y2) g
(

., x(.)
)

∈ L2(Π), g′x
(

., x(.)
)

∈ Lσ(Π) для всех x ∈ Lq(Π).

Здесь число q выбирается указанным далее образом. А именно, примем

qn =

{

2n

n− 2
, если n > 2; +∞, если n = 1, 2,

и выберем некоторые числа q0 ∈ (2, qn) и r0 > 2 так, чтобы выполнялось равенство r−1
0 +

n(2q0)
−1 = n/4. Кроме того, обозначим q = min{q0, r0} и выберем q ∈ (2, q). При таком выборе

справедливо [23, § 2.3, с. 89] непрерывное (ограниченное) вложение

V2(Π) ⊂ Lq0,r0
(Π) ⊂ Lq(Π) ⊂ L2(Π). (6.15)

Установленное вложение будет весьма существенным для наших дальнейших построений.
Решение задачи (6.13), (6.14) будем понимать в указанном далее обобщенном смысле. Чтобы

дать строгое определение и обосновать его корректность, рассмотрим, прежде всего, для z ∈
L2(Π) вспомогательное уравнение:

L[x](t) = z(t), t ∈ Π, (6.16)

в совокупности с начально-краевыми условиями (6.14). Для x ∈ V 1,0
2 (Π), ϕ ∈ W 1,1

2 (Π), z ∈
L2(Π), w ∈ L2(Q), ξ ∈ [0, T ] положим:

I[x, z, w, ϕ, ξ] =

∫ ξ

0
dt0

∫

Q

{

−xϕ′
t0 +

n
∑

j=1

ax′tjϕ
′
tj − ϕz

}

dt+

∫

Q
x(ξ, t)ϕ(ξ, t) dt−

∫

Q
w(t)ϕ(0, t) dt.

Следуя [23], обобщенным решением задачи (6.16), (6.14) для заданных z ∈ L2(Π), w ∈ L2(Q)

назовем функцию x ∈
◦
V

1,0

2 (Π), удовлетворяющую для п.в. ξ ∈ [0, T ] условию:

I[x, z, w, ϕ, ξ] = 0 для всех ϕ ∈
◦
W

1,1

2 (Π).
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Замечание 1. Заменяя в приведенном определении число T на τ ∈ (0, T ) и множество
Π = ΠT на Πτ , получим определение решения задачи (6.16), (6.14) на цилиндре Πτ . Очевидно,
что всякое решение на множестве Π (глобальное решение) является решением и на множестве
Πτ (локальным решением) для всех τ ∈ (0, T ).

Соответственно, обобщенным решением задачи (6.13), (6.14) для заданного w ∈ L2(Q) будем

называть функцию x ∈
◦
V

1,0

2 (Π), удовлетворяющую для п.в. ξ ∈ [0, T ] условию:

I
[

x, f(., x), w, ϕ, ξ
]

= 0 для всех ϕ ∈
◦
W

1,1

2 (Π).

Из [23, глава 3, теоремы 2.1, 4.2] получаем следующее утверждение.

Лемма 10. Для любых функций z ∈ L2(Π), w ∈ L2(Q) существует единственное обобщен-

ное решение x ∈
◦
V

1,0

2 (Π) задачи (6.16), (6.14). Для этого решения справедливо энергетическое

неравенство: ‖x‖V 1,0
2

(Π) 6 K ·
{

‖w‖L2(Q) + ‖z‖L2(Π)

}

.

Поскольку KerI[., ϕ, ξ] – линейное множество для любого ϕ ∈
◦
W

1,1

2 (Π) и п.в. ξ ∈ [0, T ], то
по лемме 10 всякое решение задачи (6.16), (6.14) представимо в виде: x = Θ[w] + A[z], где

Θ : L2(Q) →
◦
V

1,0

2 (Π), A : L2(Π) →
◦
V

1,0

2 (Π) — ЛОО. А именно, Θ[w] — это решение задачи
(6.16), (6.14) при z = 0, A[z] – решение задачи (6.16), (6.14) при w = 0. Поэтому исходная
задача эквивалентна операторному уравнению:

x = θ +A
[

f(., x)
]

, x ∈
◦
V

1,0

2 (Π), (6.17)

где θ = Θ[w] (начальные данные w считаем фиксированными). Кроме того, принятое нами
понятие обобщенного решения задачи (6.13), (6.14) оказывается корректным, поскольку наши
предположения относительно правой части уравнения согласованы со свойствами операторов
A и Θ, вытекающими из леммы 10. Согласно ограниченному вложению (6.15) уравнение (6.17)
эквивалентно уравнению:

x = θ +A
[

f(., x)
]

, x ∈ Lq(Π), (6.18)

причем норма ‖A[z]‖Lq (Π) 6 M ·‖A[z]‖V2(Π), и согласно лемме 10 норма ‖A[z]‖V2(Π) 6 K ·‖z‖L2(Π)

для всех z ∈ L2(Π). Таким образом, можно рассматривать оператор A как ЛОО L2(Π) → Lq(Π).
Заметим, что уравнение (6.18) является уравнением вида (0.1) при ℓ = m = 1, X = Lq(Π),
Z = L2(Π), F [x] = f(., x).

Из проведенных рассуждений видно, что редукция управляемой НКЗ к функционально-
операторному уравнению вида (0.1) оказывается довольно естественной. Действительно, все,
что мы использовали в проведенных выше рассуждениях — это утверждение о существова-
нии единственного решения для соответствующей линейной задачи (6.16), (6.14), некоторое
энергетическое неравенство для этого решения (см. лемму 10), и наконец, вложение (6.15).

Применим к уравнению (6.18) теорему 3. Как и ранее, будем считать для простоты на-
чальные условия нулевыми: w = 0, и соответственно, θ = 0. Кроме того, примем ϕ = ψ ≡ 1,
x+ = A[1], x− = −x+, и дополнительно будем считать выполненным следующее условие:

Y3)
∣

∣g(., x)
∣

∣ 6 γ |x| для всех x ∈ [x−;x+].

Сравнивая условия Y) с условиями F) из § 2 и пользуясь результатами § 2, приходим к выводу,
что условие 1) теоремы 3 выполняется с оператором L : Lq(Π) → L2(Π), представляющим собой
оператор умножения на некоторую фиксированную функцию из Lσ(Π). Определив оператор
G : Lq(Π) → L2(Π) формулой

G[x](t) = γ(t)x(t), x ∈ Lq(Π), t ∈ Π,
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заметим, что согласно условию Y3)

F [x] +G[x] = f(., x) + γ x = g(., x) − γ x+ γ x 6
∣

∣g(., x)
∣

∣ 6 γ
∣

∣x
∣

∣ 6 G[x+]

для всех x ∈
[

x−(.), x+(.)
]

. И аналогично F [x]+G[x] > G[x−] для всех x ∈
[

x−(.), x+(.)
]

. Таким
образом, условие 2) теоремы 3 выполняется.

Проверим выполнение условия 3) теоремы 3. Непосредственно из замечания 1 получаем,

что если для некоторого τ ∈ (0, T ) сужение z
∣

∣

∣

Πτ

= 0, а x – решение задачи (6.16), (6.14) при

w = 0, то x
∣

∣

∣

Πτ

= 0. Иными словами, для H = Πτ , τ ∈ (0, T ) и оператора PH умножения на

характеристическую функцию χH множества H справедливо равенство PHAPΠ\H = 0. А в
таком случае

PHA = PHA(PH + PΠ\H) = PHAPH + PHAPΠ\H = PHAPH ,

то есть H = Πτ ∈ B(A) для всех τ ∈ (0, T ). Выберем произвольно число λ > 0, а также τ ′,
τ ′′ ∈ (0;T ) так, чтобы 0 < τ ′′ − τ ′ < λ. Рассмотрим множество h = Πτ ′′ \ Πτ ′ . Оценим норму
‖PhAPh‖L2→Lq .

Из проведенных выше построений видно, что разрешающий оператор A может рассмат-
риваться как ЛОО A : L2(Π) → Lκ(Π) для любого κ ∈ (q, q). Поэтому для произвольного
z ∈ L2(Π), ‖z‖ 6 1 имеем: y = A[χhz] ∈ Lκ(Π), следовательно, |y|q ∈ Lα(Π), где α = κ/q > 1, и
таким образом,

∥

∥

∥
|y|q

∥

∥

∥

α

Lα

= ‖y‖κ
Lκ

=
∥

∥

∥
A[χhz]

∥

∥

∥

κ

Lκ

6 ‖A‖κ
L2→Lκ

· ‖z‖κ
L2

6 ‖A‖κ
L2→Lκ

≡ γα.

По неравенству Гельдера получаем:
∥

∥

∥PhAPh[z]
∥

∥

∥

q

Lq

=
∥

∥

∥χhy
∥

∥

∥

q

Lq

6 γ‖χh‖Lβ
, где β−1 + α−1 = 1.

Отсюда понятно, что

‖PhAPh‖L2→Lq 6 γ1/q(mesh)1/(qβ)
6 γ1/q(λ)1/(qβ)(T2)

1/(qβ) → +0

при λ → +0. Поэтому оператор A обладает вольтерровой δ-цепочкой для всех δ > 0, то есть
условие 3) теоремы 3 выполняется.

Убедимся в положительности оператора A. Отметим, прежде всего, что поскольку A —
ЛОО, а множество неотрицательных функций L+

2 (Π) замкнуто в L2(Π), нам достаточно дока-
зать, что A[z] > 0 для всех неотрицательных z из какого-либо всюду плотного подмножества
в пространстве L2(Π), в частности, из множества C

∞
0 (Π) всех бесконечно гладких финитных

на Π функций (см., например, [24, § 4.7]). С другой стороны, для гладких функций z ∈ C
∞
0 (Π)

A[z] — это классическое решение задачи (6.16), (6.14) при w = 0. Для такого решения вы-
полняется принцип минимума (см., например, [25, п. 6.3.1, с. 367]), согласно которому A[z] > 0
для всех z ∈ C

∞
0 (Π), z > 0. Как видно из доказательства теоремы [24, § 4.7], всякая неотри-

цательная функция z ∈ L2(Π) может быть представлена в виде предела последовательности
неотрицательных функций {zk} ⊂ C

∞
0 (Π). Но в таком случае:

∥

∥

∥
A[z] −A[zk]

∥

∥

∥

L2

6 ‖A‖ · ‖z − zk‖L2
→ 0 при k → ∞,

причем A[zk] > 0. Поскольку из сходимости по норме в L2 следует сходимость по мере, а из
сходимости по мере — существование подпоследовательности, сходящейся п.в., то отсюда ясно,
что A[z] > 0 для всех z ∈ L+

2 (Π), то есть оператор A является положительным.
Наконец, проверим выполнение условия 4) теоремы 3. Условие 4) теоремы 3 будет выпол-

нено, если уравнение
(I +AG)[x] = A[z], x ∈ Lq(Π)

имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L2(Π), z > 0. Это, в свою очередь, равносильно
тому, что линейная задача вида

x′t0 −
n

∑

j=1

(

a(t)x′tj
)′

tj
+ γ(t)x(t) = z(t), t = {t0, t} ∈ Π; x(t) = 0, t ∈ S; x(0, t) = 0, t ∈ Q
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имеет неотрицательное решение для любого z ∈ L∞(Π), z > 0. Этот факт выводится из прин-
ципа минимума совершенно так же, как ранее была доказана положительность оператора A.
Стало быть, согласно теореме 3 задача (6.13), (6.14) при сделанных предположениях имеет
единственное решение в промежутке [−x+;x+].
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On Volterra type generalization of monotonization method for nonlinear functional operator

equations

Keywords: nonlinear operator equation, solvability, monotonization method, Volterra property.

Mathematical Subject Classifications: 47J05, 47J35

Let n,m, ℓ, s ∈ N be given numbers, Π ⊂ Rn be a set measurable by Lebesgue and X , Z be some Banach
ideal spaces of functions measurable on Π. We consider a nonlinear operator equation of the form as follows:

x = θ +AF [x], x ∈ X ℓ, (1)

where A : Zm → X ℓ is bounded linear operator, F : X ℓ → Zm is some operator. Equation (1) is a natural
form of lumped and distributed parameter systems from a wide enough class. Formerly, by V. P. Polityukov it
was suggested monotonization method for justification of solvability of equation (1) and obtaining pointwise
estimations for solutions. The matter of this method consisted in that solvability of equation (1) was proved
(besides other conditions) under following: I) operator F allows some correction of the form G = λI to
monotone operator F [x] = F [θ + x] + G[x] such that II) (I + AG)−1A > 0 (λ > 0, I is identity operator).
As our examples show, conditions I) and II) may be contradictory to each other, that narrows a sphere of
application of the method. The main result of the paper is that for the case of operator A, possessing the
Volterra property, which is natural for evolutionary equations, the requirement I) of ability to be monotonized
can be replaced by the requirement of some upper and lower estimates for operator F on some cone segment
through linear operator G and additional fixed element. We prove that for global solvability of a boundary
value problem associated with a semilinear evolutionary equation it is sufficient that analogous boundary
value problem associated with linear equation, derived from the original equation by estimating of a right-
hand side on some cone segment, have a positive solution. The application of results obtained is illustrated by
Goursat–Darboux system, Cauchy problem associated with wave equation and first boundary value problem
associated with diffusion equation.
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