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ОРБИТЫ ДАЛЕКИХ СПУТНИКОВ ЗВЕЗД

Численно исследовано плоское движение материальной точки в поле точечной массы (звезды) и Галак-
тики. Для потенциала Галактики принималось приливное приближение. Уравнения движения интегри-
ровались на интервале времени до 60/

√

A(A − B) (A, B — коэффициенты Оорта). Частица считалась
улетающей, если она удалялась от звезды на расстояние, превышающее 2 расстояния от точки либра-
ции. У остающихся частиц оскулирующие эксцентриситеты или уменьшались, или оставались в среднем
(по времени) неизменными. Показана зависимость доли орбит разного типа от начальных условий.
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Введение

Следуя В.А. Антонову и И.Н. Латышеву [1, 2], под далекими спутниками звезд мы будем
понимать такие небесные объекты (планетные тела, кометы), на движение которых существен-
ное влияние оказывают не только звезды, вокруг которых они обращаются, но и регулярное
и иррегулярное галактическое поле. Исследование орбит таких тел необходимо, в частности,
для исследования динамики наружных частей Солнечной системы, эволюции кометного об-
лака Оорта и происхождения долгопериодических комет. Поскольку звезда притягивает как
точечная масса, воздействием больших планет даже в приближении гауссового кольца мы пре-
небрегаем, а расстояние от звезды до спутника много меньше расстояния до центра Галактики,
то приходим к обобщению известной задачи Хилла небесной механики [3]. Отличие от клас-
сической задачи Хилла здесь в том, что в настоящее время мы не можем считать Галактику
точечной массой. С другой стороны, в математическом отношении мы получаем частный слу-
чай задачи Бока (исследование движения звезды в поле скопления и Галактики) [4], когда
звездное скопление считается гравитирующей точечной массой. Иногда, впрочем, термин «за-
дача Хилла» распространяется на все эти случаи [5].

Первый шаг в исследовании сформулированной задачи был сделан в пионерской работе
В.А. Антонова и И.Н. Латышева [1]. Предполагая, что звезда (Солнце) движется в Галак-
тике по круговой орбите, они выписали интеграл Якоби и нашли критическую поверхность
Хилла. Дифференциально-геометрические свойства орбит внутри этой поверхности исследо-
вал И.Н. Латышев [2], пользуясь методами качественного анализа школы Н.Д. Моисеева [6].
Последующие работы были как численными, так и аналитическими, основанными чаще все-
го на приближенном решении уравнений движения, усредненных по быстрым переменным.
Отметим из них обстоятельную статью [7].

В первых численных исследованиях Галактика еще предполагалась точечной массой [8],
но уже Дж. Хейслер и С. Тримейн [9] использовали так называемое приливное приближение
потенциала Галактики (как и в [1,2]). Применительно к этому приближению разрабатывались
специальные численные методы [10–12].

Большинство работ было ориентировано на изучение облака Оорта. Классической считается
статья [13]. В ней рассматривалась такая его модель, в которой первоначальное распределе-
ние угловых моментов и направлений на перигелий принималось изотропным. Аналитически,
а также численно исследовались изменения со временем элементов орбит. Просчитана эволю-
ция со временем 106 комет, и найдено получающееся распределение. В этой работе, как и в
других исследованиях [8,9,14], большое внимание уделялось нахождению условий выброса ко-
мет из облака Оорта внутрь Солнечной системы. Аналитическая теория [13] возмущений комет
в облаке Оорта далее развивалась в статье [15].



Орбиты далеких спутников звезд 117

МЕХАНИКА 2013. Вып. 2

Дж. Хейслер и С. Тримейн [9] и М. Торбет [16] обратили внимание на то, что наибольшее
значение может иметь приливное воздействие со стороны Галактики в вертикальном направ-
лении. После этого большинство авторов вообще игнорировало приливное воздействие в галак-
тической плоскости. Орбиты же комет относительно Солнца считались близкими к параболи-
ческим.

В статье Р. Брассера [17] рассматривалась более общая задача. А именно, он исследовал
свойства орбит в данной механической задаче. На плоскости эксцентриситет–наклонение орби-
ты были найдены области хаотических движений, увеличивающиеся с ростом большой полу-
оси. Оказалось, однако, что соответствующие ляпуновские времена слишком велики и данная
стохастизация не имеет практического значения.

Отметим недавнюю работу группы авторов из Турку [18]. Орбита Солнца считалась в ней
некруговой, но оказалось, что по сравнению со случаем круговой орбиты результаты прак-
тически не меняются. Учитывались обе компоненты приливной силы Галактики в приливном
приближении. Кроме того, интегрировались точные уравнения движения кометы в новой мо-
дели Галактики, описанной в этой же работе [18] (модификация модели К. Флинна).

Наряду с регулярным гравитационным полем Галактики на орбиты далеких спутников
звезд могли влиять и отдельные проходящие звезды. Первым такое воздействие рассмотрел
Я.Х. Оорт [19] (ранее сходную задачу исследовал Э. Эпик). Высказывалось мнение, что в ре-
зультате внешних воздействий облако Оорта разрушается [20]. Хотя проходящие звезды дей-
ствительно могут значительно изменить элементы орбит спутников [21], звездно-динамический
анализ подтвердил возможность существования облака Оорта на космогонических интервалах
времени [22].

В.А. Антонов и З.П. Тодрия [23,24] исследовали систематические и случайные изменения
элементов орбит долгопериодических комет под действием как регулярных так и иррегулярных
сил. Они нашли, что изменение ∆p параметра орбит p за время ∆t под действием регулярных
сил

(∆p)reg ∝ a4(∆t)2 sin2(2i)

(a — полуось орбиты, i — ее наклонение), а в результате иррегулярных воздействий

(∆p)irr ∝ a2(∆t)2(ln
a

a0

− 0.1), a0 = 1.4 a.e.

Заметим, кстати, что наряду с классической моделью облака Оорта существуют и дру-
гие схемы происхождения комет, например разрабатывавшаяся Ф.А. Цициным с соавтора-
ми [25–27]. Их обсуждение не входит в нашу задачу. Напомним также, что в этой связи рас-
сматривались условия захвата комет Солнечной системы из межзвездной среды (см., напри-
мер, [28]).

В данной работе мы не обсуждаем космогонические аспекты рассматриваемой задачи, при-
мыкая скорее к работе [17]. Продолжая работу В.А. Антонова и И.Н. Латышева [1], мы ин-
тересуемся свойствами орбит спутников звезд, настолько далеких, что аналитический анализ
уже становится невозможным. Особое внимание уделяется нахождению случаев, когда спутник
остается связанным со звездой. Мы ограничиваемся при этом плоской задачей.

§ 1. Уравнения движения

Будем предполагать, что Галактика является стационарной и ее регулярный потенциал
Φ(̟, z) обладает ротационной и зеркальной симметрией. Пусть в экваториальной плоскости
на расстоянии ̟p от центра по круговой орбите движется материальная точка массы M (звез-
да). Нас интересует движение в экваториальной плоскости пробной точки (кометы) в поле
Галактики и звезды.

Введем вращающуюся координатную систему x, y, z с началом в звезде. Ось x направим в
направлении от центра Галактики, ось y — в направлении ее движения в Галактике. Запишем
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в этой системе координат уравнения движения (см. [4, 29, 30]). Полный потенциал гравитаци-
онных и центробежных сил

Φe(x, y, z) = Φ(̟, z) + Φp(x, y, z) +
1

2
Ω2

[

(x + ̟p)
2 + y2

]

, (1.1)

где

Ω2 = −̟−1
p

∂Φ

∂̟
(̟p, 0),

Ω — частота обращения звезды в Галактике, Φp = GM
/

(x2 + y2 + z2)1/2 — потенциал звезды.

Считая, что (x2 + y2 + z2)1/2 ≪ ̟p, мы используем приливное приближение для потенциала
Галактики,

Φ(̟, z) = Φ(̟p, 0) +
∂

∂̟
Φ(̟p, 0)(̟ − ̟p)+

+
1

2

∂2

∂̟2
Φ(̟p, 0)(̟ − ̟p)

2 +
1

2

∂2

∂z2
Φ(̟p, 0)z

2 + o((̟ − ̟p)
2 + z2).

(1.2)

Тогда эффективный потенциал (1.1) с учетом разложения (1.2) записывается следующим об-
разом:

Φe(x, y, z) = Φ(̟p, 0) + Φp(x, y, z) +
1

2
(κ2

Rx2 − κ
2
zz

2). (1.3)

В (1.3) мы обозначили

κ
2
R =

∂2Φ

∂̟2
(̟p, 0) −

∂Φ

∂̟
(̟p, 0)

/

̟p, κ
2
z = −

∂2Φ

∂z2
(̟p, 0).

Можно записать, что κ
2
R = 4A(A − B), где

A =
1

2

[

vc(̟p)

̟p
−

dvc

d̟
(̟p)

]

, B = −
1

2

[

vc(̟p)

̟p
+

dvc

d̟
(̟p)

]

— динамические коэффициенты Оорта [31], vc(̟) = Ω(̟)̟ — круговая скорость на расстоянии
̟ от центра. Величину κR автор [4, 29] предложил называть приливным инкрементом. По
современным данным, относящимся к окрестности Солнца в Галактике, получаем, что κR ≈
42 км с−1 кпк−1, а κz ≈ 85 км с−1 кпк−1 [32].

Уравнения движения кометы
r̈− 2Ω × ṙ = ∇Φe

теперь можно записать следующим образом:

ẍ − 2Ωẏ =
∂Φp

∂x
+ κ

2
Rx,

ÿ + 2Ωẋ =
∂Φp

∂y
,

z̈ =
∂Φp

∂z
− κ

2
zz.

(1.4)

Преобразуем эти формулы к безразмерному виду (в соответствующих формулах в [30] име-
ются опечатки). Введем единицу длины

r0 =

(

GM

κ
2
R

)1/3

(r0 — расстояние до точек либрации по оси x). Принимая M = 2·1033 г (масса Солнца), получим
r0 ≈ 1.35 пк. За единицу времени возьмем κ

−1
R . Для окрестности Солнца κ

−1
R ≈ 2.33 · 107 лет.

Введем безразмерные координаты ξ = x/r0, η = y/r0, ζ = z/r0 и безразмерное время τ = tκR.
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Рис. 1. Параболы и характеристическая огибающая на диаграмме Линдблада

Перепишем в новых переменных уравнения (1.4):

d2

dτ2
ξ − γ

d

dτ
η =

∂ϕ

∂ξ
+ ξ,

d2

dτ2
η + γ

d

dτ
ξ =

∂ϕ

∂η
,

d2

dτ2
ζ =

∂ϕ

∂ζ
−

(

κz

κR

)2

ζ.

(1.5)

Здесь ϕ = (ξ2 + η2 + ζ2)−1 — безразмерный потенциал звезды, γ = 2Ωκ
−1
R — безразмерный

параметр уравнений (1.5), характеризующий эффективность кориолисовых сил относительно
приливных. В окрестности Солнца γ ≈ 1.25. Последнее из уравнений (1.5) приведено в [4]
с опечаткой.

Для уравнений (1.5), как известно, существует интеграл Якоби [1]

(

d

dτ
ξ

)2

+

(

d

dτ
η

)2

+

(

d

dτ
ζ

)2

+

[

ξ2 −

(

κz

κR

)2

ζ2

]

− 2ϕ = −C. (1.6)

Тогда можно записать уравнение поверхности нулевых скоростей

2ϕ −

[

ξ2 −

(

κz

κR

)2

ζ2

]

= C, (1.7)

из которого определяется область возможных движений звезд (в [4] это уравнение приведено
с опечатками).

Отсюда легко найти [29], что для уравнений (1.5) существуют две точки либрации, лежа-
щие на оси x при ξ = ±1. Соответствующее критическое значение постоянной Якоби C∗ = 1.
Поверхность (1.7) при C = C∗ — критическая поверхность Хилла, внутри которой будут нахо-
диться точки со значениями постоянной Якоби C больше C∗.

Критическая поверхность Хилла пересекает ось y при η = ±2/3. Для нахождения координат
точек пересечения этой поверхности с осью z надо решать уравнение

2|ζ|−1 − (κz/κR)2ζ2 = 3.

Если κz/κR = 2 (что близко к принимаемому сейчас значению этого отношения для окрест-
ности Солнца), то это уравнение имеет точное решение |ζ| = 1/2. Тогда следует, что наимень-
ший возможный радиус поверхности Хилла равен r0/2 (полученное Б. Боком [17] и приводимое
в некоторых работах значение этой величины, равное r0, является ошибочным).
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Рис. 2. Начальные значения E и I

Рис. 3. Орбита спутника с начальными условиями x0 = 0, y0 = 0.7, E = −0.2, I = 0.5

Рис. 4. Орбита спутника c начальными условиями x0 = 0.3, y0 = 0, E = −2.6, I = −0.3
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По-видимому, не существует больше точных интегралов уравнений (1.5). Поэтому будем
решать их численно. Далее рассматриваются только плоские орбиты, ζ ≡ 0.

§ 2. Выбор начальных условий

Далее будем безразмерные координаты ξ, η обозначать через x, y, соответствующие скоро-
сти — через vx, vy, а время — через t.

Опишем, как будем выбирать начальные условия для уравнений (1.5). При отсутствии
внешнего воздействия существовали бы интеграл энергии

1

2
(v2

x + v2
y) − ϕ = E

и интеграл кинетического момента

xvy − yvx = I.

Перепишем эти интегралы в полярных координатах R = (x2 + y2)1/2, θ:

1

2
(v2

R + v2
θ) − ϕ = E, Rvθ = I. (2.1)

По формулам (2.1) можно определить величины E, I для произвольной двумерной динамиче-
ской задачи, хотя при этом они будут меняться вдоль траектории.

Рассмотрим плоскость I, E (диаграмму Линдблада) (например, [34]). Для каждого фикси-
рованного значения расстояния от центра R построим параболу

E = −ϕ(R) −
1

2

I2

R2
. (2.2)

Точки этой параболы соответствуют орбитам, у которых на данном расстоянии R обращается
в нуль радиальная компонента скорости vR. Это означает, что или орбита является круговой,
или R — перицентрическое расстояние, или апоцентр [35]. Огибающая парабол (2.2) — так
называемая характеристическая огибающая Линдблада — соответствует круговым орбитам.
Для потенциала точечной массы огибающая и параболы для R = 0.3, R = 0.5 и R = 0.7
изображены на рисунке 1.

Как известно, физический смысл имеют только движения со значениями E, I из внутренней
части диаграммы Линдблада. Точки вне этой огибающей соответствуют «движениям в мнимом
времени» (поскольку там v2

r < 0).

Теперь будем поступать следующим образом. Выберем некоторое R0, которое будем рас-
сматривать как начальное расстояние кометы от звезды. Станем перебирать на диаграмме
Линдблада точки (I,E), попадающие внутрь параболы для данного R0. Тогда находим по
(2.1) начальные скорости

vR0
= ±(2E + 2ϕ − I2/R2

0)
1/2, vθ0

= I/R0.

При данном R0 будем брать следующие начальные координаты: x0 = 0, y0 = ±R0 и x0 = ±R0,
y0 = 0.

Таким образом будут выбраны все четыре начальных условия.

Мы ограничились тремя значениями R0, а именно 0.3, 0.5, 0.7. Значения E, I, которые мы
выбрали для нахождения начальных скоростей, показаны на рисунке 2. Всего было вычислено
2864 орбит.
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x0 y0 I II III IV V VI

0.3 0 36 % 10 % 54 % 35 % 13 % 52 %

0.5 0 41 % 19 % 40 % 41 % 20 % 53 %

0.7 0 60 % 24 % 1 % 61 % 33 % 6 %

−0.3 0 37 % 19 % 44 % 35 % 22 % 43 %

−0.5 0 40 % 25 % 35 % 43 % 18 % 39 %

−0.7 0 56 % 29 % 15 % 63 % 30 % 7 %

0 0.3 23 % 21 % 56 % 43 % 21 % 36 %

0 0.5 11 % 42 % 47 % 64 % 12 % 24 %

0 0.7 48 % 40 % 12 % 97 % 2 % 1 %

0 −0.3 43 % 14 % 43 % 22 % 18 % 60 %

0 −0.5 64 % 17 % 19 % 10 % 37 % 53 %

0 −0.7 97 % 2% 1 % 49 % 30 % 15 %

Таблица 1. Доля орбит разного типа в зависимости от начальных условий в случае прямых
движений (I > 0) (столбцы I, II, III) и обратных движений (столбцы IV, V, VI).

§ 3. Результаты расчетов орбит

Уравнения (1.5) интегрировались методом Рунге–Кутты четвертого порядка. Сначала про-
изводились тестовые расчеты орбит в поле точечной массы, проверялось сохранение при этом
интегралов (2.1) и кеплеровских элементов. Как правило, при t < 30 эти величины сохранялись
с точностью 10−4, что мы считаем удовлетворительным для данной задачи.

Орбиты частиц чаще всего рассчитывались для t < 50, что примерно соответствует 109 лет.
Точность расчетов контролировалась вычислением постоянной Якоби. На каждом шаге ин-
тегрирования определялись оскулирующие апоцентрическое и перицентрическое расстояния
и кеплеровские элементы, большая полуось и эксцентриситет. Исследовалось изменение этих
величин со временем.

В большинстве случаев мы замечали увеличение со временем большой полуоси и расстоя-
ния кометы от звезды. До сих пор не найдены точные условия связанности орбиты со звездой,
хотя Д. Хегги и работал в этом направлении [5, 36]. Мы условились считать спутник звезды
улетающим, если его максимальное удаление от звезды превышало 2. В реальной Галактике
на движение такого спутника будут влиять другие звезды. Для каждого набора R0, E, I на-
чальных условий мы определяли долю улетающих спутников. Как и следовало ожидать, с уве-
личением R0 доля таких спутников возрастает. Спутники с обратными движениями (I < 0)
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в среднем более связаны со звездой, но только при R0 = 0.7. При меньших же R0 доли улета-
ющих среди спутников с прямыми и обратными движениями сравнимы. При R0 = 0.7 вблизи
звезды остаются только частицы с E, близкими к Emin. На рисунках 3, 4 изображены типич-
ные орбиты. Обратим внимание на то, что центральная область вблизи звезды, оказывающаяся
недоступной для движения, иногда вытянута вдоль оси x, а иногда — вдоль оси y.

Орбиты, остающиеся связанными, как оказалось, можно условно разделить на два класса.
Во-первых, это орбиты, у которых апоцентр в среднем увеличивается со временем, а систе-
матическое изменение эксцентриситета не замечается. Во-вторых, у части орбит апоцентры
увеличиваются, а эксцентриситеты в среднем уменьшаются. Доли таких орбит, а также улета-
ющих орбит для прямых и обратных движений в зависимости от начальных условий приведены
в таблице 1. В столбцах I, IV таблицы указана доля улетевших орбит, в столбцах II, V — до-
ля орбит без систематического увеличения эксцентриситета, в столбцах III, VI — доля орбит
с уменьшением эксцентриситета.

Заключение

В данной работе мы рассмотрели влияние приливной силы со стороны Галактики на эле-
менты плоских орбит далеких спутников звезд в галактическом поле. В уравнениях движения,
преобразованных к безразмерному виду, для регулярного потенциала Галактики использова-
лось приливное приближение. Для таких уравнений, вероятно, не существует других интегра-
лов движения, кроме интеграла Якоби, поэтому уравнения интегрировались численно, методом
Рунге–Кутты четвертого порядка.

Выбор начальных условий осуществлялся с помощью диаграммы Линдблада, представля-
ющей движение в поле точечной массы без учета приливного воздействия. В итоге для выбран-
ных начальных условий и для различных начальных скоростей спутника относительно центра
системы было рассчитано 2864 орбиты. Проведенные расчеты показали, что доля улетающих
от звезды спутников возрастает с увеличением начального расстояния. Такой результат носит
вполне естественный характер.

Апоцентрические расстояния остающихся спутников в среднем возрастают, то есть они
в среднем удаляются от звезды. При этом у части орбит эксцентриситеты систематически
уменьшаются, а у части орбит эксцентриситеты в среднем во времени не меняются. Для пря-
мых и обратных движений исследована зависимость типов движения от начальных условий.

Авторы признательны С. Тримейну, приславшему свою важную статью [9], которая была
недоступна нам, а также Н.В. Распоповой за помощь в подготовке статьи.
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S.A. Proskurin, L. P. Ossipkov

Orbits of distant satellites of stars

Keywords: stellar dynamics, celestial mechanics, orbits of satellites of stars, comet orbits.

Mathematical Subject Classifications: 85A05

Planar motion of point mass in the field of a point mass (a star) and the Galaxy was studied numerically.
The tidal (quadratic) approximation for the galactic potential was accepted. The equations of motion were
integrated for the time interval equal to 60/

√

A(A − b) (A, B are Oort’s coefficients). A particle was
considered as escaping if its distance from the star exceeded two distances of the libration points. It was found
that osculating eccentricities of remaining particles could be decreasing systematically or almost constant.
Table 1 shows dependence of orbit types on initial conditions.
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