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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø��îçå. Â äåòåðìèíèðî-

âàííîé ìîäåëè Õèíäìàðø��îçå âîçìîæíû ïàðàìåòðè÷åñêèå çîíû ñîñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ óñòîé-

÷èâûõ àòòðàêòîðîâ � ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïîÿâëåíèå êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè

âîçäåéñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó â ýòèõ çîíàõ îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Îäíàêî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ îñöèëëÿöèé áîëüøèõ àìïëèòóä âîçìîæíà è â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå,

ãäå èìååòñÿ ëèøü îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýòîò ñëó÷àé. Ïðè

ìàëûõ øóìàõ ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷å-

íèè èíòåíñèâíîñòè øóìà òðàåêòîðèè óõîäÿò äàëåêî îò ðàâíîâåñèÿ, ñîâåðøàÿ êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ

áîëüøèõ àìïëèòóä â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ÿâëåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ èçìåíåíèåì

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ýòîãî ý��åêòà ñ ïîìîùüþ òåõ-

íèêè �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îöåíêè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé

èíòåíñèâíîñòè øóìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Õèíäìàðø��îçå, âîçáóäèìîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñòîõàñòè÷å-

ñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà äâóìåðíóþ ìîäåëü íåé-

ðîííîé àêòèâíîñòè Õèíäìàðø��îçå (Õ�) [1℄. Èñõîäíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ

ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ, âñëåäñòâèå êîòîðîé îíà äåìîíñòðèðóåò âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå è òðóäíî

ïîääàþùèåñÿ àíàëèçó äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ñóùåñòâåííî

âëèÿþò íà ìåõàíèçìû âîçáóæäåíèÿ â íåéðîííûõ ñèñòåìàõ. Äàæå íåáîëüøèå ñòîõàñòè÷åñêèå

�ëóêòóàöèè ìîãóò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ íåëèíåéíîé äèíàìè-

êè òàêèõ ñèñòåì.

Îñíîâíûå îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè äâóìåðíîé ìîäåëè Õ� îïèñàíû â [1℄.

Äàëüíåéøèé àíàëèç è áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû ïðåäñòàâëåíû â [2℄ è [3℄.

Â äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè Õ� âîçìîæíû ïàðàìåòðè÷åñêèå çîíû ñîñóùåñòâîâàíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ óñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðîâ � ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ

ìóëüòèñòàáèëüíîñòü: â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè ðåøåíèå ñèñòåìû ñòðå-

ìèòñÿ ëèáî ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ, ëèáî ê óñòîé÷èâîìó öèêëó. Ïîÿâëåíèå êîëåáàíèé áîëü-

øèõ àìïëèòóä ïðè âîçäåéñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó â ýòèõ çîíàõ îáúÿñíÿåòñÿ

íàëè÷èåì ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Â äàííîé ñòàòüå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå, ãäå èìååòñÿ ëèøü îäíî

óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Òåì íå ìåíåå ïîä äåéñòâèåì øóìà è â ýòîé çîíå âîçìîæíà ãåíåðàöèÿ

êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä. Ïîäîáíûå ý��åêòû õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ íåéðîííûõ ìîäåëåé.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîçáóäèìîñòü â ìîäåëè íåéðîíà Ôèòöõüþ�Íàãóìî [4℄ èçó÷àëàñü â [5�10℄.

Èñ÷åðïûâàþùåå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè äàåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà�

Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ). Îäíàêî íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü åãî òåõíè÷åñêè ñëîæíî äàæå

â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå àñèìïòîòèêè è àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîä êâàçèïîòåíöè-

àëà [15, 16℄ è òåõíèêà �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [18, 19℄.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÓðÔÓ â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ ÓðÔÓ äëÿ

ïîáåäèòåëåé êîíêóðñà ¾Ìîëîäûå ó÷åíûå ÓðÔÓ¿.
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Ôóíêöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [20℄ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè

(ýëëèïñû è ïîëîñû), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è íàãëÿäíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ìîäåëÿìè

äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âî-

êðóã äåòåðìèíèðîâàííûõ àòòðàêòîðîâ (ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ). Â äàííîé ðàáîòå

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êî-

ëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä â ñèñòåìå Õ�.

� 1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü

�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó Õèíäìàðø��îçå [1℄:

ẋ = y − x3 + 3x2 − a,

ẏ = −3− 5x2 − y,
(1)

ãäå x � ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë, y � âîññòàíîâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ è a � óïðàâëÿþùèé ïàðà-

ìåòð.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a â ñèñòåìå (1) èìååòñÿ ëèáî îäíî, ëèáî òðè ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí �ðàãìåíò áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû. Ïðè ïåðåõîäå

ïàðàìåòðà a ñëåâà íàïðàâî ÷åðåç òî÷êó ā1 ≈ −4.1852 â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ñåäëî-óçëîâàÿ

áè�óðêàöèÿ: ïîÿâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ðàâíîâåñèÿ � ñåäëî è óñòîé÷èâûé óçåë. Ïðè ā1 < a <

< ā2 ≈ −3.9144 â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è ïðåäåëüíûé öèêë, ðàçäå-

ëåííûå ñåïàðàòðèñîé ñåäëà. Ïðåäåëüíûé öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è èñ÷åçàåò â òî÷êå ā2 â

ðåçóëüòàòå ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè. Â çîíå (ā2, ā3) â ñèñòåìå èìååòñÿ îäíî óñòîé÷èâîå

ðàâíîâåñèå. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ā3 ≈ −3.1838 ñíîâà ïðîèñõîäèò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áè-

�óðêàöèÿ, è ïðè ā3 < a < ā4 ≈ −3.0736 íàáëþäàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà

è óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â òî÷êå ā4 â ðåçóëüòàòå ìÿãêîé áè�óð-

êàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à, è ïðè ā4 < a < ā5 = −3 â ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ

ðàâíîâåñèÿ.
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�èñ. 1. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà: óñòîé÷èâûå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è íåóñòîé÷èâûå (ïóíêòèð) ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, ýêñòðåìóìû ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (æèðíûå ëèíèè)

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû Õ� â çîíå (ā2, ā3). Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí
òèïè÷íûé �àçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïðè a & ā2 äëÿ çíà÷åíèÿ a = −3.9. Â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò
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òðè ðàâíîâåñèÿ: óñòîé÷èâûé óçåë E1(−1.68,−17.14), ñåäëî E2(−0.91,−7.12) è íåóñòîé÷èâûé

�îêóñ E3(0.59,−4.74). Òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ âáëèçè E3, ïåðåä òåì êàê îêàçàòüñÿ âáëèçè

óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ E1, îãèáàåò ñåïàðàòðèñó ñåäëà E2.

Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé äèíàìèêè ìîäåëè îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå íà åå ïîâåäåíèå â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.
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�èñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïðè a = −3.9: óñòîé÷èâîå (çàêðàøåííûé êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå

(íåçàêðàøåííûå êðóæê�è) ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà (øòðèõïóíêòèð), äåòåðìèíèðîâàííûå

òðàåêòîðèè (ñïëîøíûå)

� 2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

�àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó

ẋ = y − x3 + 3x2 − a+ εẇ,

ẏ = −3− 5x2 − y,
(2)

ãäå w ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðàìè

E(w(t)− w(s)) = 0, E(w(t) −w(s))2 = |t− s|

è ε � èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Èññëåäóåì âîçäåéñòâèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà ñèñòåìó äëÿ a & ā2 â çîíå óñòîé÷èâîãî

ðàâíîâåñèÿ.

�àññìîòðèì çíà÷åíèå a1 = −3.9. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè,

âûïóùåííûå èç óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ ðàçëè÷íûõ
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�èñ. 3. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä äëÿ a = −3.9. Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè (ñëåâà)

è âðåìåííûå ðÿäû (ñïðàâà) ïðè (à) ε = 0.5, (á) ε = 1: ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè (ñïëîøíûå ëèíèè), ñåïàðàòðèñà

(øòðèõïóíêòèð), óñòîé÷èâîå (çàêðàøåííûé êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå (íåçàêðàøåííûå êðóæê�è) ðàâíîâåñèÿ

çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé òðàåêòîðèè ñèñòå-

ìû (2) ïîêèäàþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå è â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå �îðìèðóþò ñòîõàñòè÷å-

ñêèé àòòðàêòîð. Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.5) ñîñòîÿíèÿ ýòîãî àò-

òðàêòîðà ñêîíöåíòðèðîâàíû îêîëî ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 3, a). Ïðè èíòåíñèâíîñòè øóìà âûøå

íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (ε = 1) ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ìîãóò ïðîõîäèòü äàëåêî îò
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïåðåñåêàòü ñåïàðàòðèñó ñåäëà (ñì. ðèñ. 3, á). Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ

ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä.

Ýòîò ý��åêò ïîäòâåðæäàåòñÿ èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé. Íà ðèñóí-

êå 4 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P (y) îðäèíàò ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ïðè

ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà. �ðà�èêè ïîñòðîåíû ïî ðåçóëüòàòàì ïðÿìîãî ÷èñëåí-
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íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðè ìàëîì øóìå ãðà�èê ïëîòíîñòè èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä

óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì E1. Ïðè óâåëè÷åíèè ε ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñìåùà-

åòñÿ âïðàâî, â ñòîðîíó ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ E3.

−25 −20 −15 −10 −5
0  

 

ε = 0.5
ε = 0.8
ε = 1.2

y

P

�èñ. 4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé äëÿ ε = 0.5 (ïóíêòèð), ε = 0.8 (øòðèõïóíêòèð),

ε = 1.2 (ñïëîøíàÿ)

−1.7 −1.6−1.65−1.75

−18

−17.5

−17

−16.5

y

x

�èñ. 5. Äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ (ïóíêòèð) è ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ (òî÷êè) äëÿ a = −3.9 è ε = 0.1;

äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.999

Òåõíèêà �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (ÔÑ×) [17�20℄ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äî-

âåðèòåëüíûå îáëàñòè (ýëëèïñû è ïîëîñû), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è íàãëÿäíûìè ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã äåòåðìèíèðîâàííûõ àòòðàêòîðîâ (ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèê-

ëîâ). Íåîáõîäèìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ÔÑ× äàåòñÿ â ïðèëîæåíèè.
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Äëÿ àíàëèçà ý��åêòà ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êîëåáàíèé âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì äîâåðè-

òåëüíûõ ýëëèïñîâ. Ïðè ìàëûõ øóìàõ ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ âíóòðè ýëëèïñà

ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P (ñì. ðèñ. 5). Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíû äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû

äëÿ a = −3.9 ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.5 è ε = 1) è äî-

âåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P = 0.999. Ïðè ε = 0.5 äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âáëèçè

óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà (ε = 1) ýëëèïñ ðàñøèðÿåòñÿ è ïåðåñåêàåò ñå-

ïàðàòðèñó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ìîãóò âûéòè â

îáëàñòü âûøå ñåïàðàòðèñû è, ïîïàâ â ýòó îáëàñòü, áóäóò ñîâåðøàòü êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ

áîëüøîé àìïëèòóäû.

Ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè

øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ãåíåðàöèÿ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä. Ýòî çíà÷åíèå, ïðè

êîòîðîì äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ êàñàåòñÿ ñåïàðàòðèñû. Äëÿ a = −3.9 ïîëó÷àåì ε∗ = 0.88, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèâåäåííûìè âûøå.

−2 −1 0 1 2
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y

x

�èñ. 6. Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû äëÿ a = −3.9 ïðè ε = 0.5 (âíóòðåííèé) è ε = 1 (âíåøíèé): äîâåðèòåëüíûå

ýëëèïñû (ïóíêòèð), ñåïàðàòðèñà (øòðèõïóíêòèð), óñòîé÷èâîå (çàêðàøåííûé êðóæîê) è íåóñòîé÷èâûå

(íåçàêðàøåííûå êðóæê�è) ðàâíîâåñèÿ; äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.999

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õèíäìàðø��îçå èññëåäîâàíî ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè êî-

ëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä â ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíå, ãäå äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò

îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè

ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ýòîãî ÿâëåíèÿ è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îöåíêè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé èíòåí-

ñèâíîñòè âîçìóùåíèé.

Ïðèëîæåíèå

Ñòàíäàðòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñòî-

õàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. �àññìîòðèì îáùóþ n-ìåðíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé Èòî [11℄

dx = f(x) dt + εσ(x) dw(t), (3)



82 Ë.Á. �ÿøêî, Å.Ñ. Ñëåïóõèíà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 2

ãäå x � n-âåêòîð, w(t) �m-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, f(x) è σ(x) � äîñòàòî÷-

íî ãëàäêèå �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, ε� ïàðàìåòð èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà Õ� (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (3) ïðè n = 2, m = 1,

f =

[

y − x3 + 3x2 − a

−3− 5x2 − y

]

, σ =

[

1

0

]

.

Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íåâûðîæäåííûõ øóìîâ ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ïîêèäàþò

äåòåðìèíèðîâàííûé àòòðàêòîð è �îðìèðóþò âîêðóã íåãî íåêîòîðûé ñòîõàñòè÷åñêèé àòòðàê-

òîð. Äåòàëüíîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ) [12℄.

Åñëè õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì, à îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì, òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñòàöèîíàðíîé ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(x, ε), çàäàâàåìîé ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì ÔÏÊ. Íåïîñðåäñòâåííîå

èñïîëüçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, ïîýòîìó äëÿ

àïïðîêñèìàöèè ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè è àñèìïòîòèêè [6,13,14℄.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ÔÏÊ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû èçâåñòíûé ìåòîä êâàçèïîòåíöè-

àëà [15, 16℄ è òåõíèêà �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [17, 19, 20℄.

�àññìîòðèì ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ (3), èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå x̄. C ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè êâàçèïîòåíöèàëà âáëèçè ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü ýêñïî-

íåíöèàëüíóþ ãàóññîâñêóþ àñèìïòîòèêó

ρ(x, ε) = K exp

(

−
(x− x̄,W−1(x− x̄))

2ε2

)

ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé D(ε) = ε2W . Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ x̄ ìàò-

ðèöà W ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

FW +WF⊤ = −S, F =
∂f

∂x
(x̄), S = GG⊤, G = σ(x̄).

Ìàòðèöà W ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ x̄. Ýòà ìàò-

ðèöà õàðàêòåðèçóåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå è ðàçìåðû ñòàöèîíàðíî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (3) îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ x̄. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2
ñîîòâåòñòâóþùèé äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

(x− x̄,W−1(x− x̄)) = 2k2ε2,

ãäå ε � èíòåíñèâíîñòü âîçìóùåíèé, k2 = − ln(1 − P ), à P � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (3) íàõîäÿòñÿ âíóòðè ýëëèïñà ñ âåðîÿòíîñòüþ P .

Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè è íàãëÿäíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè

ìîäåëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâ-

íîâåñèÿ x̄.
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We study the stohasti dynamis of the two-dimensional Hindmarsh�Rose model. In the deterministi

Hindmarsh�Rose model the parametri zones of oexistene of di�erent stable attrators (equilibria and limit
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yles) are possible. The emergene of high amplitude osillations under the in�uene of random disturbanes

on the system in these zones is due to the presene of a limit yle. However, the stohasti generation of

high amplitude osillations is possible in a parametri zone where the deterministi system has the only

stable equilibrium. This artile disusses this ase. For a su�iently low noise intensity values, random states

onentrate near the stable equilibrium. With the inreasing of the noise intensity, trajetories go far from

the equilibrium making high amplitude osillations in the neighborhood of the unstable equilibrium. This

phenomenon is on�rmed by hanging of the probability distribution of random trajetories. This e�et is

analyzed using the stohasti sensitivity funtion tehnique. A method of estimation of ritial values for

noise intensity is proposed.
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