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Ò�ÅÍÈÈ Â ÎÏÎ�ÀÕ

�àññìîòðåíà äèíàìèêà âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà (ðîòàòîðà) âîêðóã íåãëàâíîé îñè Oz, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
åãî öåíòð ìàññ, ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíûõ ìîìåíòîâ: ñóõîãî òðåíèÿ Mfr, âîçíèêàþùåãî â îïîðàõ èç-çà

ïîïåðå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ðåàêöèé, è êâàäðàòè÷íîãî ïî óãëîâîé ñêîðîñòè ω àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ MR = −c |ω|ω. Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå äèíàìèêè è âûòåêàþùèå èç íåãî êèíåòèêè âðàùåíèÿ
òåëà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû â îáùåì è ÷àñòíîì ñëó÷àÿõ èíåðöèîííûõ è äèññèïàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ: îñå-

âîãî ìîìåíòà èíåðöèè Jzz , êîý��èöèåíòîâ c è α = Mfr/
√
ε2 + ω4

(ε � óãëîâîå óñêîðåíèå). Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå ðàâåíñòâà Jzz = c = α îáíàðóæåíî îòñóòñòâèå �èçè÷åñêè âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ äëÿ âðàùåíèÿ

ïî èíåðöèè â ðàìêàõ äèíàìèêè àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà. Ïàðàäîêñ ðàçðåøàåòñÿ ÷åðåç íîðìàëèçóþ-

ùåå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè ââåäåíèå çàïàçäûâàþùèõ âåëè÷èí ε(t− τ) è ω(t− τ), îïðåäåëÿþùèõ
â ñîãëàñèè ñ ïðèíöèïîì Äàëàìáåðà ïîïåðå÷íûå ðåàêöèè â îïîðàõ îñè Mx,y(t − τ) è ïàðó Mfr(t − τ).
Ïîñëåäíÿÿ æå îïðåäåëÿëà òåìï ïîòåðè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà dKz(t)/dt â ìîìåíò âðåìåíè t. Êèíåòè-
êà âðàùåíèÿ ïðè ýòîì èìååò èìïóëüñèâíûé õàðàêòåð òàê íàçûâàåìîãî �ðèêöèîííî-àýðîäèíàìè÷åñêîãî

óäàðà. Òàêæå ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íåîáû÷íàÿ óãëîâàÿ êèíåòèêà φ(t)
çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ðîòàòîðà ïîä äåéñòâèåì óïðóãîãî ìîìåíòà Me = −κφ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ íà-
ëè÷èåì äâóõ �àç: êðàòêîâðåìåííîãî ñòàðòîâîãî ó÷àñòêà, çàâèñÿùåãî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàòåì ðåçêî

ïåðåõîäÿùåãî â �àçó ïî÷òè ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñ ìåäëåííî óáûâàþùåé àìïëèòóäîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåíòðàëüíàÿ îñü èíåðöèè, èíåðöèîííûå ïàðû ñèë, ñóõîå òðåíèå, ïàðàäîêñ, êâàäðàòè÷-

íîå ñîïðîòèâëåíèå, çàïàçäûâàþùåå óñêîðåíèå, �ðèêöèîííî-àýðîäèíàìè÷åñêèé óäàð.

Ââåäåíèå

Ïðè âðàùåíèè ðîòàòîðà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, íî íå ÿâ-

ëÿþùåéñÿ îñüþ ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ, íåèçáåæíî âîçíèêàþò ïîïåðå÷íûå ðåàêöèè â îïîðàõ,

îäíà èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåïîäâèæíàÿ (O), äðóãàÿ � êàê ñêîëüçÿùàÿ ïîäâèæíàÿ

(B) (ðèñ. 1). Íàëè÷èå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, íàïðàâëåííîãî ïðîòèâîïîëîæíî óãëîâîé ñêîðîñòè

ω è ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàêîíàì Êóëîíà�Àìîíòîíà, âîçäåéñòâóåò íà äèíàìèêó ðîòàòîðà, íàðÿäó

ñ äðóãèìè îñåâûìè ìîìåíòàìè �îðìèðóÿ åãî óãëîâîå óñêîðåíèå ε.
�àññìàòðèâàÿ òðåíèå êàê ïðîÿâëåíèå íåèäåàëüíîñòè ñâÿçè, À.È. Ëóðüå â � 7.12 ñâîåé ìîíî-

ãðà�èè [1℄ ïðèâîäèò âûâîä âûðàæåíèé äëÿ îáîáùåííûõ ðåàêöèé îòáðàñûâàåìûõ ñâÿçåé ÷åðåç

ââåäåíèå òàê íàçûâàåìûõ èçáûòî÷íûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qn+1, qn+2, . . . qn+m ïî ÷èñëó m
òî÷åê êîíòàêòà òåë. Â [2℄ àâòîð, îïèðàÿñü íà ýòîò ìåòîä, âûâîäèò òî÷êó ïðèëîæåíèÿ è âû-

ðàæåíèå äëÿ ñèëû íîðìàëüíîé ðåàêöèè N è ñèëû òðåíèÿ Φ äëÿ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè

è ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ñóõèì òðåíèåì â îñè. Ïðè ýòîì ñà-

ìî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì, ñ âîçìîæíîñòüþ ý��åêòà ñàìîîòòîðæåíèÿ

è ñîïóòñòâóþùåãî åìó óäàðà.

Â ñëó÷àå çàâåäîìî àñòàòè÷íîãî ðîòàòîðà, îñü êîòîðîãî èìååò äâå îïîðû, íåò ïðîáëåìû

ñ îïðåäåëåíèåì òî÷åê ïðèëîæåíèÿ íîðìàëüíûõ ñèë NO è NB , òàê êàê îíè âûñòóïàþò òîëüêî

â ïàðå è õàðàêòåðèçóþòñÿ èíâàðèàíòíûì ìîìåíòîì Mfr. È çäåñü åñòü äâà ïóòè íàõîæäåíèÿ

NO è NB . Ïåðâûé, ñîãëàñíî ìåòîäó À.È. Ëóðüå [1℄, ÷åðåç ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå èçáûòî÷-

íûõ êîîðäèíàò, íàïðèìåð óãëîâ ïîâîðîòà îñè âîêðóã öåíòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé x è y, ÷òîáû
òåì ñàìûì îáåñïå÷èòü íåïîäâèæíîñòü öåíòðà ìàññ C è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðìàíåíòíóþ àñòàòè÷-

íîñòü ðîòàòîðà. Âòîðîé ïóòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ñèëû òðåíèÿ â êà÷åñòâå

àêòèâíûõ ñèë, à ñâÿçè � èäåàëüíûìè [3℄. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèíöèï Äàëàìáåðà äëÿ

íàõîæäåíèÿ ðåàêöèé îïîð âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà. Íî â ýòîì ñëó÷àå èñêîìàÿ ïàðà ñèë
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çàâèñèò íå òîëüêî îò óãëîâîé ñêîðîñòè ω è öåíòðîáåæíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè Jzx è Jzy, íî è îò
óñêîðåíèÿ ε(!). Õîòÿ íè îäíà èç àêñèîì ìåõàíèêè �îðìàëüíî çäåñü íå íàðóøàåòñÿ, òåì íå ìåíåå

ñêëàäûâàåòñÿ ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: óãëîâîå óñêîðåíèå ε çàâèñèò îò ìîìåíòà òðåíèÿ Mfr,

à ñàì ìîìåíò � îò óñêîðåíèÿ. �àçóìååòñÿ, â ðåàëüíîñòè èç-çà êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè çâóêà â ìà-

òåðèàëå ðîòàòîðà óãëîâîå óñêîðåíèå, âõîäÿùåå â ðåàêöèè îïîð, äîëæíî áûòü îòíåñåíî ê áîëåå

ðàííåìó ìîìåíòó âðåìåíè, íåæåëè ýòî æå óñêîðåíèå, îïðåäåëÿþùåå òåìï èçìåíåíèÿ îñåâîãî

êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ðîòàòîðà. Â èäåàëüíîé äèíàìèêå àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà (à.ò.ò.)

ñêîðîñòü çâóêà u ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, è âñå ïóñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå, íî äå�îðìà-

öèè êàê îò àêòèâíûõ, òàê è îò ðåàêòèâíûõ óñèëèé ïåðåäàþòñÿ ïî òåëó ìãíîâåííî, è äâèæå-

íèå à.ò.ò. îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé. È âòîðîé ñïîñîá ñ äâóñòîðîííåé

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçüþ ìåæäó ε è Mfr, è ïåðâûé ñïîñîá ââåäåíèÿ èçáûòî÷íûõ ïåðå-

ìåííûõ â îïðåäåëåííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïðèâåñòè ê íåñîâìåñòíîìó â ðàìêàõ äèíàìèêè

òâåðäîãî òåëà óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè àñòàòè÷åñêîãî ðîòàòîðà ïðè åãî âðà-

ùåíèè âîêðóã íåãëàâíîé îñè â ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè âûðîæäåííîñòè. À èìåííî, êàê

ïðîÿâëÿåòñÿ ñóõîå òðåíèå â êîìáèíàöèè ñ âÿçêèì íà êèíåòèêå âðàùåíèÿ â îñíîâíûõ ðåæè-

ìàõ � âðàùåíèå ïî èíåðöèè, ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ðàçãîíÿþùåãî ìîìåíòà è óïðóãîé

ïàðû � â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. È ÷òî, ñîá-

ñòâåííî, ïðåäñòàâëÿþò äëÿ íåå ýòè îñîáûå (âûðîæäåííûå) ñëó÷àè. Â êà÷åñòâå òàêîãî ðîòàòîðà

ìîæåò ñëóæèòü õîðîøî èçâåñòíûé êåëüòñêèé êàìåíü [4℄, íàñàæåííûé íà íåïîäâèæíóþ îñü

ñâîåé ïîâîðîòíîé ñèììåòðèè 2-ãî ïîðÿäêà, èëè, íàïðèìåð, ñèëüíî âûòÿíóòûé îäíîðîäíûé ýë-

ëèïñîèä, ïðîñâåðëåííûé íàèñêîñü ÷åðåç öåíòð ìàññ (ðèñ. 1). �ëàâíîå, ÷òîáû áûëè çíà÷èòåëüíû

öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè, ñâÿçàííûå ñ îñüþ âðàùåíèÿ Jzx è Jzy.

�èñ. 1. Àñòàòè÷åñêèé ðîòàòîð ñ íåãëàâíîé îñüþ âðàùåíèÿ (3D-êåëüòñêèé êàìåíü)

Ïðîáëåìà ïðåäñòàâëÿåò ðàçíîñòîðîííèé èíòåðåñ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì, òàê è ñóãóáî ïðàêòè÷åñêîé. Â îñîáåííîñòè åñëè ðå÷ü çàõîäèò î ÷ðåçâû÷àéíî òî÷íîì

äèíàìè÷åñêîì óðàâíîâåøèâàíèè âûñîêîñêîðîñòíîãî âðàùàòåëüíîãî óñòðîéñòâà (òóðáèíû, ðî-

òîðà, âàëà ñòàíêà è òàê äàëåå), à òàêæå â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà òàêîå óðàâíîâåøèâàíèå ïðèí-

öèïèàëüíî íåâîçìîæíî â ñèëó ðÿäà ñïåöè�è÷åñêèõ ïðè÷èí.

� 1. Òîðìîçÿùèé ìîìåíò

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äâà âûøåîïèñàííûõ ñïîñîáà ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ

äèíàìèêè, îòëè÷àÿñü ìåæäó ñîáîé òîëüêî â èíòåðïðåòàöèè åãî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Â ñïîñîáå

À.È. Ëóðüå ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè N íå çàâèñèò îò óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ε, íî òîëüêî îò

ñêîðîñòè ω, óãëà ïîâîðîòà φ è âðåìåíè t â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå.

Â ñïîñîáå, áàçèðóþùåìñÿ íà ïðèíöèïå Äàëàìáåðà, íîðìàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ðåàêöèè

â îñÿõ âðàùàþùåãîñÿ òåëà â ïîäâèæíîé (B) è íåïîäâèæíîé (O) îïîðàõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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(ñì., íàïðèìåð, [5℄)

{

Bx =
εJyz+ω2Jzx

h

By =
εJxz−ω2Jyz

h
,

{

Ox = − εJyz+ω2Jzx
h

,

Oy = − εJxz−ω2Jyz
h

, h = OB.

Ýòè íåñèììåòðè÷íûå ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè âåëè÷èíû òåì íå ìåíåå, ñêëàäû-

âàÿñü ñâîèìè ïðîåêöèÿìè ïî òåîðåìå Ïè�àãîðà, äàþò ïàðó ïîïåðå÷íûõ ñèë, íå çàâèñÿùóþ îò

íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ,

NA = NB =

√

(

J2
xz + J2

yz

)

(ε2 + ω4)

h
,

è âûçûâàþùóþ ñèëû òðåíèÿ ñ èõ òîðìîçÿùèì îñåâûì ìîìåíòîì,

Mfr = − sign(ω)
2δ
√

(

J2
xz + J2

yz

)

(ε2 + ω4)

h
= − sign(ω)α

√

ε2 + ω4.

�àçìåðíîñòü êîý��èöèåíòà α çäåñü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ èíâàðèàíòíîãî ïðè ïîâîðîòå

ý��åêòèâíîãî öåíòðîáåæíîãî ìîìåíòà èíåðöèè

√

J2
xz + J2

yz. Ñîãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Êóëîíà,

âîçíèêàþùèé ïðè äâèæåíèè ìîìåíò Mfr ïðîïîðöèîíàëåí èòîãîâîé ñèëå
~NA+ ~NB íîðìàëüíîãî

äàâëåíèÿ íà îïîðû. ×òî æå êàñàåòñÿ ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî/æèäêîñòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âðà-

ùåíèþ, òî îíè òðàäèöèîííî îïèñûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûì ìîìåíòîì MR = −cω|ω|, îò óñêîðåíèÿ
íå çàâèñÿò è âî âðåìåíè èçìåíÿþòñÿ ïëàâíûì îáðàçîì. Êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α
çäåñü òàêæå èìååò ñìûñë íåêîòîðîãî ìîìåíòà èíåðöèè.

� 2. Âðàùåíèå ïî èíåðöèè (îáùèé ñëó÷àé)

Ïóñòü òåëî èìååò óãëîâóþ ñêîðîñòü ω0, êîãäà ïåðåñòàåò äåéñòâîâàòü âðàùàþùèé ìîìåíò,

è äàëåå îíî äâèæåòñÿ ëèøü ïîä äåéñòâèåì òîðìîçÿùèõ ïàð MR è Mfr. Î÷åâèäíî, ÷òî íàïðàâ-

ëåíèå âðàùåíèÿ íå èçìåíèòñÿ, è äèíàìèêà åãî áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

Jzzφ̈ = −α

√

φ̇4 + φ̈2 − cφ̇2.

Åãî ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé âîçìîæíî ÷åðåç ïåðåãðóïïèðîâêó è âîç-

âåäåíèå â êâàäðàò:

J2
zzφ̈

2 + 2cJzz φ̈φ̇
2 + c2φ̇4 = α2φ̈2 + α2φ̇4,

è îíî íåîäíîçíà÷íî:

φ̈ =
−cJzzφ̇

2 ±
√

c2J2
zzφ̇

4 + (J2
zz − α2) (α2 − c2) φ̇4

J2
zz − α2

=

=
−cJzz ± α

√

J2
zz + c2 − α2

J2
zz − α2

φ̇2.

Çíàê â êîðíå âûáèðàåòñÿ èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ

Jzzφ̈+ cφ̇2 = α
±Jzz

√

J2
zz + c2 − α2 − cα

Jzz − α
6 0.

Òîãäà ïðè Jzz > α äîëæåí áûòü âûáðàí ¾−¿:

φ̈ = −φ̇2 cJzz + α
√

J2
zz + c2 − α2

J2
zz − α2

≡ −γφ̇2. (1)

Óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Jzzφ̈ = −cφ̇2 − φ̇2 cα
2 + αJzz

√

J2
zz + c2 − α2

J2
zz − α2
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è ìîìåíò òðåíèÿ, ñîãëàñíî À.È. Ëóðüå [1℄, îïðåäåëèòñÿ êâàäðàòè÷íûì âûðàæåíèåì

Mfr(ω) = −cα2 + αJzz
√

J2
zz + c2 − α2

J2
zz − α2

ω2.

Óðàâíåíèå (1) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

− φ̈

φ̇2
= γ ⇐⇒ 1

ω
− 1

ω0

= γt =⇒ ω(t) =
ω0

1 + ω0γt
, φ(t) =

ln (1 + ω0γt)

γ
. (2)

Çäåñü, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ïî ω ñîïðîòèâëåíèÿ è îò òîðìîçÿùåãî ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà,

òîðìîçíîé ïóòü ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ ñî âðåìåíåì, à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ óáûâàåò ñî

âðåìåíåì ïî ìåäëåííîìó îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîìó çàêîíó.

Òàêèì îáðàçîì, êåëüòñêèé êàìåíü, çàêðåïëåííûé íà öåíòðàëüíîé îñè ñ òðåíèåì â îïîðàõ,

âðàùàåòñÿ ïî èíåðöèè òî÷íî òàê æå, êàê è â îòñóòñòâèå òàêîâîãî òðåíèÿ, íî ïðè íàëè÷èè êâàä-

ðàòè÷íîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ. Îäíàêî ïîñòîÿííàÿ òàêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïîìèìî àýðîäè-

íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåòñÿ öåëûì êîìïëåêñîì âåëè÷èí: �èçè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì

òðåíèÿ δ, öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè è ãåîìåòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó îïîðàìè:

c∗ =
cJ2

zz + αJzz
√

J2
zz + c2 − α2

J2
zz − α2

, α =
2δ
√

J2
xz + J2

yz

h
.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ äèíàìèêà ñîõðàíÿåòñÿ è â áåçâîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå,

òî åñòü ïðè c = 0.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå (2) íå çàâèñèò îò òîãî, âðàùàëîñü ëè òåëî ðàâíîìåðíî äî

ìîìåíòà ñâîåãî îñâîáîæäåíèÿ ëèáî óãëîâàÿ ñêîðîñòü êàê-òî ìåíÿëàñü, íî â îçíà÷åííûé ìîìåíò

ïðèíÿëà çíà÷åíèå ω0: ïðîäîëæåíèå âñåãäà îäíî è òî æå.

� 3. Âðàùåíèå ïî èíåðöèè (âûðîæäåííûå ñëó÷àè)

�àññìîòðèì ñëó÷àé àíîìàëüíî âûñîêîãî òðåíèÿ â îñÿõ Jzz = α. Ýòîãî âîçìîæíî äîáèòüñÿ

ïóòåì íå òîëüêî è íå ñòîëüêî óâåëè÷åíèÿ êîý��èöèåíòà δ, íî ïðåæäå âñåãî óâåëè÷åíèåì öåí-

òðîáåæíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè è óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ h ìåæäó îïîðàìè. Òîãäà óðàâíåíèå

äèíàìèêè ïðèîáðåòåò âèä:

φ̈ =

(

α2 − c2
)

φ̇2

2cJzz
≡ −γφ̇2.

Åñëè ñ÷èòàòü ïàðàìåòð γ ïîëîæèòåëüíûì, òî íåò íèêàêèõ ïðîáëåì ñ ïðèìåíåíèåì �îðìóë.

Ïðîáëåìû âîçíèêíóò ïðè γ 6 0, êîãäà âûðàæåíèÿ (2) óòðàòÿò âñÿêèé ñìûñë èç-çà ðîñòà óãëîâîé
ñêîðîñòè â áåñêîíå÷íîñòü ïðè äâèæåíèè ïî èíåðöèè.

Îäíîâðåìåííîå óðàâíåíèå äèíàìèêè îáåñïå÷èâàåò ïîëîæèòåëüíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ìåæäó

óãëîâûì óñêîðåíèåì è óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèì ó÷åò âûøåóïîìÿíóòîé

íåîäíîâðåìåííîñòè �àêòîðîâ, è óðàâíåíèå äèíàìèêè çàïèøåòñÿ êàê

Jzzφ̈(t) = −α

√

φ̇4(t− τ) + φ̈2(t− τ)− cφ̇2(t), (3)

ãäå τ ≈ l/u � õàðàêòåðíîå âðåìÿ îòñòàâàíèÿ ñèë ðåàêöèè îïîð èç-çà êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè

çâóêà, l � ðàçìåð ðîòàòîðà.

�àññìîòðèì ïîêà òîëüêî ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûé ñëó÷àé α = c = Jzz = J . Òîãäà (3)

ïðèîáðåòåò óíèâåðñàëüíûé âèä

φ̈(t) = −
√

φ̇4(t− τ) + φ̈2(t− τ)− φ̇2(t). (4)

Áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ óðàâíåíèå èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå: ïîêîé φ̇ = 0, êîòîðîå
íå óäîâëåòâîðÿåò äàæå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü êðèòèêó Ï. Ïýíëåâå [6℄
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çàêîíîâ òðåíèÿ â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ, íåñîâìåñòèìûõ ñ çàêîíàìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè

àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà.

Ñ ó÷åòîì æå çàïàçäûâàíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ øàíñ îáðåòåíèÿ ïîëíîöåííîãî ðåøåíèÿ, îòðàæàþùå-

ãî ïðîöåññ åñòåñòâåííîãî òîðìîæåíèÿ ðîòàòîðà ïîä äåéñòâèåì äèññèïàòèâíûõ ñèë. Îäíàêî (4)

îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ äàæå

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìó.

Òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàÿ ëàã τ ≪ 1

ω0
, ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííî

φ̈(t) + φ̇2(t) ≈ −
√

φ̇4(t)− 4φ̇3(t)φ̈(t)τ + φ̈2(t)− 2φ̈(t)
...

φ (t)τ .

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ è ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ óðàâ-

íåíèå íîìèíàëüíî òðåòüåãî, íî �àêòè÷åñêè âòîðîãî ïîðÿäêà:

2φ̈(t)φ̇2(t) ≈ −4φ̇3(t)φ̈(t)τ − 2φ̈(t)
...

φ (t)τ ⇒

⇒
...

φ (t) ≈ − φ̇2(t)

τ
− 2φ̇3(t).

Çäåñü �èãóðèðóåò óãëîâîå óñêîðåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåìîå åùå àëãåáðàè÷åñêèì óãëî-

âûì ðûâêîì [7℄, ðàâíîå

...

φ (t) = ε′ω · ε(ω). Òîãäà

ε2

2
− ε20

2
≈ ω3

0

3τ
+

ω4
0

2
− ω3

3τ
− ω4

2
⇒ ε ≈ −

√

ε2
0
+

2ω3
0

3τ
+ ω4

0
− 2ω3

3τ
− ω4.

Âûðàæåíèå äëÿ ε ñîäåðæèò ïàðàìåòð ε (0) = ε0, îïðåäåëÿåìûé èç (4) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

äî ìîìåíòà îòêëþ÷åíèÿ âåäóùèõ îñåâûõ ïàð ðîòàòîð äâèãàëñÿ ðàâíîìåðíî: φ̈ (0− τ) = 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, ε0 = −2ω2
0 .

Òîãäà

dω

dt
≈ −

√

2ω3
0

3τ
+ 5ω4

0
− 2ω3

3τ
− ω4 ⇒ t(ω) ≈ −

√
τ

∫ ω

ω0

dω′

√

2ω3

0

3
+ 5ω4

0
τ − 2ω′3

3
− ω′4τ

. (5)

Àíàëîãè÷íî: äëÿ óãëà ïîâîðîòà

φ(ω) ≈ −
√
τ

∫ ω

ω0

ω′dω′

√

2ω3

0

3
+ 5ω4

0
τ − 2ω′3

3
− ω′4τ

. (6)

Â çíàìåíàòåëÿõ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â (5)�(6) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè, ñîäåð-

æàùèìè ïàðàìåòð τ . Îäíàêî èíòåãðèðîâàíèå òàêèõ âûðàæåíèé, ñâåäåíèå èõ ê ýëëèïòè÷åñêèì
�óíêöèÿì âûïîëíÿåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè [8℄; ïîòîìó îíè îñòàâëåíû.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé äàåò îïðåäåëåííî

ïàðàäîêñàëüíóþ êàðòèíó äëÿ òîðìîçíîãî âðåìåíè: ÷åì áîëüøå óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω0, òåì îíî

ìåíüøå (ðèñ. 2).

Ïðè τ = 10−4
ñ âðåìåíà äâèæåíèÿ ëåæàò â ìèëëèñåêóíäíîì äèàïàçîíå, à óãëû ïîâîðîòà �

ïîðÿäêà ñîòûõ äîëåé ðàä, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá èìïóëüñèâíîì õàðàêòåðå äâèæåíèÿ. Ïðè

ýòîì óãëîâûå óñêîðåíèÿ íàðàñòàþò ïî ìîäóëþ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå îñòàíîâà, äî-

ñòèãàÿ çíà÷åíèé ïîðÿäêà 103 ñ−2
(ðèñ. 3). Ïî ñóòè, ñðàçó ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ âåäóùåãî ìîìåíòà

ðàçâèâàåòñÿ êàòàñòðî�è÷åñêè íàðàñòàþùèé ïðîöåññ �ðèêöèîííî-àýðîäèíàìè÷åñêîãî óäàðà.

�îâîðèòü îá ý��åêòå ñàìîîòòîðæåíèÿ çäåñü íå ïðèõîäèòñÿ, òàê êàê â ñîñòîÿíèè äëèòåëüíîãî

ïîêîÿ ðàññìàòðèâàåìîå ñóõîå òðåíèå íå ðåàëèçóåòñÿ. Óáûâàíèå æå óãëîâîãî òîðìîçíîãî ïóòè φ
ê íóëþ ïðè τ → 0 (ðèñ. 4) ïîäòâåðæäàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå φ̇ = 0, ïîëó÷åííîå áåç ó÷åòà
çàïàçäûâàíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âïîëíå îáúÿñíèìû: êîý��èöèåíòû òðåíèÿ è àýðîäèíàìè÷åñêèõ

ñèë î÷åíü âåëèêè. Òàê, ïðè ïîäà÷å íà îñü âåäóùåãî ìîìåíòà â 1 Í·ì ðîòàòîð ñ Jzz = α = c =
1 êã×ì

2
ðàçâèâàåò ñêîðîñòü âñåãî 0.71 ðàä/ñ (ñì. äàëåå).

Ñëó÷àé γ = −α2
−c2

2cJzz
< 0 äîñòîèí îòäåëüíîãî îáñóæäåíèÿ â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî âûøå

òåçèñà î ðàçíîâðåìåííîñòè �àêòîðîâ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå èññëåäóåòñÿ.
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�èñ. 2. Êðèâûå òîðìîæåíèÿ ω(t) â âûðîæäåííîì ñëó÷àå

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè äëÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ε(t) ïðè ðàçëè÷íûõ ω0

� 4. �àçãîí ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà

Ïóñòü ê ïîêîÿùåìóñÿ ðîòàòîðó ïðèëîæåí ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå ìîìåíòM è ïî-ïðåæíåìó

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ α = c = Jzz = J .

Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâêè, çàâèñÿùèå îò âðåìåííîãî ëàãà τ , ÿâëÿþòñÿ âñåãî ëèøü ìàëûì âîç-

ìóùåíèåì è �àêòîðîì ðàçíîâðåìåííîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ðàçãîíà åñòü

φ̈ =
M

J
−

√

φ̇4 + φ̈2 − φ̇2. (7)

Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàçãîíà ω∞ îïðåäåëèòñÿ èç óñëîâèÿ φ̈ → 0:

M

J
− φ̇2 −

√

φ̇4 = 0 ⇒ ω∞ =

√

M

2J
.
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�èñ. 4. Äèíàìèêà óãëà ïîâîðîòà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ëàãà

�àçðåøàÿ (7) îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì

−2φ̈J
(

M − Jφ̇2
)

+M2 − 2Jφ̇2M = 0 ⇒ φ̈ =

(

M − 2Jφ̇2

)

M

2J
(

M − Jφ̇2

) .

Îíî ðàâíîñèëüíî

dω

dφ
· dφ
dt

=

(

M − 2Jφ̇2

)

M

2J
(

M − Jφ̇2

) ⇔ dφ

dω
=

2J
(

M − Jω2
)

ω

(M − 2Jω2)M
,

ðåøåíèå êîòîðîãî â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå åñòü

φ(ω) =
Jω2

2M
−
√

J

8M
ln

(

1− 2Jω2

M

)

, (8)

t(ω) =
Jω

2M
−

√

J

8M
ln





√

M
2J

− ω

ω +
√

M
2J



 . (9)

Âûðàæåíèÿ (8) è (9) äàþò â îáùåì-òî ñòàíäàðòíóþ äèíàìèêó ðàçãîíà (ðèñ. 5), îòëè÷àþùóþ-

ñÿ íåêîòîðîé áûñòðîòîé îò àíàëîãè÷íîé äèíàìèêè âûðîæäåííîãî ðîòàòîðà òîãî æå ìîìåíòà

èíåðöèè J , íî ïðè âäâîå ìåíüøåì ìîìåíòå M/2 (÷òîáû ñîâïàëè ïðåäåëüíûå ñêîðîñòè) è ïîä

äåéñòâèåì òîëüêî êâàäðàòè÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êèíåòèêà çàäàåòñÿ óðàâ-

íåíèåì

φ̈ =
M

2J
− φ̇2 ⇔ dω

dφ
ω =

M

2J
− ω2 ⇔ φ = −

ln
(

1− 2Jω2

M

)

2
, t = −

√

J

2M
ln





√

M
2J

− ω

ω +
√

M
2J



 .

� 5. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ âûðîæäåííîãî ðîòàòîðà

Ïóñòü íà ðîòàòîð, ïîìèìî äèññèïàòèâíûõ ñèë ñóõîãî òðåíèÿ è àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ, äåéñòâóåò òàêæå êîíñåðâàòèâíûé âîçâðàùàþùèé ìîìåíò Me = −κφ. Ïóñòü ïðè ýòîì
âñå êîý��èöèåíòû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü ìîìåíòà èíåðöèè, ðàâíû: Jzz = α = c = J . Òîãäà
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Jzzφ̈ = −α sign
(

φ̇
)

√

φ̇4 + φ̈2 − κφ− sign
(

φ̇
)

cφ̇2
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�èñ. 5. Êèíåòèêà ðàçãîíà âûðîæäåííîãî ðîòàòîðà ïîä äåéñòâèåì òðåíèÿ â îñÿõ è êâàäðàòè÷íîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ, è òîëüêî êâàäðàòè÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

ïîëó÷àåòñÿ

φ̈2J
(

J sign
(

φ̇
)

φ̇2 + κφ
)

= −κφ
(

2Jφ̇2 sign
(

φ̇
)

+ κφ
)

⇔

⇔ φ̈ =
−2κJφφ̇2 sign

(

φ̇
)

− κ2φ2

2J2 sign
(

φ̇
)

φ̇2 + 2Jκφ
⇔

⇔ φ̈ = −κφ

J
− sign

(

φ̇
)

φ̇2 +
κ2φ2 + 2Jκφ sign

(

φ̇
)

φ̇2 + 2J2φ̇4

2J
(

J sign
(

φ̇
)

φ̇2 + κφ
) .

(10)

Çäåñü ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè îòâå÷àþò çà óïðóãèé ìîìåíò, êâàäðàòè÷íîå ñîïðîòèâëåíèå

è ìîìåíò ñóõîãî òðåíèÿ. Ïîñëåäíèé ðàâåí

Mfr =
κ2φ2 + 2Jκφ sign

(

φ̇
)

φ̇2 + 2J2φ̇4

2
(

J sign
(

φ̇
)

φ̇2 + κφ
) =

J sign
(

φ̇
)

φ̇2 + κφ

2
+

J2φ̇4

2
(

J sign
(

φ̇
)

φ̇2 + κφ
) . (11)

Äåéñòâèå åãî, êàê ñëåäóåò èç (11), ñâîäèòñÿ ê óìåíüøåíèþ âäâîå óïðóãîé è àýðîäèíàìè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùèõ ïëþñ íåêîòîðàÿ äîáàâêà, ñïîñîáíàÿ ïðèíèìàòü êàê îòðèöàòåëüíûå, òàê è ïîëî-

æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì îíà ñòðåìèòñÿ óâåñòè ðîòàòîð îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Â òîì æå ñëó÷àå, êîãäà àýðîäèíàìè÷åñêèé è óïðóãèé ìîìåíòû âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ,

çíàìåíàòåëü (11) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè íåíóëåâîì ÷èñëèòåëå. Òîãäà óãëîâîå óñêîðåíèå îáðà-

òèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî ìîæåò, íî íå äîëæíî îçíà÷àòü ñêà÷îê óãëîâîé ñêîðîñòè.

Âïðî÷åì, ïîäîáíûå ñêà÷êè êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ìíîæåñòâåííûõ ïàðàäîêñîâ [6℄,

äåêëàðèðóþùèõ íåïðèìåíèìîñòü â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ñóõîãî òðåíèÿ äèíàìèêè àáñîëþòíî

òâåðäîãî òåëà.

Îäíàêî íèêòî íå îòìåíÿåò ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé äèíàìèêè äî ìîìåíòà îáðàùåíèÿ âûøå-

îçíà÷åííîãî çíàìåíàòåëÿ â íîëü. Òàê, ÷èñëåííîå ðåøåíèå (10) ïðè ïîìîùè ïðîäóêòà Maple 15

äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äàåò ïðè ñðàâíèòåëüíî ñèëüíîì óïðóãîì ìîìåíòå êèíåòèêó

àïåðèîäè÷åñêîãî âðàùåíèÿ (ðèñ. 6), èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî çíàìåíàòåëü (10)�(11) îáðàùàåòñÿ

â íóëü ïî ïðè÷èíå åñòåñòâåííîãî îñòàíîâà ðîòàòîðà â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ φ = 0.
×òî êàñàåòñÿ ñëàáûõ óïðóãèõ ñâîéñòâ, òî çäåñü ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî äîëãî

(ðèñ. 7) è èìååò âèä ìåäëåííî óáûâàþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò

âèä äèàãðàììû íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 8).
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�èñ. 6. Êèíåòèêà èçìåíåíèÿ óãëà è óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòàòîðà â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðè Jzz = α = c = 1,

κ = 0.1

�èñ. 7. Êèíåòèêà èçìåíåíèÿ óãëà è óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòàòîðà â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðè Jzz = α = c = 1,

κ = 0.01

Èç íåå òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñòàðòóåò ñèñòåìà âïîëíå ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íî ïî ïðîøå-

ñòâèè íåêîòîðîãî âðåìåíè íà÷àëüíàÿ êðóãëàÿ äóãà ðåçêî èçëàìûâàåòñÿ â ñòîðîíó ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, à ïîñëåäóþùèå äâà èçëîìà âûâîäÿò ðîòàòîð íà ìåäëåííî ñóæàþùóþñÿ êðóãëóþ

æå ñïèðàëü.

Îáúåì íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü íåøòàòíûé âûðîæäåííûé ñëó÷àé ñî øòàò-

íûì íåâûðîæäåííûì, âåñüìà ñõîæèì ïî ñâîéñòâàì ñî ñòàíäàðòíûìè ëèíåéíûìè çàòóõàþùèìè

êîëåáàíèÿìè (â ïå÷.). Àâòîð îòìå÷àåò òîëüêî õîòÿ è ïîíÿòíîå (10), íî âñå æå óäèâèòåëüíîå

îòñóòñòâèå â íåøòàòíîé ñèòóàöèè èçëîìîâ íà êðèâûõ ω(t) â òî÷êàõ ðàçâîðîòà ðîòàòîðà, íî

íàëè÷èå èõ â äðóãèå ìîìåíòû (ðèñ. 7). Òåì áîëåå ÷òî â øòàòíîé ñèòóàöèè ýòè èçëîìû òåì ÿð÷å

âûðàæåíû, ÷åì áîëüøå êîý��èöèåíò ñóõîãî òðåíèÿ α è òåì ñàìûì áëèæå ê Jzz.

� 6. Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åí âàæíûé òèï äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ âïîëíå ðåàëèñòè÷íûìè ñâîé-

ñòâàìè: àñòàòè÷åñêèé ðîòàòîð ñ íåãëàâíîé îñüþ âðàùåíèÿ è ñóõèì òðåíèåì â åå îïîðàõ.
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�èñ. 8. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ñî ñëàáûìè óïðóãèìè ñâîéñòâàìè

�àññìîòðåíû êàê øòàòíûå, òàê è îñîáûå ñëó÷àè, â ÷àñòíîñòè òå, ïðè êîòîðûõ íå ðàáîòà-

åò îäíîâðåìåííîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå, è íåîáõîäèì ó÷åò âðåìåííîãî ëàãà äëÿ óãëîâîãî

óñêîðåíèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò î íàëè÷èè íàðàñòàþùèõ óäàðíûõ âîçäåé-

ñòâèé â îñÿõ âðàùàþùåãîñÿ ïî èíåðöèè òåëà, òàê íàçûâàåìûé �ðèêöèîííî-àýðîäèíàìè÷åñêèé

óäàð, ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ìîìåíòà êîòîðîãî ðàñòåò îïåðåæàþùèì îáðàçîì ñî ñòàðòîâîé óãëîâîé

ñêîðîñòüþ ω0.
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On some partiular ases of the rotational dynamis of a rigid body around entral but non-

prinipal axis of inertia under ation of dry frition in supports
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The artile studies the rotational dynamis of a rigid body (rotator) around the entral but non-prinipal

axis Oz passing through its enter of mass under the ation of dry fritional torque Mfr = α
√
ε2 + ω4

aused by inertia fores in the axis's supports and the drag momentum MR = −c|ω|ω quadrati in angular

speed ω. It has been shown that the dynamial equations and the equations of the kinetis of the body's

rotation, whih follow from the dynamial equations, are qualitatively di�erent in general and partiular

ases of the inertial and dissipative parameters involved: the axial moment of inertia Jzz and the oe�ients
c and α = Mfr/

√
ε2 + ω4

where (ω is the angular aeleration). It is found that in the partiular ase of the

equality Jzz = c = α a physial feasible solution for the inertial rotation within the dynamis of a perfetly

rigid body is absent. The paradox is resolved by the introdution of the lagged angular veloity ω(t − τ)
and aeleration ε(t− τ) as fators de�ning due to D'Alembert priniple the supports' transversal reations
Mx,y(t − τ) and hene the value of Mfr(t − τ). The last one determines the loss rate of kineti momentum,
i.e. the dKz(t)/dt at time t. The rotational kinetis had a type of fritional-aerodynami impat. Also, by

numerial integration, there was shown the unusual angular kinetis φ(t) of the damping osillations of the
rotator under the ation of the elasti torque Me = −κφ. The kinetis was haraterized by the presene of
two phases: the short starting part strongly depending on initial onditions followed by the phase of almost

sine wave osillations with extremely slow damping.
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