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����������� ����������� 	���������� !�� ������ ������ ������� � ��� !�� ��!���� ℵ1" #��
���$� ����%���� ��� � ��������$���� �����& '������ � ����(���� ������		��������%& ����%� ���
������ ������&� ������� �����&� ������������� �������%	��" )�� ������� 	����� �������%	����
�� �� 	������%	������ �� �������� 	����$����� ����%��� ����%�* � ������ ����� ������� ������
������������� ������ ���	������� 	������%	����� ������������� �������� ������� �������������
�� ����������� 	���������� !��� ������ ������ ������� � ��� !��� ��!���� ℵ1.
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* 	������%	������ ������������ �������%	�����"

��������� ��� �������������� ���������� � 〈X, τ〉 ��! ����" ��������	���
�� ���� ��X
�#$��� #�� �����!#���" ��������" τM ⊆ τ. ���� ��� %��� �#$��� #�� ����&�� � τM '!����#�(
���)��� � τ ' �#��������� �����( �*��!#+� *�!# ,�" 〈X, τ〉, �� ���������� � 〈X, τ〉 ��! �'
���" �������	���
�� ���� �� 〈X, τM 〉 ,���������-�� ����)��- #��� �� ������*��-������ ��
*#,�� ��! ��- ���������� � 〈X, τ〉 �������������������	���
��

� 	./0 ��,# ��-���� � 12��#������& ,���!��� 3	4� ���  ���,����)���� ������ �������
��),�� (�#�,��5� � ������*��-��'�������!#���� ���������� �� ���,��� ����   �,� �*6�,�'
����" ��������( ��,���)���  ����� ���-2�� ��� ������##�� " �"���" ������-�� 7� ,�'
)�  �� ��� ������� ������� ���)� ������-�8� � ��& )� ��*��� #)� *�! ,���������-�(
���������'���)��� ���( ���,����)���& ��� ��� ��� ������ ��������-����  ����� ���#'
�"����� ������*��-���� ���������� � � ��� �& �������& ��������� � ���+$��� ��$����- ℵ1�

����� �*��!��� !������- #��� �� ������*��-��& �������!#������ �� ������*��-����-  ��'
������� � ��� �& �������& ���������  #� ��),���� ��-����� � 12��#�������� ���-!"� �
��� �,�� ,�#��& ������� ����! �+$�&� ��� #��� �� ������*��-��& �������!#������ ���-'
!" !������- ,�)� �� �#*�����!#�����-  ��������� � ������*��-����-+ � 9 ��� �& �������&
����������

������� �� ���������� ������������ ����� ���������� ��������	����� ������������

�������� ������� ������������� ������������ ��������������� ����� ������� �������

��� � ������� �������� ℵ1.

� � � � ! � � � � - � �  �� :��������� ���)��� � �� *���� ��� �����( ��,����� ω1, ��'
,������� ���",�� �& ���������&� �� ���- ���������&� *�!� ������& ������� �! ����� ��� �
�#��& � ������� ���;���� 1#��- L < %�� ���)��� � ���,��-�( ��,����� �! ω1. �����'
���� ��� ����! ω �*�!�������" ���)��� � ������( ��,����� � ��� ω + 1 = ω ∪ {ω} ∈ ω1.
� �������������� ����! �,���� ω1 × (ω + 1) ���������� ��,���������� �

Z := ω1 × (ω + 1) \ L× {ω}.

=#,�� ������-� ��� Z = {zα : α ∈ ω1}, �,�  �� ����� zα ��!����� >������� ��� ���������� � Z
�#�-������ � ��� �& �������& ��������� � �����-�� ������� ������� bZ := (ω1 + 1)× (ω + 1)
" �"���" �#�-�����& ��������5���;��& Z  ��� ℵ1�
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>*�!����� ����! C ������� � ���)��� � �� ����,�����& ���������&� ������� � ���)�'
�� � C ����� �����&  ��� � ��),�� ��� ������� ��,���)��� � ��������� �����5������& ��'
�#����& ,��� ω1 ����#,�� ��������- ,�!6+������ ����&�� � {Cα : α ∈ ω1} �����( �����(
��,���)���  C. �����-  �������������� ����! �,���� Z × C ���������� ��,���������� �

Y :=
⋃

α∈ω1

({zα} × Cα

)
.

1��������� � Y �� ������-��� ��� ��� , � ��� ���#��( ,�!6+����( !����#�( ��,���'
)��� �

F :=
(
(ω1 \ L)× {ω} × C

) ∩ Y � G := (L× ω × C) ∩ Y

�� ��,��"+��" ������� ����������"��� ��" ,���!����-�� � %���� 5���� ���,����)�� ���'
�� ���@ �#��- U � V < , � ,�!6+����( �����(  Y ���)��� � ������ ��� F ⊆ U � G ⊆ V.
�*���� �����#+ *�!# B  ���������� � C. ��� ��� �������� � ��� (k,W ) ∈ ω × B  ����
��2- ������� �� ����#,�� ����!��-� ��� �#$��� #+� ���#���" ����������- W ∈ B� ��,����
k = {0, . . . , k− 1} ∈ ω � ��������������  ω1 ���)��� � A ⊆ ω1 \ L ������ ��� ,�" ��),���
α ∈ A  ����"���"

U ⊇
(
{α} × (

(ω + 1) \ k)×W
)
∩Y =: Mα.

:��������� ���)��� �
(
L× {k} ×W

) ∩ Y ⊆ G� ��� ��� L !����#�� � ������������  ω1,
�� ��� ���-!" ���,��� ��-   �,� �*6�,�����" �������� ����� �����;������(  ω1 ��,���'
)��� 3�4� 1�%���# �! ��������� *�! B ���,#��� ��� ��&,#��" ���#���" ����������- W ′ ⊆ W �!
*�! B � ���;��������  ω1 ���)��� � L′ ⊆ L ������ ��� ��),& ��,���� γ ∈ L′ ��,��)���"
 ��������& � ��& ����������� (αγ , βγ) ⊆ ω1� ,�" ������& ���� �,�� �

(
(αγ , βγ)× {k} ×W ′) ∩ Y ⊆ V.

��� ��� αγ < γ ,�" ��),��� γ ∈ L′, �� �������� ������� A�,��� 3�4 �#$��� #+� ���;��������
 ω1 ���)��� � L′′ ⊆ L′ � ��,���� δ ∈ ω1 ������ ��� ,�" ��),��� γ ∈ L′′ ���� �,�� � αγ = δ�
�! %���� ���,#��� ���

V ⊇ (
(ω1 \ δ)× {k} ×W ′)∩Y =: N.

����#,�� ����!��-� ��� ,�" ���������� α ∈ A  ����"���" Mα ∩ N 
= ∅� B�� ����� ������
,�!6+�������� �����������& U � V �

����� �*��!��� ���������� � Y �� ������-��� ��� ��� Y ⊆ Z ×C� �� Y  ����� ���#�"���
� �*��,��� ��� �& �������& ���������� ���)� ����#,�� ����!��-� ��� Y �����-�� �������
1#��- π ���- �����;�" bY := bZ ×C �� C� 1� ���������+ π|Y ��-���� �� � π(Y ) =

⋃
α<ω1

Cα�
1�%���# Y �#*�����!#��� � ����� ��$����- ℵ1. �����- � �������� ������� ���������� � X,
������� *#,�� �*��,��-  ���� ���-�� ��� ������������� � �&�� ��� ���������� � Y � ���
%��� ���)���" ������*��-���

������� bY " �"���" ��������� ���2������� Y � �  �� bY �� ��� ��(�,�� ℵ1� 1�%���# 3C�
��� � 		� D 	4 �#$��� #�� ��������5���;�" δN ���������� � ���#���-�( ����� N ����"� ���
�� ������ δN∗ := δN \ N ��������5�� bY � ��" #,�*�� � *#,�� ������-� ��� δN∗ = bY �

�����- � ��)�� ����,����- ������� ���������� � < %�� ��,���������� � X := Y ∪N  δN.
1��������� � X  ����� ���#�"���� �����-�� ������ � ����� ��$����- ℵ1. E�����*��-����- X
���,#�� �! ��������� N  δN. ��������-����- X ���,#�� �! ����� ��� Y �� ������-�� � Y
!����#��  X�

1���)��� ��� X �#*�����!#���� ��� ��� δN " �"���" ������-�� ���������� ��� �� ��'
������ ������� ���;�F������ 3G� ������� ��	�?4 π ���,��)����" ,� ������ ��& 5#��;��
f : δN → I, �,� I := [0, 1]� :��������� ������ ��� ���*��)���� g : δN → I ������ ���
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g(n) = 1/n ��� n ∈ N � g(y) = 0 ��� y ∈ bY � 1#��- h := f � g ���- ,�������-��� ����!'
 �,���� f � g �! δN  I × I� >��*��)���� h ������ �� � h|X ��6���� ��� E��,� ����-��� X
�#*�����!#����

1���)��� ��� X #,� ��� ��"�� ��� �& ������� ���������� ����� �! N �!����� ��  X,
��%���# ��� ,��������� ��&�� �����#+ *�!# ���������� � X  ����! ��-��& ����� p ∈ Y.
����� p ����� �����& (�������  bY � �� ���,� ����-��� p " �"���" �����& ���� Gδ  bY � ���
��� δN \ bY = N ������� �� p *#,�� �����& ���� Gδ �  δN� �! ������ C�C�G �! 3G4  �������
��� # p *#,�� �����& (�������  δN �� ��� *�����  X� �

� ���# ������ =�����5�F���#���� 3G� ?�	�H4 �������������� ��#�� � ��� �& �����'
��& ��������� �����!#��� >*��,�+$�� ��� �& �������& ��������� ������� �������������(
��#�� �� �*"!����-�� �����!#�� 3
4� �� �! ����� ������*��-�� �#*�����!#��� �*��,�+'
$�� ��� �& �������& ��������� ������� ��#�� �������!#���

������ �� 1�������- ������ �#�-������� �#*�����!#���� ������*��-���� 7�����-�� ����'
����8 ���������� � � ��� �& �������& ���������� �� " �"+$����" ��������� ��#��� =#,��
�� �����������  %��& !������ ���������� � ��������� ��#��I

������ �� E#$��� #�� �� ��� �& ������ �� ������-���� �#*�����!#���� ������*��-����
7�����-�� ��������8 ���������� � � ��� �& �������& ���������� ������� " �"���" ���������
��#��I
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