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������ � ������� �������� �� � � !��"�#�� $� $��#$ ����% �& '(���)���� *�+ ���, �)�
��##)������ �#* "�" � " �##���#"�+ ��,���+ -	./0� ��" � � #����)���+� �����)�� -1.20� 3�"�4
���� '�&���#"�� '���)�� 5��������6�$ �������� �� �7 )�!�� ���#��*� �� *"� ��+��$#*
� ��)"�+ )��� � �$&"�% !��"�#��� �� # ������� *��� �+ #������ ��##)������� �� !�� ���4
���*#$ �� (�������� 3��*�.8��"#� # �������)� (# ���$)� �� �����!�+ �����6�+� 9�:�4
��� ��"�+ &���� �,��� �� (��;� ��# ����� � ����'�"�6�$ �� (����+ ��&( *����� ��&)�!��
�� *"� ��� #�������� # ����)� <"#����)������

=������ �� � � �$&"�% #���� #������!����#$ #������� ����) ���!���;� "������ �,(# ��4
 ���� # ����% #������ ��(������) ������) !��"�#��� � # ��(��% > �����$)� <������ �� ����4
��6�; ��+��%� � "���#��� ������� ���, �!���$ �,��� ��##)������;� �)�#�� #+��� ��+��% �
�$&"�% !��"�#�� ���!���� �� � � ���� *��% !��"�#��� � "�����% #(?�#��(�� &���+�����#�*�

����+�����#�* )�!�� (������*#$� "�"� �����)��� � ��,���+ -
��.�0� ��#���#���) �� ����%
�� �( $ 6��"( $6�� ��� �,��"���� �� �� �� *��%:�) ��&�����) $� $��#$ &����� � ���!����
�� � ��� �� ���� ������+ ��+��%� ��)� *����� '��)� �&) � $ "����+ ��������� *�� , 
��&��� (!� ���+��'�) -	�0� � � ��,���+ -		.	10 <��� '��)� �&) , ��#���#������ �� # (��%
���!���$ 6� �������#"��� �������� �� � � ������+ ��+��% � ��#(�#���� �$!�#���

�� �� � 2�4+ ����+ @@ ��"� , � ���� �!��� )��� * A��(��.��%" � 5BCDEF.GHIJKLM7� ���
#+�� ��+��% # �#���% "��)"� �� � ��#�( ��(��#$� � �+ �����#����#�* )��$��#$ #� ���)���)�
���!���� �� � � ��+��% �## ��(��#$ # ��)�?*; )��� � A��(��.��%" �� �����)��� � ��,�4
�� -	
0� 3�"���6� � �� ���� �� ������+ ��+��% ������� �� � � ���#(�#���� ��#����� ����%
&���+�����#�� 5N��+����$ �� ���O7 �&(���� � ��,��� -	20�

P�)���) � &�" ;����� ��,�� -	�� 	Q0� ��� ��##)������ ���!���� ��+�$ � ������ �!����
��#�(���� *���� ���!���$ 6� ������ � ��"!� �## ������� ��&)�!��#�* +������#"�+ ��!�)��
���!���$ ��+�$ ��� ��&)(?���� ���!���$ 6� ������
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� ��,���+ -	�.�/0 �## ��(��#$ ���!���� �������� �� �� �)�;?��� '��)( "�(������ 6� ��4
���� ��� ��%#����) #�  �$!�#�� � ,�&��������) �,S�)� ���� *��% !��"�#�� � ���#(�#����
������+ ��+��% � �� ����% �� �( $ 6��"( $6��� =�������� *�� � -	�� ��0 ��&( *��� -		� 	�0
, � ��&��� � # (��� ���!���$ �� � � ������ ��������� ��+�$ � �� � #�  �$!�#��� � ��4
,���+ -�	���0 , � �� (���� �,�,?���� �� # (��% N ��+��%� 3�"���6� � -�/0 , � ��##)������
#�#��)� 6� ����� � ��(+ ��+��%� ��� ������$ �� "��'��(��6�� ��:���; TU�� $ -�10� �� ��4
+��$?�$#$ � �� � #�  �$!�#��� � �����% ��,���� "�" � � -	�� ��0� � �$��� &���+�����#�� ��
������� �� � � !��"�#�� ��##)������ �� ���)��� ���#��%:�% &����� � ���!���� )�##������
6� ����� � ��+�$ � �� � �$!�#���

� "� �#$� � !% ��!&� !%

��" � � ��,���+ -	�� ��0� �## ��(��#$ ���!���� �������� �� �� �)�;?��� '��)( "�(������
6� ������ ��� ��%#����) #�  �$!�#�� � ,�&��������) �,S�)� ���� *��% !��"�#��� #����4
:�;?�% � �#"�����  � *��� ���!���� � ��"�$?�%#$ �� ,�#"������#��� P,��&(;?�� 6� ��4
��� �������� *� � �#"�#�� ����"�� � !��"�#�� ���!��#$ ��$)� ���%��$ ��+����$ ���*�
����  � *��$ �,��&(;?�) 6� ������ �)�;?�$ �����#����#�* Γ1� � #� ( ��������% #�))��4
��� #�#��) ����#��� *�� ����)�?���$ ��� * �,��&(;?�+ 6� ����� ��##)��������#$ � �#"�$
&������

� �� ���� �� �����(?�+ �## �������% -	�.��0 ��##)��������#$ ��"�� �,��"���� 6� ��4
��� !��"�#�*;� ��� "�����) 6��"( $6�$ Γ = 0 5��#� 	7� ���,(��#$ "���#������ �## ������*
���!���� #�#��)�

����"� ����)��)� ��� � ��,��� -	�0 �������� (�������$ ���!���$ � �� � #�  �$!�#��
� ���� *��% !��"�#�� 6� ����� � ��������� ��+�$� "����� �)�;� ��)� *�����( '��)( � $
# (��$ ����&�� *��% 6��"( $6��� �� �� ��) !� ("�&�� ����� ������� � # ��)�?*; ��4
���� �& "����+ , � ��������� ���("6�$ #�#��)� ����#�����) �����������)� ����$�)
� �:�("�&����% ��,���� , � ������ �!���� �� ����% �� �( $ 6��"( $6��� =�� &��( ����
6��"( $6�� ����!���� ���$�"� �& �!���) � �����% #���*� #��#�,�) �"�&�� �#* ����&)�!4
�)�

9�##)����) # (��% 6��"( $6��� �����% �( ;� 8 ��($ �,�&������$)� ����$�) � -	�0� ��4
 ���$ Γ = 0� (�������$ ���!���$ 6� ����� � ��������� ��+�$ � �� � #�  �$!�#�� �� (���)
� ����

ṙ1 = −v + grad ϕ̃(r)|r=ri
,

ṙc = v,

av̇1 = −λ1(
˙̃y1 − ẏ1),

av̇2 = λ1(
˙̃x1 − ẋ1)− ag,

5��	7

��� rc = (xc, yc) > ����(#4��"��� 6����� 6� ����� ����#��� *�� �������!��% #�#��) "�4
������� OxyV v = (v1, v2) > #"���#�* 6� �����V r1 = (x1, y1) > ��"���� #�����$;?�% 6����
6� ����� # ��+��)V r̃1 = (x̃1, ỹ1) = R2r1/r

2
1 > ��"���� #�����$;?�% 6���� 6� ����� # ��4

���#�) �,��&�) ��+�$ 5��#� 	7V R > ����(# 6� �����V a > "��#������ �" ;��;?�$ )�##(
� ���#��������(; )�##( 6� �����V ag > �� ����� #�  �$!�#��� ��%#��(;?�% �� 6� ����V
λ � λ1 > ��#��$���� #�$&���� # 6��"( $6��% !��"�#�� ��"�(� 6� ����� � �����#����#�*;
��+�$ #�����:���$)� λ = Γ/(2π)� λ1 = Γ1/(2π)� = ����#�* !��"�#�� �� �����#$ �����% 2π�
T(�"6�$ ϕ̃(r) $� $��#$ �����6�� �) ������$ ϕ(r) ���� *��% !��"�#�� ��� 6� ����� # �#" ;4
�����% �#�,����#�*; � ���"� r = r1W

ϕ(r) = −R2

r2
(r, v) + λ1

(
arctg

(
y − ỹ1
x− x̃1

)
− arctg

(
y − y1
x− x1

))
.

8 ��($ ��##(!����$)� ���������) � -	�0�  ��"� ��"�&��*� ��� "������)����$ #�#��)�
5��	7� ���#��;?�$ ���!���� 6� ����� � ��+�$ � �� � #�  �$!�#��� #�+���$�� ����������(;
)��( � )�!�� ,�* ����#��� ��� � ��)� *������% '��)�W



	Q2 8��� 8�"� ��� ��8� �� *6��

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�!'� �� ��(����% 6� ���� � ������% ��+�* � �� � #�  �$!�#��

ζ̇i = {ζi, H} =
∑
k

{ζi, ζk}
∂H

∂ζk
,

��� ζi > "�������� '�&����� ��"���� #�#��) 5��	7W

ζ = {x1, y1, v1, v2, xc, yc},

��)� *������ #�#��)

H =
1

2
av2 +

1

2
λ2
1 ln(r

2
1 −R2) + agyc, 5���7

�� ���� �� �( $ "�)������ "�#�#�))������#"��� #��("�(����� ���&��� �(�##�����% #��("4
�(�

{v1, x1} =
1

a

r41 −R2(x21 − y21)

r41
, {v1, y1} = −1

a

2R2x1y1
r41

,

{v2, x1} = −1

a

2R2x1y1
r41

, {v2, y1} =
1

a

r41 +R2(x21 − y21)

r41
,

{v1, v2} = −λ1

a2
r41 −R4

r41
, {x1, y1} = − 1

λ1

, {xc, v1} = {yc, v2} =
1

a
.

5��/7

� (� ��#�)� ! *�+#$,) ! #��-./!%

3� ���� ��� ������ ������ ���$� &������)��� #� �% �$!�#��� ���(:��� #�))����; ��4
��#��� *�� ��������� #�#��)� ��� �������� " ��#�+������; #������#��(;?��� ������� � )�4
)����� ��) �� )���� ( #�#��) #(?�#��(�� ��� ����+ ������� �� ������;?�+ ����# $6�$)� >
������)�% ������� P � #������#��(;?�% ����&���� *��)( �)�( *#( #�#��)� � ��������)4
�% ������� Q� #������#��(;?�% �����"� *��)( �)�( *#(W

Q = a(v2 + gt)− λ1(x̃1 − x1),

P = av1 + λ1(ỹ1 − y1).
5/�	7

�#�� *&($ ������)�% ������� P � )�!�� ����&��* ���$��" �#+����% #�#��) 5��	7� �, ���4
;?�% ���)$ #�����$)� #��,��� �� ���( #�����*�

9�##)����) #�#��)( �� �����+��#�� (����$ ������� � P � � $ <���� �� �!�) P = p � �4
��!���� 5/�	7� ��� "��#����� p ������ $��#$ ���� *�)� ����)�� ������ ���&�� �& �� (4
������� �����#��� v1� ���#����) � ������ �& (�������% 5��	7 � ��)� *������ 5���7� �#" ;���
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���������� ��	
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�& 5��	7 (�������$ �� v1 � xc� �� (��) ���(6�������(; #�#��)(

ẋ1 =
λ1

a
(ỹ1 − y1)−

p

a
+

∂ϕ̃

∂x

∣∣∣∣
r=r1

,

ẏ1 = −v2 +
∂ϕ̃

∂y

∣∣∣∣
r=r1

,

av̇2 = λ1(
˙̃x1 − ẋ1)− ag,

ẏc = v2.

# ��)� *�������)

Hc =
1

2
a

(
v22 +

(
p

a
− λ1

a
(ỹ1 − y1)

)2
)

+
1

2
λ2
1 ln(r

2
1 −R2) + agyc

� �(�##�����% #��("�(��%� ������ $�)�% "�)�������)� #��("�(����� ���&���� �� (���)��� �&
5��/7 ����"������) #���" � #�� ,6��� #������#��(;?�+ ����)���) v1 � xc�

P�)���)� ��� �� �����+��#�� (����$ ������� � P (�������� � $ v1 #�#��) 5��	7 ������4
?���#$ � ��!��#����

� 0� 
,$''!1!.$/!% �2342& )5 ��!&� !6

� �,?�) # (��� 6��"( $6��� �� ����% �� �( $ -	�0� ��%��� ��#��� ��:���$� ��&��4
 $;?�� #"�&��*� ��� #(?�#��(�� ��� ��&)�!�+ ���� ���!���% #�#��) N6� ����.��+�*O
5��#� �7W

5	7 6� ���� � ��+�* ���!(�#$ �)�#�� � �����������% �� �#� �&)�����% "�������� y 5��#� �� a7V

5�7 6� ���� N��"�����O ��+�* � ���!��#$ � �����������% �� �#� �&)�����% "�������� y
5��#� �� b7V

5/7 6� ���� N��"�����O ��+�* � ���!��#$ � ������ ���� ��%#���$ #�  �$!�#�� 5��#� �� c7�

=� �����( ����������% " �##�'�"�6�� #���� ��)����*� ��� � #�#��)� ��, ;��;�#$ ���4
!���$ # &�+����) ��+�$ 6� �����)� ��� ������ ���#���) � ��,��� -	�0� � ��"!� ���!���$
� �����������% �� �#�� ��� ������ ���#���) � ��,���+ -Q� �0�

P�)���)� ��� � ��##)�������)�) � �����% ��,��� # (��� λ = 0 )�!�� ��"�&��* (����!��4
��� ����#��� *�� +���"���� ���!���$ #�#��) � ����) ��#���) # (���W

�#��,2&� !� �� ���� ����� 	
���
�� �����
��� �� �������� �� ����
��

 ����
�

�
 ������� ���������� ��� 
������
�� �	����� ������ yc(t)� �� 
��� ������ ����

� �

� � " � & � � �  * # � � �� =����� �!�)� ��� 6� ���� N�������#$O �� ��+�$� ����� ������
# ����)�� � ��)� *������� 5���7 ������������� ��&��#����� ��� <��) ������ # ����)��� ������4
��� ������6��� *��� �& #�+������$ ������� � <������ # ���,+���)�#�*; # ��(�� (����!�����
� �������������) (,����� '(�"6�� yc(t)� �

� 7� �$2*!8�'.2� #$''�% !�

� ����% �& ������#"�+ ��,�� -�
0 ��##)������ &����� ��##�$��$ ��(+ #�#����+ �,S�"���
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