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� ������ ������������ ������ �� ��!"� �#��$ %& ' (��� )����"�* �+ ' ��,�"�,�� �"�-
��"�#��.�* �+ ' ,#�/���.� �"���/�#��* 0�1 ' �2"�#�3�#�� ���,�����3��!�2� 4�"�!��"�*
0� ' �(����� �����/�,����* 05 ' �(�( �##
6 7��,�#�* �8, ' ���,#�/���.�* �+ ' ����-
��2�3��!�� �"���"�#��.�* �8) ' ����"�)����"* 5+ ' 7��,�#� �"���/�#���
9����� �� "�(��� �"����/��� :	;< ��#�.#
� ��#���� � �(��#�3�#�� :	; ������������ #�/�<

. 3���#����* ��,���, ����"/�����#�� �(��/��#�� �����#�.!� �(��"�!�#�6 ����3� � �����/�-
,���� � 0�1 .� ..���#�� :	;� ���������, #�/� ��,�3�##
� ��, �"�����.��#�� �#���2�. 0�
(�� �����#�����#
4 ����#�#�6 =(���� ���"�(#� �,� . :	* >� ��?��;@�
A�63�� ��)�!��"��, #������� ,#�/���.� E, �+ (H, t), ���("�/�#�� h : E −→ H � #�������

��,�6��.� E �8, E. B���,��"�.�� E !�! 0�1 =�,� :	* >� ��?��;@* ,�/#� :�* C D; ..���� �+
. (H, t), "�������,�� #� �#�3�#��4 h; ��##�� �+ ��63�� �(��#�3�, 3�"�� AS. ��� ����"��#��
AS 3���� ������������ �"��,* #��
.��,
6 "��E�"�#��,$ ,
 �
���,�� ����"���� !�,��!�#��
�+ (K, τ), K �= ∅, � ��"� (m, g) ���("�/�#�6

m : E −→ K, g : K −→ H,

��� !���"
4 h = g ◦m =!�,����F�� m � g@* � g #��"�"
.#� . �,
��� (K, τ) � (H, t). 02"�#�-
3�.���� ��63�� ���3��, 4�����")�.� �+ (H, t), �,��, :�; "�.�#��.�

AS = g1(as), =��	@

2�� as ���� �+ . (K, τ), "�������,�� #� �#�3�#��4 m, � g1(·) ' ���"�F�� .����� �("��� �"�
��6��.�� g. A �3���, =��	@ ,�/#� �3�����* 3�� ����3� ����"��#�� AS �.������ ! �#���2�3#�,�
����"��#�� as =������#��* !�! �"�.���* ��"� ����� . ����.��4* !�2�� ,#�/���.�-�("�� m1(E)
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� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� �	D

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

.���� ����#� . (K, τ@@� B���,��"�.�� ��3!� K !�! 05* ,�/#� =�,� :	* �;@ �#��"�"���"�.���
=.���,�2�����#��@ �+ as !�! ,#�/���.� �������,
4 05� A��3�6* !�2�� as = m1(E0) =3�"��
�.�"4� �(��#�3��� ��,
!�#��@* 2�� E0 ' ��"���3�#�� .��4 ,#�/���. �� E , �,��� ,���� #� .��2���
� :	* >� �	; �!���# .���,� �( �6 .�"��#� ����3�* ��� !���"�2� E0 �.������ ,#�/���.�, .��4
��3#
4 =. �,
��� ��(����#�� �2"�#�3�#�6@ "�E�#�6< ����� �����#� �#���2�� � ����.����.�-
� �, ��#����, :D* 2�� GGG;� 0�#�!�* !�! �/� ��,�3�����* #�"��!� as �= m1(E0), �,��, ����!�
.��/�#�� m1(E0) ⊂ as. A�"�!��"� H����.E�6��I 3���� �+ as ��.����* !�#�3#�* �� !�#!"��#�-
2� .
(�"� H!�,��!��)�!���"�I (K, τ,m, g). �
 ���.�, �.��6 F���� ���3�#�� ��##�2� .��"���
��� �������3#� ��.�"E�##
4 .�"��#��. ���,�#���2� H!�,��!��)�!���"�I� � 3���#����* �����
�"�����.������ �#��"��#
, .��"�� � ��"�.����.���� "�.�#��.� as = m1(E0) ��� !�!�2�-��(�
,#�/���.� E0, E0 ⊂ E, �/� #� �(�������#� ��.����� �2� � E0. ��##
6 .�"��#� "������F��
as ,�/#� "���,��"�.��� . !�3���.� ���#��"�#�2�$ ,
 �2"�#�3�.��,�� "���,��"�#��, �(
3#
4
"�E�#�6 �� E0 � �4 =�(�( �##
4* .��( � 2�.�"�@ �"�����.* ��!���
.�� �"� 7��, . !�3���.�
(���.�6 ���� ��3#�2� ��(����#�� ����.�� x ∈ E0 =����� ��/� � #� ��� ��2� �8, E@ !�!
#��(���� �"����� . ��2�3��!�, ��#�E�#���
0�#�!� ���,�#��
6 ���#��"�#
6 .�"��#� "���������� ����!� #� .��2��$ .��,�/#� ����-

�F��* !�2�� as #� "���������� . .��� m1(E0) #� �"� !�!�, .
(�"� ,#�/���.� E0, E0 ⊂ E.
� 7��4 ���3��4 .��#�!��� #�"���
* ��.�3�� �� �����F�� as �= m1(E0). ���3�#�� ��!�4 ���-
3��. ���.� �#� #����� �� "�(����
0�,���,* 3�� �4�,�* ����(#�� . ���6#�, ��#�E�#�� =��	@* E�"�!� ��������.����� . ��-

��3�4 ����,���F�� �* . 3���#����* . ���"�� ����,���#�2� ��"�.��#�� =�,� :D* 2�� GGG* GJ;@�
B��� 7��,�#��. as �2"��� �"� 7��, �(�( �##
� ��"�.��#��-,�"
 =�,� #�"��� � :D; ,�#�2"�-
)�� :K;< �,����� (���E�� 3���� � �"�2�4 ��(��!�F�6* !���� �4�� .��"���. "��E�"�#�� ����3
����,���#�2� ��"�.��#��@� 0�,���,* 3�� . ����3�4 ���"�� ��))�"�#F����#
4 �2" ����"��
�(�( �##
4 ��"�.��#�6-,�" E�"�!� ��������.���� . "�(���4 9�9� �"���.�!�2� � �2� �3�#�-
!�. =�,� :
?L;@� +"� 7��, . !�#��"�!F��4* �"�,�#��,
4 E!���6 9�9� �"���.�!�2�* 7��,�#�

"��E�"�#�6 ��������.����� � . ����,���F��##
4 ����3�4* � . ����3�4* 2�� .��#�!��� 7��,�#-
�
* �.���##
� . ���6#�, ��#�E�#�� � "��E�"�#��,� �"� ��(����#�� �2"�#�3�#�6 "����3#
4
����.� 5�� !�������* . 3���#����* )�#��,�#����#�2� ��#���� ���(���#���� ,����. 9�9� �"�-
��.�!�2�* 2�� �"����,��"�.����� �(�( �##�� "��!F�� #� �(
3#�� �* (���� ��2�* ������##��
��"�.��#�� �2"�!�-�"���.#�!��
��#��"�!F�� "��E�"�#��* ���3��,�� . #����� �6 "�(���* ��,��#� ����3����� �� ����"��-

#�6 :D?L; � ���������� �"����.�* (���� (���!�� �"�,�#��,
, . �( �6 ������2��� � 3���#����*
. !�3���.� 05 ������������ �8) E�"�!� ��#�,��,
4 �+* 3�� . #��(���� ������.�##�, ���3��
����.����.��� �"���"�#��.� A���#� =��,���, . �.��� � �( �,� .��"���,� ���3�#�� ��!�4 �"�-
��"�#��. "�(��
 :M*�;@� +"�����.������ �����#
, .
��#�#�� .��,�/#����6 . 3���� �"�,�#�#��
,�����.* �.���##
4 � "��E�"�#��,�* "���,��"�.��,
,� . �( �6 ������2��* ��� �������.�#��
=#� !�3���.�##�, �"�.#�@ .��"���.* ��#�3���#� �.���##
4 � �"�(��,�6 �"�(��/�##�2� ��(��-
��#�� �2"�#�3�#�6< ��##�� �"�(��,� �,��� .�/#�� �"�!��3��!�� �#�3�#�� =��,���, �������-
.�#�� :	�; . �.��� > �"�,�#�#��, H������2�3��!�4I "��E�"�#�6 . )�#!F��#���#�, �#�����
� ���"�� ,�"
@�

�  ! ��"�#$ "%"&�$'���( � ")�"��*+ ,"�-.�(

���������, ���#��"�#�� ���"���!�-,#�/���.�##�� ��,.���!� =!.�#��"
* �.��!�@< 3�"�� ∅

�(��#�3��, ������ ,#�/���.�*
�
= ' "�.�#��.� �� ��"�����#��� ��! �(
3#�* ∃ ! ��,�#��� )"�-

�� H�� ���.��� � ���#��.�##�I* � NOP ' )"��� H�� ��"�����#��I� +"�#�,��, �!���,� .
(�"��
A�,�6��.�, #��
.��, ,#�/���.�* .�� 7��,�#�
 !���"�2� ��,� �.������ ,#�/���.�,�� ���
�"���.���#�2� �(Q�!�� x 3�"�� {x} �(��#�3��, ��#2����#* ����"/� �6 x. ���� X ' ,#�/�-
��.�* �� 3�"�� P(X) =3�"�� P ′(X)@ �(��#�3��, ��,�6��.� .��4 =.��4 #�����
4@ �8, X, � 3�"��
Fin(X) ' ��,�6��.� .��4 !�#�3#
4 ,#�/���. �� P ′(X) = P(X) \ {∅};

CX [X ]
�
= {X \ S : S ∈ X} ∈ P ′(P(X)) ∀X ∈ P ′(P(X)).
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S�"�� BA �(��#�3��,* ������ :		* >� LL;* ,#�/���.� .��4 ���("�/�#�6 �� ,#�/���.� A . ,#�-
/���.� B =���� s ∈ BA � a ∈ A, ��* !�! �(
3#�* s(a) ∈ B ���� �#�3�#�� )�#!F�� s . ��3!� a@�

���� �"� 7��, f ∈ BA � C ∈ P(A), �� f1(C)
�
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B), f1(C) �= ∅ �"� C �= ∅.

��, ��,
, ��"�����# �("�� ,#�/���.� C =�"� ��6��.�� f @� ���� A � B ' #�����
� ,#�/���.�*
f ∈ B

A � A ∈ P ′(P(A)), ��

f1[A]
�
=

{
f1(A) : A ∈ A

}
∈ P ′(P(B)).

���� X ' #������� ��,�6��.�* �� ����2��,* 3��

{∩}f (X)
�
=

{ ⋂
X∈K

X : K ∈ Fin(X)

}
,

����3�� ��,�6��.� =.��4@ !�#�3#
4 ��"���3�#�6 ,#�/���. �� X, "���,�����* X ⊂ {∩}f (X).
�,�/�$01�*� )�2�().�$! &�!��"��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)� #������� ,#�/�-

��.� I � "���,��"�.��, ��,�6��.� P ′(P(I)) .��4 #�����
4 �����,�6��. P(I); �"��� ������#�4
.
�����, π-�����,
 =�,� :	�* >� 	K;@� ��2��

π[I]
�
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I) & ( I ∈ I) & ( A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)} =	�	@

���� ��,�6��.� .��4 π-�����, �8, I > H#���,I � H���#�F�6I� +"� 7��,

(alg)[I]
�
= {A ∈ π[I] | I \ A ∈ A ∀A ∈ A}, (top)[I]

�
=

{
τ ∈ π[I] |

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}

=��2�("
 �8, I � ������2�� #� I ���� π-�����,
 �� ��,�6��.� =	�	@@� ��������� "��E�"�����#��
���!�.�#��* #��
.��, (I,I), 2�� I ∈ π[I], �+� +���2��,* 3��

π̃0[I]
�
= {I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ) & (Λ ∩ L = ∅)},

����3�� ��,�6��.� .��4 ������,
4 π-�����, �� =	�	@< �"� J ∈ π̃0[I] �+ (I,J ) ��!/� #��
.��,
������,
,� �"�,� ��2�*

π′
0[I]

�
= {I ∈ π[I] | {x} ∈ I ∀x ∈ I}

���� ��,�6��.� .��4 π-�����, =�� ��,�6��.� =	�	@@ � ��#2����#�,�� T�#�* 3�� π′
0[I] ⊂ π̃0[I].

�01.3$4�01.3* π5)�).�2! � #����� �, ��#!�� )�!��"��, π-�����,� J ∈ π[I]. ��2��

F
∗(J )

�
= {F ∈ P ′(J \{∅}) | (A∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)& (∀F ∈ F ∀ J ∈ J (F ⊂ J) ⇒ (J ∈ F))}

���� ��,�6��.� .��4 )����"�. �+ (I,J ); ��#�* 3��

((I,J )− ult)[x]
�
= {J ∈ J | x ∈ J} ∈ F

∗(J ) ∀x ∈ I.

��!��,���#
� )����"
 (I,J ) #��
.��,* !�! �(
3#�* �8)< . .���

F
∗
0(J )

�
= {U ∈ F

∗(J ) | ∀ F ∈ F
∗(J ) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} =

= {U ∈ F
∗(J ) | ∀ J ∈ J (J ∩ U �= ∅ ∀U ∈ U) =⇒ (J ∈ U)} ∈ P ′(F∗(J )) =	��@

�,��, =#�������@ ,#�/���.� .��4 �8) �+ (I,J ). � .���

F
∗
0,f (J )

�
=

{
U ∈ F

∗
0(J ) |

⋂
U∈U

U = ∅

}

�,��, ,#�/���.� .��4 �.�(��#
4 �8) �+ (I,J ). 0�,���,* 3�� :	* =	�L@;

(J ∈ π̃0[I]) ⇐⇒ (((I,J )− ult)[y] ∈ F
∗
0(J ) ∀ y ∈ I). =	�D@
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4 ����3�4 � �����/�,���� �	
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A �3���, =	��@ ��2!� ����#�.��.�����* 3��

ΦJ (L)
�
= {U ∈ F

∗
0(J ) | L ∈ U} = {U ∈ F

∗
0(J ) | L ∩ U �= ∅ ∀U ∈ U} ∀L ∈ J . =	�K@

+��"����.�, ,#�/���. =	�K@ ��"��������� ������ �� ������2��$

T∗
J [I] = {G ∈ P(F∗

0(J )) | ∀ U ∈ G ∃U ∈ U : ΦJ (U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗
0(J )], =	�
@

�"�."� �� �� F
∗
0(J ) . 4�����")�.� �+

(F∗
0(J ),T∗

J [I]), =	��@

. !���"�, .�� ,#�/���.� =	�K@ ��!"
��-��,!#��
* � ��,� �+ =	��@ �!��
.����� #���,�"#
, :	D*
���;� +"� 7��,

F
∗
0(J |X) �

= {U ∈ F
∗
0(J ) | X ⊂ U} =

⋂
X∈X

ΦJ (X) ∈ CF∗
0(J )[T

∗
J [I]] ∀X ∈ P ′(J ). =	�L@

�"�,� ��2�* !�! ��2!� .�����* �,��, �.�6��.�

F∗
0[J |A] �

= {U ∈ F
∗
0(J ) | A ∩ U �= ∅ ∀U ∈ U} ∈ CF∗

0(J )[T
∗
J [I]] ∀A ∈ P(I) =	�M@

=�� =	�K@ ��2!� �������* 3�� ΦJ (L) = F∗
0[J |L] �"� L ∈ J @� +"� 7��, =�,� =	�M@@

F∗
0(J |X) �

=
⋂
X∈X

F∗
0[J |X] = {U ∈ F

∗
0(J ) | X ∩ U �= ∅ ∀X ∈ X ∀U ∈ U} ∈

∈ CF∗
0(J )[T

∗
J [I]] ∀X ∈ P ′(P(I)). =	��@

�� =	�L@ � =	��@ �,��,* !�#�3#�* ������ �� �.�6��.�$

F∗
0(J |X ) = F

∗
0(J |X ) ∀X ∈ P ′(J ). =	�	�@

�$).�*( )06'$(! � �"�����4 #����� �2� ��#!�� ����2��,* 3�� !�#��"�!F�� �"��
�� �2�
��#!�� ������������ . ���3�� J = P(I), 2��* !�! �/� ��,�3�����* I ' #������� ,#�/���.�<

��#�* 3�� P(I) ∈ π′
0[I] �* !"�,� ��2�* P(I) ∈ (alg)[I]. ���!* F[I]

�
= F

∗(P(I)) � Fu[I]
�
= F

∗
0(P(I))

���� #�����
� ,#�/���.�* �"�3�,

(I − ult)[x]
�
= ((I,P(I)) − ult)[x] ∈ Fu[I] ∀x ∈ I; =	�		@

=	�		@ ��"������� �"�.����#
� �8) ,#�/���.� I. S�"�� β[I] =3�"�� β0[I]@ �(��#�3��, ��,�6��.�
.��4 B ∈ P ′(P(I)) =.��4 B ∈ P ′(P ′(I))@* ��� !�/��2� �� !���"
4

∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2.

5��,�#�
 β[I] ' #��"�.��##
� ��,�6��.�* �"��� !���"
4 .
�������� %&* �����.��� �� ��-
,�6��.� β0[I]; �"� 7��,

(I − fi)[B] �
= {J ∈ P(I) | ∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F[I] ∀B ∈ β0[I]. =	�	�@

� =	�	�@ "���������� H�(
3#
6I .�"��#� ��"�/��#�� )����"�. (���,�� +���2��,* 3��

Φ0(L|I)
�
= ΦP(I)(L) ∀L ∈ P(I). =	�	D@

��2�� !�! .�"��#� =	�
@ �,��, ������ �� ������2��$

τ∗0 [I]
�
= T∗

P(I)[I] = {G ∈ P(Fu[I]) | ∀ U ∈ G ∃U ∈ U : Φ0(U |I) ⊂ G} ∈ (top)[Fu[I]],



�	� �� R� S�#F�.

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

�"�."� �� �� #������� ,#�/���.� Fu[I] . 7!��"�,���#� #��.��#
6 :	D* ���; !�,��!� =!�,-
��!�#�� 4�����")�.� �+@

(Fu[I], τ
∗
0 [I]), =	�	K@

����.����.�� �6 !�,��!��)�!�F�� A���#�?S�4� =���!"��#�2�@ �+ (I,P(I)). U�,���,* 3��
��,�6��.� ��!"
��-��,!#��
4 . !�,��!�� =	�	K@ �8, Fu[I] ��3�"�
.����� ,#�/���.�,� =	�	D@�
+"� 7��,

F0
u[I|X]

�
= {U ∈ Fu[I] | X ⊂ U} =

⋂
X∈X

Φ0(X|I) = F
∗
0(P(I)|X) =

= F∗
0(P(I)|X) ∈ CFu[I][τ

∗
0 [I]] ∀X ∈ P ′(P(I)). =	�	
@

��, ��,
, ..���#
 ,#�/���.� H����#-3�4�.�!�4I �8)* �������,
4 =�,� :	;@ . �,
��� ��(��-
��#�� ����.����.�� �4 0�1�

�0�2��.* .","0"7��! � #����� �, ��#!�� )�!��"��, ������2�� τ ∈ (top)[I], 2�� I �= ∅.
� .��� (I, τ) �,��, �+ �* . 3���#����* �+ . #�E�, "��E�"�����#�, ���!�.�#���

���� x ∈ I, �� N0
τ (x)

�
= {G ∈ τ | x ∈ G} ∈ F

∗(τ) �* . 3���#����* N0
τ (x) ∈ β0[I]; . .���

)����"�Nτ (x)
�
= (I−fi)[N0

τ (x)] ∈ F[I] �,��, ��,�6��.� .��4 �!"���#����6 x . (I, τ), ��#�,��,
4
. �,
��� :	K* 2�� G;� ���� B ∈ β0[I] � x ∈ I, �� =�,� :	K* 2�� G;@

(
B τ
=⇒ x

)
def⇐⇒ (Nτ (x) ⊂ (I − fi)[B]) =	�	�@

=. =	�	�@ ��"�����#� �4���,���� %& �* . 3���#����* )����"�. � �8) ,#�/���.� I@� +"� H ∈
∈ P(I) �,��,

cl(H, τ)
�
= {x ∈ I | S ∩H �= ∅ ∀S ∈ Nτ (x)} =

{
x ∈ I | G ∩H �= ∅ ∀G ∈ N0

τ (x)
}

=��,
!�#�� H . (I, τ)@* (τ − Int)[H]
�
= {x ∈ I | H ∈ Nτ (x)} =.#��"�##���� H@ �

(τ − Fr)[H]
�
= cl(H, τ) \ (τ − Int)[H]

=2"�#�F� H@� +���2��,* 3�� (τ − dens)[I]
�
= {J ∈ P(I) | I = cl(J, τ)} =��,�6��.� .��4 �8, I,

.���� ����#
4 . �,
��� (I, τ)@� �"�,� ��2�* ..���, . "���,��"�#�� ��,�6��.�

(can − op)[τ ]
�
= {G ∈ P(I) | G = (τ − Int)[cl(G, τ)]} = {(τ − Int)[F ] : F ∈ CI [τ ]}, =	�	L@

(can − clos)[τ ]
�
= {F ∈ P(I) | F = cl((τ − Int)[F ], τ)} = {cl(G, τ) : G ∈ τ} =	�	M@

=.��4@ !�#�#�3��!� ��!"
�
4 � !�#�#�3��!� ��,!#��
4 . (I, τ) �8, I ����.����.�##�<
(can − op)[τ ] ∈ π[I]. � �.��� � =	�	L@ � =	�	M@ �,�* #��"�,�"* :	D* >� K
* �M;� +"� 7��,

τ ∩CI [τ ] ⊂ (can − op)[τ ] ∩ (can − clos)[τ ].

���!* ��!"
��-��,!#��
� ,#�/���.� !�#�#�3��!� ��!"
�
 � !�#�#�3��!� ��,!#��
 ��#�."�-
,�##�� 9�!�#�F*

(τ − isol)[I]
�
= {x ∈ I | {x} ∈ τ}

���� ,#�/���.� .��4 �����"�.�##
4 . �+ (I, τ) ��3�! ,#�/���.� I.

��#"."3*� )�"().�$ ,0".�").�! &�!��"��, I ∈ π̃0[I], 2�� I ' #������� ,#�/���.��
���!* (I,I) ' ������,�� �+� ��2�� . ���� =��
@ �,��,* 3�� ((I,I)− ult)[·] ��6��.��� !�!

x �−→ ((I,I)− ult)[x] : I −→ F
∗
0(I).



� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� �	L

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

+"� 7��, :	
* § D; �,��� ,���� ������ �� �.�6��.� ����#����$

F∗
0[I|A] = cl

(
((I,I)− ult)[·]1(A),T∗

I [I]
)

∀A ∈ P(I). =	�	�@

��! �3�.��#�� ������.�� =	�	�@ ����3��,* 3��

ΦI(J) = cl
(
((I,I)− ult)[·]1(J),T∗

I [I]
)

∀ J ∈ I. =	���@

� �.�� �3�"���* �� =	���@ .
��!���* . 3���#����* 3��

F
∗
0(I) = ΦI(I) = cl({((I,I)− ult)[x] : x ∈ I},T∗

I [I]). =	��	@

�� =	�	�@?=	��	@ ��.��!����� ����.����.�� �� �#���2� ��� ���3�� I = P(I) =�,� =	�		@?=	�	
@@�

� 8! ��"9�).�$ ,3�.-9���- � ,3"%0�2$ �").�9�2").�

� #����� �, ��"�2"�)� ,
 �(����, .��"��
* �.���##
� � �����/�,����� 7��,�#��. �+
#� �#�3�#��4 ����##�2� ���("�/�#��* #��
.��,�2� ����� F���.
,� ����� . ����#�6E�, )�!-
��"��, #������� ,#�/���.� E, ��3!� !���"�2� "���,��"�.����� . !�3���.� �(
3#
4 "�E�#�6<
.
(�" ������#�4 (���� ����#�# ��"�����##
,� ����.��,�* !���"
� ,�2�� �"�.����� ! ���#-
��"�#
, �2"�#�3�#��, ���� e ∈ E0, 2�� E0 ' �8, E, ��(� ! 0�1* ��"������,
, ���"����.�,
#������2� ��,�6��.� �8, E. �#�/���.� E (���� .
������� . !�3���.� �(����� ��"�����#��
F���.�2� ���("�/�#��* ��6��.�� �2�* ����� (
��* �� E . �� ��� �#�� �+ =#�, ��#���(��-
�� �.� .�"��#�� !�#��"�!F��@� A�63�� ,
 ��)�!��"��, #������� ,#�/���.� Y � ������2��
τ ∈ (top)[Y], ����3�� �+ (Y, τ), � ��!/� ���("�/�#�� f ∈ Y

E, ���������,�� . !�3���.� F���-
.�2� =����#�� (���� "���,��"�#
 !�#!"�����F�� �"������ (Y, τ, f)@� 9���,#�,* 3�� :	K* 2�� G;
�"� B ∈ β0[E] �,��� ,���� f1[B] ∈ β0[Y], � ����,� �"� y ∈ Y

(
f1[B] τ

=⇒ y
)
⇐⇒

(
Nτ (y) ⊂ (Y− fi)[f1[B]]

)
. =��	@

B���,�����* =��	@ �"�,�#�,� . ���3��* !�2�� B = U ∈ Fu[E]. A �3���, 7��2� ����2��, �"�
E ∈ P ′(P(E)), 3��

(as)[E;Y; τ ; f ;E]
�
=

{
y ∈ Y | ∃ U ∈ F0

u[E|E] : f1[U ] τ
=⇒ y

}
, =���@

����3�� =. =���@@ �+ �"� 0�1* ��"������,
4 ���"����.�, E; ��##�� �+ "���,��"�.��, . !�-
3���.� "�E�#�� ����3� � �����/�,���� �"� H�2"�#�3�#��4I E =7!.�.���#�#
� �"�����.��#��
��##�2� �+ �,� . :�* § D;@� � 3���#����*

(as)[E;Y; τ ; f ;B] =
⋂
B∈B

cl(f1(B), τ) ∀B ∈ β[E]. =��D@

U�,���,* 3�� {∩}f (E) ∈ β[E] �"� E ∈ P ′(P(E)); !�! ������.��* �,��, �� =��D@* 3��

(as)[E;Y; τ ; f ;E] = (as)[E;Y; τ ; f ; {∩}f (E)] =
⋂

Σ∈{∩}f (E)
cl
(
f1(Σ), τ

)
∈ CY [τ ]. =��K@

+���"��#�� �+ �.������ �3�#� �"��#�6 ����3�6* !���"�� ��#��#
, �("���, ��"� �����* !�2��
��,�6��.� E . =���@ �.������ ��#2����#�,$

(as)[E;Y; τ ; f ; {Ẽ}] = cl(f1(Ẽ), τ) ∀ Ẽ ∈ P(E). =��
@

A����F�� . =��
@ (���, #��
.��� ���#��"�#�6$ "�3� ���� � �����/�,���� . (Y, τ) �"� �2"�#�-
3�#�� ���� e ∈ Σ #� .
(�" �(
3#�2� "�E�#�� e. ���� /� E ∈ P ′(P(E)), ��

⋂
Σ∈E

Σ =
⋂

Σ∈{∩}f (E)
Σ ∈ P(E) =���@



�	M �� R� S�#F�.

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��"������� #�!�6 ���#��"�#
6 .�"��#� ��,�6 ��4��#�6 ����3�* �.���##
6 � E$

cl

(
f1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, τ

)
∈ P((as)[E;Y; τ ; f ;E]), =��L@

,#�/���.� =��L@ �.��
.��, � �����/�,����� . !����� ��3#
4 "�E�#�6 =������#�� ���/����.-
���, :	* >� �	?��; � 7��,�#��,� ,#�/���.� =���@< ��������.�#�� ����� ���"�F�� ��,
!�#��
�"�����.������ �� ���.�##
,@< �"�����.���� �#��"�� #�"���

(rem)[E;Y; τ ; f ;E]
�
= (as)[E;Y; τ ; f ;E] \ cl

(
f1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, τ

)
. =��M@

� :! �"2,$#.�4�#$."3*

� ����#�6E�, ������������ ������ �� �"���F��##�� �(��#�3�#��$ ���� (X, τ1), X �= ∅,
� (Y, τ2), Y �= ∅, ' �.� �+ =X � Y ' #�����
� ,#�/���.�* τ1 ∈ (top)[X] � τ2 ∈ (top)[Y ]@* ��

C(X, τ1, Y, τ2)
�
=

{
f ∈ Y X | f−1(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2

}
.

����� . ����#�6E�, )�!��"��, =. �����#�#�� ! E@ �+ (H, τ̃ ), H �= ∅, ���("�/�#�� r ∈ HE

� ��,�6��.� E ∈ P ′(P(E)). ��"��#� �+ =��K@ �"� Y = H, τ = τ̃ , f = r � E = E "���,��"�.��,
. !�3���.� ��#�.#�2��
���� (K, t̃), K �= ∅, ���� �+* m ∈ KE , g ∈ C(K, t̃,H, τ̃ ) � r = g ◦m, �� :	�* �"����/�#��

D�D�	; �,��, ������ �� �F�#!� ��#�.#�2� �+$

g1((as)[E;K; t̃;m; E ]) ⊂ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ]. =D�	@

� �.��� � =D�	@ #��
.��, �+ (as)[E;K; t̃;m; E ] .���,�2�����#
,� ���� /� . 7��4 ����"��#��4
(K, t̃) ' !�,��!�#�� :	D* >� 	��;* � (H, τ̃ ) ' 4�����")�.� �+* �� =�"� m ∈ KE � g ∈ C(K, t̃,H, τ̃)@

(r = g ◦m) =⇒ ((as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = g1((as)[E;K; t̃;m; E ])). =D��@

&�!��3��!� . =D��@ "���������� ���� "��E�"�#�� ��4��#�6 ����3�< #�(�" (K, t̃,m, g) �� �.�6-
��.�,� !�,��!�#���� �+ (K, t̃), K �= ∅, m ∈ KE , g ∈ C(K, t̃,H, τ̃ ) � r = g ◦m #��
.��, �����
!�,��!��)�!���"�,� +���2��, . ����#�6E�,* 3�� (H, τ̃ ) ' 4�����")�.� �+� 0�,���, �"�����
�.�6��.�$ ���� (K, t̃,m, g) ' !�,��!��)�!���" � Σ ∈ P(E), ��

cl
(
r1(Σ), τ̃

)
= g1

(
cl
(
m1(Σ), t̃

))
. =D�D@


$2�'$��� :! ! +"�.�"�, =D�D@� +��!���!� (K, t̃) ' !�,��!�#��* � (H, τ̃ ) ' 4�����")�.�
�+ � �"� 7��, g #��"�"
.#�* �� :	D* D�	�	�; g ��,!#��� �* !�! ������.�� :	�* =��M�	@* =��M�K@;*
g1(cl(B, t̃)) = cl(g1(B), τ̃) �"� B ∈ P(K)� ���������, ����"� .�"��#� B = m1(Σ). ��2��

cl
(
r1(Σ), τ̃

)
= cl

(
(g ◦m)1(Σ), τ̃

)
= cl

(
g1(m1(Σ)), τ̃

)
= g1

(
cl
(
m1(Σ), t̃

))
. �

�3��0"9���� :! ! ���� (K, t̃,m, g) � ���	
������
��
� ��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ g1((rem)[E;K; t̃;m; E ]). =D�K@

� � ! � � � � � � � � � . �� &�!��"��, !�,��!��)�!���" (K, t̃,m, g) � ���������, =��L@* =��M@�
��2�� ��2���#� =D��@

cl

(
r1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, τ̃

)
∪ (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = (as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = g1((as)[E;K; t̃;m; E ]) =

= g1
(
cl

(
m1(

⋂
Σ∈E

Σ), t̃

)
∪ (rem)[E;K; t̃;m; E ]

)
.

=D�
@



� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� �	�

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

�� =��M@ � =D�
@ .
��!���* �����.�����#�* 3�� ��"�.����.� "�.�#��.�

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = g1
(
cl

(
m1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, t̃

)
∪ (rem)[E;K; t̃;m; E ]

)
\ cl

(
r1
( ⋂

Σ∈E
Σ

)
, τ̃

)
. =D��@

�3��, ����"� ��� )�!�* 3�� �("�� �(Q���#�#�� �.�4 ,#�/���. "�.�# �(Q���#�#�� �4 �("���.�
+�7��,�

g1
(
cl

(
m1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, t̃

)
∪ (rem)[E;K; t̃;m; E ]

)
\ cl

(
r1
( ⋂

Σ∈E
Σ

)
, τ̃

)
=

=

(
g1
(
cl

(
m1(

⋂
Σ∈E

Σ), t̃

))
∪ g1

(
(rem) [E;K; t̃;m; E ]

))
\ cl

(
r1(

⋂
Σ∈E

Σ), τ̃

)
=

=

(
cl

(
r1
( ⋂

Σ∈E
Σ

)
,τ̃

)
∪g1

(
(rem) [E;K; t̃;m; E ]

) )
\cl

(
r1
( ⋂

Σ∈E
Σ

)
, τ̃

)
⊂ g1

(
(rem)[E;K; t̃;m; E ]

)
.

A �3���, =D��@ ����3��, �"�(��,�� �.�6��.� =D�K@� �
���!* #�"��� ��#�.#�2� �+ �.������ �8, #��"�"
.#�2� �("��� #�"���� .���,�2�����#�2�

�+� U�,���, . 7��6 �.���* 3�� ��2���#� =D��@ ������#�� �.������ ,#�/���.�, �������,
4
05< �2� �����#�� ��"� ����� . ���3��* !�2�� m1(E) ∈ (t̃ − dens)[K]. �� �"����/�#�� D�	
#����"����.�##� ����3��,

�0��).��� :! ! ���� (K, t̃,m, g) ���� ���	
������
��
� ��

((rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] �= ∅) =⇒ ((rem)[E;K; t̃;m; E ] �= ∅).

� ��!��3�#�� ��,���,* 3�� "�.�#��.� . =D�K@ ,�/�� �������.�.����
�3�2�3! +���� E = [0, 1], � ��,�6��.� E ��"��������� "�.�#��.�,

E =

{
[0, ε[∪ ]1 − ε, 1[ : ε ∈

]
0,

1

2

[}
;

�"� 7��, E ∈ β0[E] � ��"���3�#�� .��4 ,#�/���. �� E ���� ��#2����# {0}. +���2��, �����*
3�� H = R, 2�� R ' .� ���.�##�� �"�,��* τ̃ = τR ' �(
3#�� | · |-������2�� R. +���� r ����

������##�� )�#!F��* ��6��.�� �� �� E . H : r(x)
�
= 1 ∀x ∈ E. � 7��4 ����.��4* �"�,�#��

=��D@* ����3��,* 3��

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = {1} = cl

(
r1
( ⋂

Σ∈E
Σ

)
, τ̃

)
.

+�7��,� ��2���#� =��M@ �,��, ������ �� "�.�#��.�$ (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = ∅.
�.���, �3�.��#
6 !�,��!��)�!���"* ����2��* 3�� K = E = [0, 1], t̃ ���� | · |-������2�� K

=������2��* �#��F�"�.�##�� �� (R, τR)@* � m ' ��/����.�##�� ���("�/�#�� #� E : m(x)
�
= x

∀x ∈ E. 9�!�#�F* )�#!F�� g ∈ HK ��"������, ���"����.�, !�#���#�
 1 : g(y)
�
= 1 ∀ y ∈ K.

V�2!� .�����* 3�� . ��##�, �"�,�"� ����3�##
6 #�(�" (K, t̃,m, g) ���� !�,��!��)�!���"� +"�
7��,* ��#�!�* �� =��D@ ��2!� �������* 3��

(as)[E;K; t̃;m; E ] = {0; 1}. =D�L@

A �"�2�6 ���"�#
* �� �.�6��.�, m �,��, F���3!� "�.�#��.

cl

(
m1

( ⋂
Σ∈E

Σ

)
, t̃

)
= {0}.

A �3���, =��M@ � =D�L@ ����3��,* ����� (
��* "�.�#��.�

(rem)[E;K; t̃;m; E ] = {1}.
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���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��! ������.��* g1((rem)[E;K; t̃;m; E ]) = {1} �* ��!�, �("���,*

g1((rem)[E;K; t̃;m; E ]) �= (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ]. �

�3��0"9���� :!8! ����� (K, t̃,m, g) ���� ���	
������
��
� ��� ����
��� g ���������

��� ∀x ∈ K ∀ y ∈ K
(g(x) = g(y)) =⇒ (x = y). =D�M@

����
 (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = g1((rem)[E;K; t̃;m; E ]).

� � ! � � � � � � � � � . �� +���2��, ��� !"��!����* 3�� A
�
= (rem)[E;H; τ̃ ; r; E ], B

�
=

�
= (rem)[E;K; t̃;m; E ]; E0 ���/����.���, � ��"���3�#��, .��4 ,#�/���. �� E . ��2��

A = (as)[E;H; τ̃ ; r; E ] \ cl(r1(E0), τ̃ ),

B
�
= (as)[E;K; t̃;m; E ] \ cl(m1(E0), t̃). =D��@

�� �"����/�#�� D�	 �������* 3�� A ⊂ g1(B). 0������� ����#�.��� �"���.�����/#�� .��/�#���
�������, �"���.#��$

g1(B) \A �= ∅. =D�	�@

�
(�"�, �"���.���#� � ��)�!��"��,

h∗ ∈ g1(B) \ A. =D�		@

+���� k∗ ∈ B ��!�.�* 3�� h∗ = g(k∗). � ���� =D��@ ����3��,* 3��

k∗ ∈ (as)[E;K; t̃;m; E ] =D�	�@

� .,���� � ��,
k∗ /∈ cl(m1(E0), t̃).

A �3���, =D��@ � =D�	�@ �,��,* ��#�!�* 3��

h∗ ∈ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ].

�3��, =��L@* =��M@ � =D�		@� ��2�� h∗ ∈ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ] \A �* �����.�����#�*

h∗ ∈ cl
(
r1(E0), τ̃

)
. =D�	D@

A �3���, =D�D@ � =D�	D@ h∗ ∈ g1
(
cl
(
m1(E0), t̃

))
* � ����,� ��� #�!���"�2� k∗ ∈ cl(m1(E0), t̃) ��"�-

.����.� "�.�#��.� h∗ = g(k∗), ��#�3�� ��* 3�� g(k∗) = g(k∗). �� =D�M@ � =D��@ �,��, ����"�* 3��
k∗ = k∗ /∈ B, 3�� �"���.�"�3�� .
(�"� k∗. +���3�##�� �"� ����.�� =D�	�@ �"���.�"�3�� ��#�-
3���* 3�� ��,� =D�	�@ #�.��,�/#� �* �����.�����#�* g1(B) ⊂ A, 3�, � ��.�"E����� �(��#�.�#��
"�.�#��.� A = g1(B). �
���."� ���� ! =D�M@* ��,���,* 3�� . ���3��* !�2�� (K, t̃,m, g) ' !�,��!��)�!���" �� �.�6-

��.�, �#Q�!��.#���� g, . .��� ��,�2� ���("�/�#�� g "���������� 2�,��,�")#�� .��/�#��
(K, t̃) . (H, τ̃). B���,��"�, ��##�� �.�6��.� ���"�(#���
���!* �����* ���� #� �2�.�"�#� �"���.#��* (K, t̃,m, g) ' )�!��"�.�##
6 !�,��!��)�!���"

�� �.�6��.�, �#Q�!��.#���� =D�M@� B���,��"�, ,#�/���.�-�("�� H
�
= g1(K) ∈ P ′(H) !�! H���-

#�F�I ����"���"�#��.� (H, τ̃ ). ���!* ..���, . "���,��"�#�� ������2�� τ̃ |H
�
= {H ∩ G : G ∈

∈ τ̃} ∈ (top)[H]. � .���
(H, τ̃ |H) =D�	K@

�,��, ���,�#���� ����"���"�#��.�* !���"�� ��,� �.������ 4�����")�.
, �+� � ���� #��"�-
"
.#���� g �,��, ��� G ∈ τ̃ , 3��

g−1(H ∩G) = {k ∈ K | g(k) ∈ H ∩G} = {k ∈ K | g(k) ∈ G} = g−1(G) ∈ t̃. =D�	
@
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A����.�����#�* g ∈ C(K, t̃,H, τ̃ |H). 9�!�#�F* �� =D�M@ �������* 3�� g ���� (��!F�� K #� H =��
�.�6��.�, #��"�"
.#����@� +�7��,� g ���� 2�,��,�")��, (K, t̃) #� �+ =D�	K@< �,� :	D* D�	�	D;�
��,��!��)�!���" (K, t̃,m, g) ' !�,��!��)�!���" �� �.�6��.�, �#Q�!��.#���� g ' ����-

.�,�� #��
.��� �#Q�!��.#
,� +�!�/�,* 3�� !�/�
6 !�,��!��)�!���" ,�/�� (
�� �"��("�-
��.�# . �#Q�!��.#
6 =!�,��!��)�!���"@ � ��������.�#��, ������.�##�6 )�!��"���F�� =�,�*
#��"�,�"* :	D* ��K;@�
���!* ����� (K, t̂, μ, ν) ' �"���.���#
6 !�,��!��)�!���"� �#
,� ���.�,�* (K, t̂) ' !�,-

��!�#�� �+* K �= ∅, μ ∈ K
E , ν ∈ C(K, t̂,H, τ̃ ) � r = ν ◦ μ. +"� N

�
= ν1(K) ∈ P ′(H) ..���,

. "���,��"�#�� =#�������@ ��,�6��.� D �
=

{
ν−1({h}) : h ∈ N

}
∈ P ′(P ′(K)). +"� 7��,* !�#�3#�*

ν ' ��"Q�!F�� K #� N. V�2!� .�����* 3�� D ���� "��(��#�� K$ ,#�/���.� �� D #�����
 �
. �(Q���#�#�� "�������� K; !"�,� ��2�* ∀D1 ∈ D ∀D2 ∈ D

(D1 ∩D2 �= ∅) =⇒ (D1 = D2).

B��(��#�� D ��"�/���� ��#�E�#�� 7!.�.���#�#���� ≡ #� K : ∀ k1 ∈ K ∀ k2 ∈ K

(k1 ≡ k2)
def⇐⇒ (ν(k1) = ν(k2)).

+"� 7��,* !�#�3#�* D ��.������ � )�!��"-�"���"�#��.�, K/≡. 0�,���,* 3��

[k]ν
�
=

{
k̃ ∈ K | k ≡ k̃

}
=

{
k̃ ∈ K | ν(k) = ν(k̃)

}
= ν−1({ν(k)}) ∈ P ′(K) ∀ k ∈ K.

+�7��,� D = {ν−1({ν(k)}) : k ∈ K}. V�2!� .�����* 3�� ∀D ∈ D ∃ !n ∈ N$ ν(k) = n ∀ k ∈ D.
A �3���, 7��2� ����2��,* !�! �(
3#�* 3�� ���("�/�#�� σ ∈ ND NOP ��!�.�* 3�� σ(D) = ν(k)
∀D ∈ D ∀ k ∈ D.
0(
3#
, �("���, ��"������, ���"�F�� �"��!��"�.�#��$ ����2��,* 3��

p
�
= ([k]ν)k∈K;

��2�� p ∈ DK ���� ���("�/�#��* ��� !���"�2� p(k̃) = ν−1
(
{ν(k̃)}

)
∀ k̃ ∈ K. �,��, �3�.��-

#�� "�.�#��.� ν = σ ◦ p =!�#�#�3��!�� "����/�#�� ν@� 9���,#�, :	D* ��K;* 3�� D ��#� �����
������ �6 )�!��"-������2��6$

T �
= {G ∈ P(D)| p−1(G) ∈ t̂} ∈ (top)[D].

%���� ��2�* p ∈ C(K, t̂,D,T ) =#��"�"
.#���� �"��!F��@�
9���,#�,* 3�� ν = σ ◦ p. A �3���, 7��2� �"�����.��#�� � #��"�"
.#���� ν ����3��, =�,�

:	D* ��K��;@* 3�� σ ∈ C(D,T ,N, τ̃ |N), 2�� τ̃ |N
�
= {N∩G : G ∈ τ̃} =. 7��, "����/��#�� �3��
.��,*

3�� �� ��"�����#�� N �,��� ,���� �.�6��.� ν ∈ C(K, t̂,N, τ̃ |N); ��##�� �.�6��.� �"�.�"�����
����(#� =D�	
@@� B���,�����* σ ∈ HD; �� ����!� 3�� ����#�.��##�2� �.�6��.� #��"�"
.#���� σ
!�! ���("�/�#�� D #� N ������� � �3���, "����/��#��* ����(#�2� =D�	
@* 3��

σ ∈ C(D,T ,H, τ̃ ). =D�	�@

A �3���, !�,��!�#���� (K, t̂) � #��"�"
.#���� p ����3��,* 3�� (D,T ) ' !�,��!�#�� �+
=�,� :	D* D�	�	�;@�
U�,���, ����"�* 3�� p ◦ μ ∈ DE. +"� 7��, σ ◦ (p ◦ μ) = σ ◦ p ◦ μ = (σ ◦ p) ◦ μ = ν ◦ μ = r.

A �3���, =D�	�@ � !�,��!�#���� �+ (D,T ) ����3���* 3�� (D,T ,p ◦ μ, σ) ' !�,��!��)�!�-
��"� V�2!� .�����* 3�� σ ' �#Q�!��.#�� ���("�/�#�� D . H. ���!* �"�(��,
6 �#Q�!��.#
6
!�,��!��)�!���" ����"��#�
��!�, �("���,* �!���#� !�#!"��#�� �"�F���"�* ��"�.��� �� �"���.���#
6 !�,��!��)�!�-

��" . !�,��!��)�!���"* ��� !���"�2� ��"�.����.� ��.�"/��#�� �"����/�#�� D��* !���� ����
��4"�#�#�� #�"�����
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���������� ��	
� �� �
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� ;! �01.3$4�01.3* <�3"#" ,"��2$�2*+ �&2�3�2*+ ,3").3$�).�

� #����� �, ��"�2"�)� ������, ���4��� :�; ! "�E�#�� ����3� � �����/�,���� � 0�1�
�,����� . .��� !�#��"��"�.�#�� !�,��!��)�!���"� ��"�2"�)� D � ��������.�#��, �8) �+
. ���!�.�#�� ��"�2"�)� 	� � 7��6 �.��� ��.��, !"��!� #���,#�, �4�,� :	L?	�;� +���2��, �"�

7��,* 3�� L ∈ π̃0[E]. 9�!�#�F* � �3���, =	��	@* ����2�� F
∗
0,t(L)

�
= {((E,L) − ult)[x] : x ∈ E},

����3��, �.�6��.�
F
∗
0,t(L) ∈ (T∗

L[E]− dens)[F∗
0(L)]. =K�	@

A �3���, =K�	@ #���,#�, �"�����.��#�� �+ (as)[E;F∗
0(L);T∗

L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ], ����#�.-
��##
� . :	
;* � "���,��"�, #�!���"
� �.�6��.� #�"����� ��! :	
* �"����/�#�� �;*

(E ⊂ L) =⇒ ((as)[E;F∗
0(L);T∗

L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ] = F
∗
0(L|E)). =K��@

���!* �����#�� "���,��"�.��,�2� �+ �.������ �"� E ⊂ L �������3#� �"���
,� � �( �,
���3�� :	
* �"����/�#�� D* ��,�3�#�� D;

(as)[E;F∗
0(L);T∗

L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ] = F∗
0(L|{∩}f (E)) =K�D@

=. �.��� � =K��@* =K�D@ �����#� �3��
.��� =	�	�@@�
����� �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)� ����2��,* 3�� E ⊂ L =���!* E ∈ P ′(L)@* �* !"�,�

��2�* �������"��,* 3��

E0
�
=

⋂
Σ∈E

Σ ∈ L =K�K@

=��,���,* 3�� ��"���3�#�� .��4 ,#�/���. �� {∩}f (E) ��!/� ��.������ � E0 =K�K@< �(��/��#��
.
E����,�#��
4 ����.�6 �,� . :	* § �;@� � ���� =K�K@ ��"�����#� ��!"
��-��,!#���� ,#�/���.�
ΦL(E0). ��2�� :	* ���"�,� ��	;

(T∗
L[E]− Int)[F∗

0(L|E)] = (T∗
L[E]− Int)[(as)[E;F∗

0(L);T∗
L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ]] =

= ΦL(E0) = cl
(
((E,L) − ult)[·]1(E0),T

∗
L[E]

)
. =K�
@

���!* . "���,��"�.��,�, ��63�� ���3�� .#��"�##���� �+ =K�D@ �����!��� ���#��"�#�� � .���-
,� ������.�##�� "������F�� =�,� =��
@@� A �3���, ��,!#������ ,#�/���.� F

∗
0(L|E) �,��, �3�-

.��#�� ����"�
�3��0"9���� ;! ! �	

������
 �������
� ��	� �
 

�������

(T∗
L[E]− Fr)[F∗

0(L|E)] = F
∗
0(L|E) \ΦL(E0) = (rem)[E;F∗

0(L);T∗
L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ]. =K��@

���!* #�"��� =.���,�2�����#�2� �� �,
���@ �+ ��.������ � �2� 2"�#�F�6 . #���,�"#�,
4�����")�.�, �+

(F∗
0(L),T∗

L[E]). =K�L@

9���,#�, ����� /� =�,� :	* ��,�3�#�� ���;@ � �3���, �"����/�#�� K�	* 3��

(F∗
0(L|E) \ΦL(E0) �= ∅) =⇒ (F∗

0(L|E) /∈ (can − clos)[T∗
L[E]]). =K�M@

+���� �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)� L ∈ π′
0[E] ="���,��"�.����� ���3�6 π-�����,
 �

��#2����#�,�@� ��2�� ��"�����#
 ��!"
��-��,!#��
� =. �+ =K�L@@ ,#�/���.� ΦL({x}), x ∈ E.
��! ������.��* �,��,* 3��

(T∗
L[E] − isol)[F∗

0(L)] = F
∗
0,t(L),

� ��2��* !�! ��2!� .�����*

((E,L)− ult)[·]1(A) ∈ T∗
L[E] ∀A ∈ P(E). =K��@

A �3���, =	�	M@* =	�	�@ � =K��@ ����3��, ������ �� �.�6��.�$

F∗
0[L|A] ∈ (can − clos)[T∗

L[E]] ∀A ∈ P(E)

=. ��,�, ����* ��,
!�#�� ��!"
��2� ,#�/���.� !�#�#�3��!� ��,!#���@� A�"�.����.� �3�.��-
#�� ����"�
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���������� ��	
� �� �
� �
�� �

�3��0"9���� ;!8! ���� ������
 	��!��
 ��	���
��� (4.8)� ��

F
∗
0(L|E) �= F∗

0[L|A] ∀A ∈ P(E).

�0��).��� ;! ! ���� ������
 	��!��
 ��	���
��� (4.8)� ��

F
∗
0(L|E) �= cl(((E,L) − ult)[·]1(A),T∗

L[E]) ∀A ∈ P(E).

���!* . ���3�� #�������
 #�"���� =K��@ "���,��"�.��,�� ��63�� �+ . �"���"�#��.� �8) #�
�����!��� ���#��"�#�6 "������F���

� =! �3�"%3$&"�$��� �$3")."�

A�63�� ,
 .��."� ��,�� ! ����"��#��, C D =�,�* . 3���#����* �"����/�#�� D�	@� 0�#�!�
�#�3��� #���,#�, #�!���"
� ����/�#�� :	
*	L?	�;* )�!��"�� 4�����")�.� �+ (H, τ̃) H �= ∅,
� π-�����,� L ∈ π[E] =#���,#�,* 3�� E ∈ P ′(P(E))@� ��2�� =�,� C 	@ F∗

0(L) ⊂ β0[E], � ����,�
=�,� =��	@@ ∀ f ∈ HE ∀U ∈ F

∗
0(L) ∀h ∈ H

(
f1[U ] τ̃

=⇒ h
)
⇐⇒

(
Nτ̃ (h) ⊂ (H− fi)[f1[U ]]

)
. =
�	@

A �3���, =
�	@ #���,#�, =�,�* . 3���#����* :	
* =
�	@;@* 3��

Flim[E;L;H; τ̃ ]
�
=

{
f ∈ HE | ∀ U ∈ F

∗
0(L) ∃h ∈ H : f1[U ] τ̃

=⇒ h
}
∈ P ′ (HE

)
. =
��@

0�,���,* 3�� . :	L?	�; �!���#
 !�#!"��#
� !����
 ���("�/�#�6 �� HE , �.��� �4�� 7��,�#-
��,� ,#�/���.� =
��@ =���("�/�#�� � �"��#
,� !�,��#�#��,� �* . 3���#����* �"��#
� ���(-
"�/�#��< �"� 7��,* !�#�3#�* #�!���
.����� #�!���"
� �����#�����#
� ����.�� #� (H, τ̃),
!���"
�* .�"�3�,* #� �.������ �("�,�#�����#
,� ��� �"�!��3��!� �#�3�,
4 �����#�.�!@�

+���2��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)�* 3�� r ∈ Flim[E;L;H; τ̃ ] =.��,�/#
� !�#!"�����-
F�� �,�* . 3���#����* . :	L?	�;@� � 7��, ���3�� :	
* C 
; ��"�����# ���"���" ϕlim[r] ∈ HF∗

0(L), !�-
��"
6 . ��##�6 "�(��� ��� !"��!���� ����.�,�� �(��#�3��� 3�"�� ϕ. ���!* ϕ

�
= ϕlim[r] ∈ HF∗

0(L)

� �"� 7��,

r1[U ] τ̃
=⇒ ϕ(U) ∀U ∈ F

∗
0(L). =
�D@

U�,���, . �.��� � =
�D@* 3�� :	
* =
�D@* =
�K@;

ϕ1(F∗
0(L|E)) =

{
h ∈ H | ∃ U ∈ F

∗
0(L|E) : r1[U ] τ̃

=⇒ h
}
⊂ (as)[E;H; τ̃ ; r;E] ∀E ∈ P ′(L) =
�K@

=�"� E ⊂ L �� =
�K@ ��.��!����� #�/#�� !�#!"�����F��* !���� ���� "���,��"�.��,�2� .�"�-
�#�� 0�1* ��"������,�2� ��,�6��.�, E@�
+���2��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)�* 3�� (H, τ̃ ) ���� "�2���"#�� :	D* 	�
; �+ =�#
,�

���.�,�* (H, τ̃ ) �.������ T1- � T3-�"���"�#��.�,@� � 7��, ���3��

ϕ ∈ C(F∗
0(L),T∗

L[E],H, τ̃ ). =
�
@

+���� �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)� L ∈ π̃0[E], �� ���� (E,L) ���� ������,�� �+� ��2��
� �3���, =	�D@ ��"�����#� ���("�/�#��

x �−→ ((E,L) − ult)[x] : E −→ F
∗
0(L),

�(��#�3��,��* !�! � "�#��* 3�"�� ((E,L)− ult)[·] � ��� !���"�2�

r = ϕ ◦ ((E,L) − ult)[·]. =
��@



��K �� R� S�#F�.

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��2�� � �3���, =	��@* =��K@* =
�
@ � =
��@ ����3��, �F�#!�

ϕ1(F∗
0(L|{∩}f (E))) ⊂ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ]. =
�L@

+���2��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)�* 3�� �+ =K�L@ !�,��!�#�< ��2�� =K�L@ ' #���,�"#
6
!�,��!� � =�,� :	
* �"����/�#�� �;@

ϕ1(F∗
0(L)) = cl(r1(E), τ̃ )

=#���,#�,* 3�� �+ (E,L) ������,�* � �+ (H, τ̃ ) "�2���"#�@� +"� 7��, =�,� =	��@* :	
* ���"�,� 	;@

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = ϕ1(F∗
0(L|{∩}f (E))); =
�M@

� �.��� � =
�L@* =
�M@ #���,#�, =D�	@* =D��@ � ��,���,* 3�� =�,� =
�
@* =
��@@ #�(�"

(F∗
0(L),T∗

L[E], ((E,L) − ult)[·], ϕ)

�.������ =�"� #�E�4 ����.��4@ !�,��!��)�!���"�,� U���� /� ��,���,* 3�� :	
* �"����/�-
#�� L;

(E ⊂ L) =⇒ ((as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = ϕ1(F∗
0(L|E))).

�� �"����/�#�� D�	 .
��!��� =. �( �, ���3�� ��,�6��.� E@* 3��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ ϕ1((rem)[E;F∗
0(L);T∗

L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ]). =
��@

�"�,� ��2�* �� =D�D@ �������* 3�� �"� A ∈ P(E) ��"�.����.� "�.�#��.�

cl
(
r1(A), τ̃

)
= ϕ1

(
cl
(
((E,L)− ult) [·]1(A),T∗

L[E]
))

=

= ϕ1 (cl ({((E,L) − ult)[x] : x ∈ A},T∗
L[E]))

=
�	�@

=. �.��� � =
��@ � =
�	�@ ��,���,* 3�� (H, τ̃ ) �.������* . 3���#����* 4�����)�.
, �+@� � 3���-
#����* �� =
�	�@ �,��,* 3��

cl(r1(L), τ̃ ) = ϕ1(ΦL(L)) ∀L ∈ L. =
�		@

U�,���,* 3�� ��2���#� =
��@ � �"����/�#�� K�	 �"� E ⊂ L � E0 ∈ L

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ ϕ1((T∗
L[E] − Fr)[F∗

0(L|E)]). =
�	�@

� 7��6 �.��� ����2��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)�* 3�� E ⊂ L � .
���#�#� =K�K@* �� ����
E0 ∈ L. ��2�� ��"�.����.� =
�	�@* ��!���* . 3���#����* �������* 3��

((rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] �= ∅) =⇒ ((T∗
L[E]− Fr)[F∗

0(L|E)] �= ∅). =
�	D@

�,�� . .��� ��������.�#�� =
�	D@* ����2��, �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)�* 3��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] �= ∅. =
�	K@

��2��* !�! .��#� �� =
�	D@ � =
�	K@* "���������� �.�6��.�

(T∗
L[E] − Fr)[F∗

0(L|E)] �= ∅. =
�	
@

� 7��, ���3�� � �3���, =	�L@ � =K�
@ ����3��,* 3��

F
∗
0(L|E) �= cl((T∗

L[E]− Int)[F∗
0(L|E)],T∗

L[E]) =
�	�@

=�3��
.��, ��!/� �.�6��.� ��!"
��-��,!#������ .��4 ,#�/���. ΦL(L), L ∈ L@* ���!���!�
. "���,��"�.��,�, ���3��

F
∗
0(L|E) = (T∗

L[E]− Int)[F∗
0(L|E)] ∪ (T∗

L[E]− Fr)[F∗
0(L|E)].



� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� ��


���������� ��	
� �� �
� �
�� �

A����.�����#�* . "���,��"�.��,�, ��63�� ���3�� =
�	K@ =� ��!/� �"� ����.��4 E ⊂ L � E0 ∈ L,
�2�.�"�##
4 "�#��@ ��2���#� =	�	M@ � =
�	�@

F
∗
0(L|E) /∈ (can − clos)[T∗

L[E]]. =
�	L@

+���� �� !�#F� #����� �2� ��"�2"�)� L ∈ π′
0[E]. � �����#�#�� ! =
�	L@ �3��, =K��@ �

�"����/�#�� K��� � ��,�, ����* ��2���#� �"����/�#�� K�	 � =
�	
@ F∗
0(L|E) \ ΦL(E0) �= ∅, ��

���� ����##� ���
�!� �,���!�F�� =K�M@� ����"� �� �"����/�#�� K�� .
��!��� �3�.��#��

�3��0"9���� =! ! "���� ����� ���#���� F
∗
0(L|E) �= F∗

0[L|A] ∀A ∈ P(E).

�0��).��� =! ! F
∗
0(L|E) �= cl

(
((E,L)− ult)[·]1(A),T∗

L[E]
)

∀A ∈ P(E).

��� ��!���������.� ������� #�"��� � �"����/�#��, 
�	 �3���� =	�	�@�


$2�'$��� =! ! �� ������.�� 
�	 .
��!���* 3�� . "���,��"�.��,�, ���3�� =#��,��"� #�
=K�	@@ .���,�2�����#�� �+ #� �����!��� ���#��"�#�6 "������F��* !�!�, (
 #� .
(�"�����
�8, E, ��2"�/��,�� ����, . F

∗
0(L). 0�,���,* 3�� ����.�� =K�K@ .
���#����� . ���3�� E0 =

∅, !���"
6 .
������ .���,� �#��"��#
6 !���� ����3� B�3� ���� � ����3�4 � �����/�,����
=� 0�1@* . !���"
4 �������.��� ��3#
� "�E�#�� =�,� ..���#�� "�(��
 :	;@�

A.�6��.�* ��"������,�� . ������.�� 
�	* �"�������"�"��, #� �"����6E�, �"�,�"� =�,�
:��;@� +���2��, ����� . �"�����4 #����� �2� ��,�3�#��* 3�� E = [0, 1], � L ∈ (alg)[E] ����
��2�("�* ��"�/��##�� ��,�6��.�,

I
�
= {J ∈ P(E) | ∃ c ∈ E ∃ d ∈ E : ( ]c, d[⊂ J) & (J ⊂ [c, d])}

=���������, ��2��E�#�� :�	* >� D
* D�;* �����!�� �� "������F�� ∅ . .��� ����.����.�� �2�
�"�,�/��!�@< ��##�� ��,�6��.� ���� :��* =��D�	
@* �"����/�#�� ��D��; ������2�("� �8, E. � "��-
�,��"�.��,�, ���3�� ��.���#� :�D; ��3�"�
.�� �� �����#�� F∗

0(L), !���"�� #���,#�, ��63��
�"�����#� !"��!�� U�,���,* 3�� �"� t ∈]0, 1] ��"�����# �8)

U (−)
t

�
= {L ∈ L | ∃ c ∈ [0, t[ : [c, t[⊂ L} ∈ F

∗
0(L); =
�	M@

�#���2�3#
, �("���, �"� t ∈ [0, 1[ �,��, �8)

U (+)
t

�
= {L ∈ L | ∃ c ∈ ]t, 1] : ]t, c] ⊂ L} ∈ F

∗
0(L). =
�	�@

+"� 7��, �8)* �!���##
� . =
�	M@ � =
�	�@* �.������ �.�(��#
,�$ ��� !�/��2� �� 7��4 �8)
��"���3�#�� .��4 �2� ,#�/���. ������ ��2�� :�D; . "���,��"�.��,�, ���3��

F
∗
0(L) =

{
U (−)
t : t ∈ ]0, 1]

}
∪
{
U (+)
t : t ∈ [0, 1[

}
∪ F

∗
0,t(L).

U�,���,* !�����* 3�� . #�E�, ���3�� L ∈ π′
0[E] =�,��,* . 3���#����* π-�����,� � ��#2����#�,�@�

+���� . ��##�, �"�,�"� E = { ]0, ε[ : ε ∈ ]0, 1]} . T�#�* 3�� E ⊂ L � E0 = ∅ ∈ L. �"�,� ��2�*
E ∈ β0[E].

+���2��,* 3�� H = E =���!* H = [0, 1]), � τ̃ ���� �(
3#�� ������2�� H, ��"�/��##��
,��"�!�6-,�����,� ��2�� (H, τ̃ ) ' !�,��!� �* . 3���#����* "�2���"#�� �+� 9�!�#�F* r ��"���-
���, !�! ��/����.�##�� ���("�/�#��$ r(x) = x ∀x ∈ E. A ��������.�#��, ����/�#�6 :	L?	�;
��2!� �"�.�"�����* 3�� . #�E�, ���3�� r ∈ Flim[E;L;H; τ̃ ] =��6��.�����#�* r �.������* . 3���-
#����* �"��#�6 )�#!F��6 �� E . H, 2�� E ��#� �#� ��2�("�6 ,#�/���. L, � H ' ,��"�!�6-
,�����,< �,� . 7��6 �.��� :	�* >� D�M;@�
+��!���!� E0 = ∅, �,��, . ���� =��M@ �3�.��#�� "�.�#��.�

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] = (as)[E;H; τ̃ ; r; E ].



��� �� R� S�#F�.

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

+"� 7��, ��2���#� =��D@ 0 ∈ (as)[E;H; τ̃ ; r; E ]. ��!�, �("���,* =
�	K@ ��!/� .
���#�#�� A����-
.�����#�* .�� ����.��* �"������2��,
� . �.��� �� ������.��, 
�	* . #�E�, ���3�� .
���#�#

� ,
 ,�/�, ���� ��63�� ����.����.�� �� ������"�F�� ��##�2� ������.���

��� 7��2� ��,���,* 3�� . "���,��"�.��,�, �"�,�"� F
∗
0(L|E) =

{
U (+)
0

}
=��#2����#* ����"-

/� �6 U (+)
0 @� � ��,�, ����* �"� ε ∈ ]0, 1] �,��,* 3��

]
0,

ε

2

]
⊂ ]0, ε[,

2�� ]0, ε[∈ L, � ����,� ]0, ε[∈ U (+)
0 ��2���#� =
�	�@� � ���2� E ⊂ U (+)

0 �* ����� (
��* U (+)
0 ∈

∈ F
∗
0(L|E), �� ����

{
U (+)
0

}
⊂ F

∗
0(L|E). ��� ����#�6E�2� ����"��#�� ��,���, ��2!� �"�.�"��,��

�(����������.�* .
��!�� �� =�,� =K��@@ �� ������
 ,#�/���.� E0$

F
∗
0(L|E) = (as)[E;F∗

0(L);T∗
L[E]; ((E,L) − ult)[·]; E ] ⊂ F

∗
0,f (L), =
���@

2�� =. "���,��"�.��,�, ��63�� ���3��@ ��"�.����.� "�.�#��.�

F
∗
0,f (L) =

{
U (−)
t : t ∈ ]0, 1]

}
∪
{
U (+)
t : t ∈ [0, 1[

}
. =
��	@

�3��, =
���@ � =
��	@� ���� ξ ∈ ]0, 1], �� ��2���#� =
�	M@ �,��,

]
0,

ξ

2

[
∈ E \ U (−)

ξ , =
���@

���!���!� �� =
�	M@ �,��, � �3�.��#�����* 3��

[
ξ

2
, ξ

[
∈ U (−)

ξ . +�7��,� ��2���#� =
���@ U (−)
ξ /∈

/∈ F
∗
0(L|E). ���� �!�"� � .
(�" ξ (
� �"���.���#
,* ����#�.��#�* 3��

U (−)
t /∈ F

∗
0(L|E) ∀ t ∈ ]0, 1]. =
��D@

���� /� θ ∈ ]0, 1[, ��* !�! ��2!� .����� � �3���, =
�	�@* ]0, θ[∈ E \ U (+)
θ , ���!���!� ]θ, 1] ∈ U (+)

θ

� �"� 7��, ]0, θ[∩ ]θ, 1] = ∅. � ���2� U (+)
θ /∈ F

∗
0(L|E). ���� �!�"� .
(�" θ (
� �"���.���#
,*

����#�.��#�* 3��

U (+)
t /∈ F

∗
0(L|E) ∀ t ∈ ]0, 1[. =
��K@

�� =
���@* =
��	@* =
��D@ � =
��K@ ����3��,* 3�� F
∗
0(L|E) ⊂

{
U+
0

}
* �* !�! ������.��* ��"�.����.�

#�/#�� "�.�#��.�
F
∗
0(L|E) =

{
U+
0

}
, =
��
@

2��* ��#�!�* U+
0 /∈ F

∗
0,t(L), � ����,� =�,� =
��
@@ F∗

0(L|E) #� �����!��� ���#��"�#�6 "������F���

� >! �3�2������ #"2,$#.�4�#$/�� �."6�$?��+$

� #����� �, ��"�2"�)� ����2��,* 3�� (H, τ̃ ) ' !�,��!� =�� ���� ������,�� !�,��!�#��
�+@� &�!��"��, �"���.���#
� =F���.�6@ ���"���" r ∈ HE � ��,�6��.� E ∈ P ′(P(E)). ������-
���, !�#��"�!F�� �"��
�� �2� ��"�2"�)� . ���3�� L = P(E) =��� 7��2�* !�#�3#�* �������
�(������� . ��,* 3�� r ∈ Flim[E;L;H; τ̃ ] �"� ��##�6 !�#!"�����F�� L; 7�� �.�6��.� ��2!� ���-
���� �� ����/�#�6* �.���##
4 � !�,��!��)�!�F��6 A���#�?S�4� =�,�* #��"�,�"* :	D* § D��;@*
#� ��� #�E�4 F���6 (���� ���(#� ��������.��� �4�,� "�(��
 :	L;@� ���!* ��2���#� :	L* �"����-
/�#�� 
�	; �,��, �"�(��,�� .!��3�#��$

r ∈ Flim[E;L;H; τ̃ ]. =��	@

A �3���, 7��2� ��"������, ϕ =
�
@< . #�E�, ���3��

ϕ ∈ C(Fu[E], τ∗0 [E],H, τ̃ ) =���@



� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� ��L

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

=�,� C 	@� 9���,#�,* 3�� �+ =	�	K@ ���� 7!��"�,���#� #��.��#
6 !�,��!� =��� ���!"���
(E,P(E)) "���������� !�,��!��)�!�F�� A���#�?S�4�@� +"� 7��, ϕ =���@ ,�/�� "��,��"�-
.����� !�! #��"�"
.#�� �"����/�#�� r =��	@* ���!���!� ��2���#� =
��@

r = ϕ ◦ (E − ult)[·]. =��D@

�� =���@* =��D@ �������* 3�� (Fu[E], τ∗0 [E], (E − ult)[·], ϕ) ���� !�,��!��)�!���"*

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = ϕ1(F0
u[E|E ]), =��K@

2�� F0
u[E|E ] = (as)[E;Fu[E]; τ∗0 [E]; (E − ult)[·]; E ] �.������ .���,�2�����#
, �+ =. =��K@ �3��#�

=K��@@� 9���,#�,* 3�� :	* ���"�,� 
�	;

(τ∗0 [E]− Int)[F0
u[E|E ]] = Φ0(E0|E),

2�� =!�! � . =K�K@@ E0 ���� ��"���3�#�� .��4 ,#�/���. Σ ∈ E . �� =
��@ .
��!���* 3��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ ϕ1((rem)[E;Fu[E]; τ∗0 [E]; (E − ult)[·]; E ]). =��
@

A�2���#� =
�		@ cl(r1(A), τ̃ ) = ϕ1(Φ0(A|E)) ∀A ∈ P(E). �3��
.�� �"����/�#�� K�	 � =��
@*
����3��, =!�! .�"��#� =
�	�@@* 3��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] ⊂ ϕ1((τ∗0 [E]− Fr)[F0
u[E|E ]]). =���@

� �.�� �3�"���* �� =���@ �������* !�#�3#�* �,���!�F��

((rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] �= ∅) =⇒
(
(τ∗0 [E]− Fr)[F0

u[E|E ]] �= ∅
)
. =��L@

U�,���,* 3�� ����.�� ���
�!� . =��L@ ,�/#� �3����� #����"����.�##� H#�(�����,
,I* . ��
."�,� !�! ������.�� =��L@ ��!�.
, #� �.������* 3�� �.���#� � �������.��, !�#!"��#
4 �"��-
���.��#�6 ��� �.�(��#
4 �8) �� Fu[E]; =��L@ !�! "�� � ,�/#� "���,��"�.��� !�! .�"��#�
!��.�##�6 �"�.�"!� �.�6��.� #�������
 2"�#�F
 ,#�/���.� F0

u[E|E ]. �,���� � ��, =�,� =���@*
=��D@@ �� �.�6��.�, !�,��!��)�!���"� �,��, � �3���, =��M@* =D��@* 3��

(as)[E;H; τ̃ ; r; E ] = cl
(
r1(E0), τ̃

)
∪ ϕ1

(
(τ∗0 [E]− Fr)[F0

u[E|E ]]
)
.

9���,#�,* 3�� ��2���#� �"����/�#�� K�	 (τ∗0 [E] − Fr)[F0
u[E|E ]] = F0

u[E|E ] \ Φ0(E0|E) 4�"�!-
��"����� #�"��� .���,�2�����#�2� �+� ���."� ���� ! =��L@* ����2��, �� !�#F� #����� �2�
��"�2"�)�* 3��

(rem)[E;H; τ̃ ; r; E ] �= ∅,

3�, �(����3�.����� ��"�.����.���� �.�6��.� (τ∗0 [E]− Fr)[F0
u[E|E ]] �= ∅. +��!���!� {x} ∈ P(E)

�"� x ∈ E, ����3��, �� ������.�� 
�	* 3��

F0
u[E|E ] �= cl

(
(E − ult)[·]1(A), τ∗0 [E]

)
∀A ∈ P(E)

=�#
,� ���.�,�* .���,�2�����#�� �+ #� �����!��� ���#��"�#�6 "������F��@�

,(�,)- .�/0�1/2�3

4� 5	
*�� 1�6� - ������� � ���� �	
�� ����
��	
�� � �����	 ����%	

�� '�	�	
��� 77 $	��
��
2���������� �
��	����	��� 8��	������� 8	��
���� -���� �	�
�	 
����� 9:4;� $��� <� =� >:?4:>�

9� 5	
*�� 1�6� @������ � ������������� � ��
�����*�
� �
��	��� ����
�	
�
 77 $	��
�� 2�����"
����� �
��	����	��� 8��	������� 8	��
���� -���� �	�
�	 
����� 9:44� $��� 4� =� 44<?4;9�

<� $���� #�� )�������
�	 ������	
�	 ����	�	
*����
��� � ��
�*��
���
��� ����
	
�
��� 8�+
A����� 4>BB� C9; ��

;� 6����	����	 ��$� )�
��� ��������
��� ������	
�
� /������+ ���"�� /���������� �
��	����	���
4>BD� 9<: ��

D� -��������� A�A�� ,������
 1��� (���*��

�	 ����	�	
*����
�	 ����� 8�+ A����� 4>B;� ;DC ��



��M �� R� S�#F�.

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

C� -��������� A�A� 2�����	
�	 ��
����	���� ����	���� 8�+ A����� 4>ED� D4E F�

B� ,������
 1���� 5	
*�� 1�6� )�������*�
 ����
��� � ������� ������	
�
� 8�+ A����� 4>E4� 9EE F�

E� 6������ 1�1�� G�������� 0�,�� 6��������� ��1� ) ������ ��
��� ���������
��� ������	
�
 N 77
$	��
�� 2���������� �
��	����	��� 8��	������� 8	��
���� -���� �	�
�	 
����� 9:4:� $��� <�
,� 4:?4B�

>� 6������ 1�1�� 6��������� ��1� ) �������
����� ,���
� 
	������� ���	��� ���	�� 77 $	��
��
2���������� �
��	����	��� 8��	������� 8	��
���� -���� �	�
�	 
����� 9:4<� $��� 4� ,� 44?4C�

4:� /	��	 @�� @�������	� H� ) 
	������� ������	
�
� �	���� ������	
�� ���������	���� ���"
����
��� � �	���� �	�� 77 2��	�� ���� 
���� 4>BB� /� <9� I D !4>B&� =� 49D?4C9�

44� -���������� -�� 8��������� 1� /	���
 �
��	���� 8�+ 8��� 4>B:� ;4C ��

49� G���
���� 1�$�� J��
	� 1�A� /	���
 ������
�� ���*	����� 8�+ @��������� 9::D� ;:9 F�

4<� K
�	����
� �� )�%�
 ��������
� 8�+ 8��� 4>EC� BD4 F�

4;� G������ A� )�%�
 ��������
� 8�+ A����� 4>CE� 9B9 ��

4D� 5	
*�� 1�6� A	������	 �������� ��������������� ��
��

�	 � ��
�����*�
�� ������	
�� 77
$	��
�� 2���������� �
��	����	��� 8��	������� 8	��
���� -���� �	�
�	 
����� 9:4;� $��� 4�
=� EB?4:4�

4C� =LMNOPQR S�T�� UQVWNX Y�Z� [\OMNPWQNP XN] VM^X\XOWQNP� _QV]VMFLO?`QPOQN?aQN]QN+ b^cdMV SFX]� ecf^��
9::9� ;:E g�

4B� 5	
*�� 1�6� - ������� � ��	������	
�� '�	�	
��� ����
�	
�
 � ��������
�� ������� � �������"
����� � ����
��	
�
�� ����������	����� ������	�� 77 ���	���
 ������ 8��	������� 9:49� I 4:�
=� ;D?D>�

4E� 5	
*�� 1�6� 8
��	���� ����
�	
�
 � ��������
�� ������� � ������������+ '������	
�
�	 ��	�"
�����	
�
 � ��
��
�	 �������� 77 ���	���
 ������ 8��	������� 9:4<� I 44� ,� <<?DD�

4>� 5	
*�� 1�6� h���
�	 �������	
�
 � ��	��������
�
 
� ��
��	 �������������� 77 /���� �
���"
���� ���	������ � �	��
��� 2�) �1A� 9:49� /� 4E� I ;� =� 9>E?<4;�

9:� =LMNOPQR S�T� iLM NQNPMjcMNOWX^ XggVQ\WkXOM PQ^cOWQNP WN gVQf^MkP Ql XPmkgOQOWF XNX^mPWP 77 YQQFLQd
nQcVNX^ Ql UXOLMkXOWFP� 9::C� oQ^� <9� I <� e� ;;4?;BD�

94� 5	
*�� 1�6� K�	�	
�� ��
	�
�"�������
�� �	���� �	��� Z� 0���	��
����+ 26/2?2(�� 9::E� <EE F�

99� 5	
*�� 1�6� K�	�	
�� ��
	�
�"�������
�� �	���� �	��� ZZ� 0���	��
����+ 26/2?2(�� 9:4:� D;4 ��

9<� 5	
*�� 1�6� )� ��
�� ����	�	 ��	������	
�
 �������
���� �������������� ���	��� �
��	��� 77
/���� �
������� ���	������ � �	��
��� 2�) �1A� 9:44� /� 4B� I ;� =� 9><?<44�

(�������� � �	���*� 4D�:;�9:4D

5	
*�� 1�	���
�� 6	����	���� ����"�� 
�� ��	
"����	���
�	
� �1A� ����
�� 
���
�� ������
��� ��"
�	� ������
	��� ����	�� �
������ ���	������ � �	��
��� ��� A�A� -���������� 2�) �1A� C9:>>:�
�����
� �� 0���	��
����� ��� ,� -����	������ 4C�
["kXW^+ FLMNOPQRpWkk�cVXN�Vc

���� �����	
�

�� �������	 
���� ��

��
���	 �� 
���
����	 �
���	�� �	 
����
�� 
��
�	
��
��� ����
���

��
�����+ VMkXWN]MV� XOOVXFOWQN PMO� c^OVXq^OMV�

UY=+ 9ES<<

SN XfPOVXFO XOOXWNXfW^WOm gVQf^Mk cN]MV FQNPOVXWNOP Ql XPmkgOQOWF FLXVXFOMV WP FQNPW]MVM]r OLM FQVVMPgQN]WNs
PQ^cOWQN WP W]MNOWqM] dWOL XN XOOVXFOWQN PMO WN OLM F^XPP Ql c^OVXq^OMVP Ql OLM PgXFM Ql QV]WNXVm PQ^cOWQNP� iLM
VMkXWN]MV Ql OLM XfQRM"kMNOWQNM] PMO dWOL VMPgMFO OQ F^QPcVWNs OLM PMO Ql VMPc^OP Pcgg^WM] fm gVMFWPM PQ^cOWQNP
WP WNRMPOWsXOM] !OLM sWRMN NQOWQN Ql X gVMFWPM PQ^cOWQN FQNFMgOcX^^m FQVVMPgQN]P OQ tXVsX PFLMkM X^OLQcsL
WO WP Xgg^WM] OQ OLM FXPM Ql kQVM sMNMVX^ FQNPOVXWNOP&� iQ VMgVMPMNO OLM XfQRM"kMNOWQNM] !fXPWF& XOOVXFOWQN
PMO� OLM FQVVMPgQN]WNs XNX^Qs !Ql OLM ^XPO PMO& VMX^WuM] WN OLM PgXFM Ql sMNMVX^WuM] M^MkMNOP WP cPM]� vQV OLcP
QfOXWNM] Xc\W^WXVm XOOVXFOWQN PMO� OLM VMkXWN]MV WP XNX^muM]r WOP FQNNMFOWQN dWOL OLM VMkXWN]MV Ql OLM fXPWF
XOOVXFOWQN PMO WP WNRMPOWsXOM]� =QN]WOWQNP Ql W]MNOWlmWNs OLM VMkXWN]MVP lQV fXPWF XN] Xc\W^WXVm XOOVXFOWQN PMOP
XVM QfOXWNM]� TMNMVX^ POXOMkMNOP XVM ]MOXW^M] lQV OLM FXPM dLMN sMNMVX^WuM] M^MkMNOP XVM ]MqNM] WN OLM lQVk



� .��"��� � "������F�� 7��,�#��. �"���/�#�� . �(��"�!�#
4 ����3�4 � �����/�,���� ���

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

Ql c^OVXq^OMVP Ql dW]M^m WNOMVgVMOM] kMXPcVXf^M PgXFMP dLMVM lVMM c^OVXq^OMVP XVM VMPgQNPWf^M lQV OLM VMX^WuXOWQN
Ql VMkXWN]MVP� ZO WP MPOXf^WPLM] OLXO� cN]MV M\WPOMNFM Ql X VMkXWN]MV� OLM PMO Ql sMNMVX^WuM] X]kWPPWf^M M^MkMNOP
]QMP NQO FQWNFW]M dWOL F^QPcVWNs X PMO Ql QV]WNXVm PQ^cOWQNP !OLWP PMO ]QMP NQO X]kWO POXN]XV] VMX^WuXOWQN&�

w[v[w[x=[Y

4� =LMNOPQR S�T� iQ OLM RX^W]WOm Ql FQNPOVXWNOP WN OLM F^XPP Ql sMNMVX^WuM] M^MkMNOP� ������ ������� �����

���� ����� ��� !
��� "����� 9:4;� NQ� <� gg� >:?4:> !WN wcPPWXN&�
9� =LMNOPQR S�T� vW^OMVP XN] c^OVXq^OMVP WN OLM FQNPOVcFOWQNP Ql XOOVXFOWQN PMOP� ������ ������� ����� ����

����� ��� !
��� "����� 9:44� NQ� 4� gg� 44<?4;9 !WN wcPPWXN&�
<� tXVsX n� # ����$!��� � ���$���� ��%��������$!�
�� � &���������$!�
�� ��������
��� !ygOWkX^ FQNOVQ^ Ql
]WzMVMNOWX^ XN] lcNFOWQNX^ MjcXOWQNP&� UQPFQd+ xXc{X� 4>BB� C9; g�

;� TXk{VM^W]uM w�o� #����
 � ����$!��'� � ���$���
� !vQcN]XOWQNP Ql QgOWkX^ FQNOVQ^&� ifW^WPW+ Zu]� ifW^WP�
|NWR�� 4>BD� 9<: g�

D� bVXPQRP{WW x�x�� YcffQOWN S�Z� (�)�������
� ��%��������$!�
� �'�
 !eQPWOWQNX^ ]WzMVMNOWX^ sXkMP&� UQPFQd+
xXc{X� 4>B;� ;DC g�

C� bVXPQRP{WW x�x� � ���$���� ������*������ �������� !=QNOVQ^ Ql ]mNXkWF PmPOMk&� UQPFQd+ xXc{X� 4>ED�
D4E g�

B� YcffQOWN S�Z�� =LMNOPQR S�T� # ����)����
� '������� � )���*���� � ���$���
� !ygOWkWuXOWQN Ql scXVXNOMM
WN FQNOVQ^ gVQf^MkP&� UQPFQd+ xXc{X� 4>E4� 9EE g�

E� TVmu^QR S�S�� `XPOVm{QR [�Y�� TQ^QRXPOQR w�S� SfQcO gQWNOP Ql FQkgXFOWqFXOWQN Ql N � ������ �������

����� ���� ����� ��� !
��� "����� 9:4:� NQ� <� gg� 4:?4B !WN wcPPWXN&�
>� TVmu^QR S�S�� TQ^QRXPOQR w�S� iLM YOQNM PgXFMP Ql `QQ^MXN X^sMfVXP� ������ ������� ����� ���� �����

��� !
��� "����� 9:4<� NQ� 4� gg� 44?4C !WN wcPPWXN&�
4:� v^XFLPkMmMV n�� iMVgM v� YQkM Xgg^WFXOWQNP Ql OLM OLMQVm Ql FQkgXFOWqFXOWQNP Ql OQgQ^QsWFX^ PgXFMP XN]

kMXPcVM OLMQVm� +������ ���������*�$ ,����
�� 4>BB� RQ^� <9� NQ� D� gg� 4<<?4B4�
_yZ+ 4:�4:B:7wU4>BBR:<9N:DS`[}::<ECC

44� bcVXOQRP{WW b�� UQPOQRP{WW S� -����
� ���)����� !iLMQVm Ql PMOP&� UQPFQd+ UWV� 4>B:� ;4C g�
49� `c^WNP{WW S�o�� YLWVmXMR S�x� -����
� �$�*����
��  ��������� !iLMQVm Ql POQFLXPOWF gVQFMPPMP&� 8QPFQd+

vWukXO^WO� 9::D� ;:9 g�
4<� [NsM^{WNs w� #.��*��
� �� �$�'�
� !TMNMVX^ OQgQ^Qsm&� UQPFQd+ UWV� 4>EC� BD4 g�
4;� `cVfX{W x� #.��*��
� �� �$�'�
� !TMNMVX^ OQgQ^Qsm&� UQPFQd+ xXc{X� 4>CE� 9B9 g�
4D� =LMNOPQR S�T� YQkM c^OVXq^OMV gVQgMVOWMP FQNNMFOM] dWOL M\OMNPWQN FQNPOVcFOWQNP� ������ ������� �����

���� ����� ��� !
��� "����� 9:4;� NQ� 4� gg� EB?4:4 !WN wcPPWXN&�
4C� =LMNOPQR S�T�� UQVWNX Y�Z� /0�������� ��� ��$�0������� _QV]VMFLO?`QPOQN?aQN]QN+ b^cdMV SFX]MkWF

ecf^WPLMVP� 9::9� ;:E g�
4B� =LMNOPQR S�T� wMgVMPMNOXOWQN Ql XOOVXFOWQN M^MkMNOP WN XfPOVXFO XOOXWNXfW^WOm gVQf^MkP dWOL XPmkgOQOWF

FQNPOVXWNOP� +������ ���������*�� 9:49� RQ^� DC� WPPcM 4:� gg� <E?;>�
4E� =LMNOPQR S�T� SOOVXFOWQN PMOP WN XfPOVXFO XOOXWNXfW^WOm gVQf^MkP+ [jcWRX^MNO VMgVMPMNOXOWQNP XN] fXPWF

gVQgMVOWMP� +������ ���������*�� 9:4<� RQ^� DB� WPPcM 44� gg� 9E?;;�
4>� =LMNOPQR S�T� iWMV kXggWNsP XN] c^OVXq^OMV"fXPM] OVXNPlQVkXOWQNP� -�� 1���� ���� ����� ���$� #���

+���� 2���� "���� 9:49� RQ^� 4E� NQ� ;� gg� 9>E?<4; !WN wcPPWXN&�
9:� =LMNOPQR S�T� iLM NQNPMjcMNOWX^ XggVQ\WkXOM PQ^cOWQNP WN gVQf^MkP Ql XPmkgOQOWF XNX^mPWP� ,��*���

3�����$ �& ���������*�� 9::C� RQ^� <9� NQ� <� gg� ;;4?;BD�
94� =LMNOPQR S�T� /$�����
 ����*���4���������� ������ ���
5 1 !iLM M^MkMNOP Ql qNWOM^m X]]WOWRM kMXPcVMP

OLMQVm� Z&� ~M{XOMVWNfcVs+ |Yi|?|eZ� 9::E� <EE g�
99� =LMNOPQR S�T� /$�����
 ����*���4���������� ������ ���
5 11 !iLM M^MkMNOP Ql qNWOM^m X]]WOWRM kMXPcVMP

OLMQVm� ZZ&� ~M{XOMVWNfcVs+ |Yi|?|eZ� 9:4:� D;4 g�
9<� =LMNOPQR S�T� yN QNM M\Xkg^M Ql VMgVMPMNOWNs OLM c^OVXq^OMV PgXFM lQV XN X^sMfVX Ql PMOP� -�� 1���� ����

����� ���$� #��� +���� 2���� "���� 9:44� RQ^� 4B� NQ� ;� gg� 9><?<44 !WN wcPPWXN&�

Received 15.04.2015

=LMNOPQR S^M{PXN]V TMQVsWMRWFL� _QFOQV Ql eLmPWFP XN] UXOLMkXOWFP� =QVVMPgQN]WNs UMkfMV� wcPPWXN
SFX]Mkm Ql YFWMNFMP� =LWMl wMPMXVFLMV� x�x� bVXPQRP{WW ZNPOWOcOM Ql UXOLMkXOWFP XN] UMFLXNWFP� |VX^
`VXNFL Ql OLM wcPPWXN SFX]Mkm Ql YFWMNFMP� c^� Y� bQRX^MRP{QW� 4C� ~M{XOMVWNfcVs� C9:>>:� wcPPWXr
["kXW^+ FLMNOPQRpWkk�cVXN�Vc


