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x(t) = θ(t) +A
[
f(., x(.), u(.))

]
(t), t ∈ Π, x ∈ X �, (1)

�	� 
���� ���������� {u, θ, A} ∈ D × X � × A � ������!%&��' f(t, x, v) : Π × R
� × R

s → R
m � ��	�
�


�! ��
���!� ��������! �� t ∈ Π� 
�������
�! �� {x, v} ∈ R
� × R

s � �	��������!%&�! 
��������
��������

�� ���	������
�!�� (���
�
�� )*+ !��!���! �	��
�� ������ �����
�! #������� ������
������!���� ������	���

�� ������� ,�! �����

��� ����
�
�! 	����������! ������� � 	������
��
������!� �������
�� �����#������ 	�! ���� u ∈ D� A ∈ A � θ �� �����
� ����
��

��� �
��������
,�! ����	
��� ����
�
�! ����	��!%��! ������
�
�� � ��
���
�
�� 
�����
����� ��������� �� �����

�
�! )*+ ���
��� ������ ���� �����������

� ������ � �
���� -������ 	����������! ��� ������� ����
����
�� �����#������ ������
�
��� � ��
���
�
��� 
�����
���� . ������� �������
�! �����

��
��&�� ����������� 	����������! ������� � ������
�� )�� ����� �
������� 	��������� �������
��+
�������
�� �����#������ ���#�

�� ��	�� 	�! ������� �������������� ����
�
�� ������� ���!	��
� ������!����� ����#��� ��/������
�����

�������� ��	�
$ ������
� �������
�! �����#������� ��
����
���
����������
�� ����
�
�� ���� "���

���#���
�� �����
�! ���
�� ��#�
��� ������� �������������� ����
�
�� ������� ���!	�� � ������

�!����� ����#��� ��/������
�����

��������

��� ��������� � � !"��� ��#$� ��%&$�� %���� �%��' "����( �� )����* ��%�*���* �%�+
�,�-�  ���(�(� ��"� .��+�%���� ��$�"�� ��&����� � !%������&*� � "����' �%�����$+
�'� *�#!� �� �*��. # �/� .��#� %�,���&� �*�� ���%�*�%� 0	� �%�*�% � ���%�*� ���� �� ��1��2
3 4� �� �
1	��5� 0�� ���$����� �� �5� 065� 04� ���$����� �� �5� 0
� # ��� �5 7� 0
5 �*� $� .��(,!-
/�/ ��#%�)�-8� ��* ��** $ & �� ���(�' !�%�� &�*' %���%�$� ���' �����* �%� �/����+
����� �%�*���*���� ��' � � ��' "�� ���' *���$�� ����*���9��� �� !"���� ���/'�$�*'
!� ���( ����*� .������ !� ���( �!:���������& %��������& � $�))�%��9�� .�' �#%�'� ��&+
����' � ����*� �����*�*�� � �� $� ��������� �%�/ �*� ��'%�����& # �/� .��( %��%�,�*����
�%� ��%.�%������ !�%�� ���(� � � ���"� #���%&� �%�/ �*� ������������ ��	
�������� ����
������� �
�
��� 7�;<=8� � & ���%�$���"���' !�%�� &�*' �����* ���%�* � $������"�'
!� ���&' �;<= ������� ��� ���%�* � ���%�%���( ������*���� %�,���& ��$�"� ��,� �� ��+
%�*��%�� 0�� �� 		1	�5� 0�� �� 	�
1��	5 7�/,�%�!- /�/ ��#%�)�- �� >��*! ���%��! *�?�� ��(��
� 0�58� @�%����"� .�� �;<= %���%�$� ���' !�%�� &�*' �����* ��!"� ��.� ��� �%��� �� �%�
���9�� .�' ���*!:���&' 7��%��9�&'8 !�%�� ���(� ���� .�!�*'� � "��������� $ & �� !"�+
��& ��' � � ��' ���/'�$�*' !� ���( ����*� .����� � ��&����' � ��*� ����*���9����'
��$�"�'� @�$%�/��� �/ >��* �*� � 0�5�

������� �����	
��� �������� ��� �� � 	����� �	������� ���� ������	��������� ������ � ���	� ���
����� ����������� �  !"#$ !"% ��& '�	���� ( ") )*  �	����� '�����+��� ��  )&!,&"- ( ! &.&#/& "&!!!- ��
��
��� ��  ��01*&



A ���� .�� # �/� .��( %��%�,�*���� !�%�� &�*�#� !%������& �6	

���������� ��	
� �� �
� ��� �

� 0�5 / � �%�$ �?��� �'�*� �� !"���& $������"�' !� ���( �;<= $ & %���%�$� ���'
!�%�� &�*' �����*� ���������& �� �%���$���� ������������
��� ����� 7B�C8 � ������%�*!
�����
����� ����������������
��������� �����
��� 7�DA�8 � �%���%������ ��*�%�*' �!+
:�������� �#%���"���' �����%+)!��9�( 7�� ���. ���� L∞8� � 0�5 >�� �'�*� �%�*��& ��. $ &
��� �$�����& ����' !�%�� &�*' B�C� ��� ��$�"� ��,� $ & �����* �/�������' $�)+
)�%��9�� .�' !%������(� ��"� .�� ��$�"� $ & ��( ?� �����* � %�����/%���*� �����+
$����&*�� *��#�*�%��& ��$�"� <!%��1��%/!� �/�/:����& ��$�"� <!%��� �*�,����& ��$�"�
$ & �� ���(��#� ����#%�+$�))�%��9�� .��#� !%������& ���� !%������& ��%����� 7�*� ���+
?� 0	�� 		58 � $%�

� *�$�%����%������* ��$� !�������& �'�*� / � ��!/ ������� � %�/���' 06�4�	�1	45 � $%�
7�*� ���?� 0	
58� ��$�%����9�&� � "��������� ����� � � �� !"��. �����%!������ !� ���&
��'%�����& # �/� .��( %��%�,�*���� B�C �%� ���*!:���� %���%�$� ���'� #%���"�'� ��+
"� .�' !�%�� ���( � !�%�� ���(� �'�$&:�' � ���%,�� ��>))�9���� !%������(� �� ���+
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�%���%������ �����%+)!��9�(� � 0	�1	�5 ��� �#�"�( ��$'�$ / %��%�/���� $ & !�%�� &�+
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"���� *�?�� ���!���. )!��9���� .��+���%���%��� !%������� ���� <�**�%,��(�� 7�*� $� ��
!%������� 7��	88� B�"���& � %�/�� 0��5� ����% ��� �$!�� ���%�� � �������� ���������� ����
�
�������� 7�<=8 $ & >��#� !%������&� E���� .��F �$��. ����"���� "�� %�". �$�� � # �/� .��(
%��%�,�*���� �%��! $ & ���' $��!���*' !�%�� ���( 7�%� !� ���� %��%�,�*���� ������%�#�
����"��#� ��/�%� ��$���' G �� !�%�� &�*' G !%������( � � ��%�������8� ��� / � !������
� 0��5 7�*� ���?� 0�	1��58� �%�/ �*� �<= 7��� ?� ��� � �%�/ �*� �;<=8 ��������� � %�� �"+
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�����& ����.& �%�$� ?��� ��� �$�����& �� >��( ��*��

@!��. n,m, �, s ∈ N G ��$���� "�� �� Π ⊂ R
n G ��*�%�*�� 7�$��. � $� �� � �*� � I�/�+

#�8 �#%���"����� *��?������ X ,Z,U G �������� ��
�����
 ������������� 7J�@8 ��*�%�*'
�� Π )!��9�(� D ⊂ Us G ��!� �� *��?������ A G ������%( � ��� ���
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������� 7IAA8 A : Zm → X �� =���*��%�* !�%�� &�*�� )!��9���� .��+���%���%���
!%������� ���� <�**�%,��(���H

x(t) = θ(t) +A
[
f(., x(.), u(.))

]
(t), t ∈ Π, x ∈ X �, 7��	8

#$� u ∈ D� θ ∈ X �� A ∈ A G !�%�� &-:�� ��%�*��%2 f(t, x, v) : Π×R
� ×R

s → R
m G ��$����&

)!��9�&� ��*�%�*�& �� t ∈ Π� ���%�%���& �� {x, v} ∈ R
� × R

s � ����&� "��H

�18 $ & ���' y ∈ X �� u ∈ D �!��%����9�& f
(
., y(.), u(.)

)
∈ Zm2

�28 $ &  -/' u ∈ D � y∗ ∈ X+ �!:����!�� ��������� N [y∗, u] > 0 ����&� "��∥∥∥f(., y(.), u(.)) − f
(
., z(.), u(.)

)∥∥∥
Zm

� N [y∗, u] ‖y − z‖X �

$ & ���' y, z ∈ X �� |y|, |z| � y∗�
������ ������������ ����� �	������� ��	�� 2��������� ���	����� ���������� 	��	�+����3&
��������4 ��� �������� �	���	������ E ���	�5� ����6� ���5������ �������5� ������5� �	���	���

�����4 ��� {y ∈ E, x 7 ���	��� ����6�4 |x| � |y|} =⇒ {x ∈ E, ‖x‖E � ‖y‖E}&
�8�&4 ���	��	4 9 )4 ����� :;4 �& "/& <&
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�� ,�%���( � ��� ����' ��$�"� L�� �/���&�� .���� ����� &�� ���� .�����. $����� !%�������
��� ����%!*��� ��� �$�����& %�� �"�' ���%���� ���%�� !�%�� &�*' %���%�$� ���' ��+
���*� � "�������� # �/� .��( %��%�,�*���� 0��� ��5� �/��������& "�� ���' *���$�� ����*�+
��9�� 0�61�
5� �� !"���& !� ���( !�%�� &�*���� 0�	� ��5� !� ���( �!:���������& ���!�9�� ε+
%��������& � $�))�%��9�� .�' �#%�'� ��&����' � !%������&*� � "����' �%�����$�' 0��5�
�9���� �%�%�:���& %�,���& 0��5 � �� $� � ����.� 0��5 / � ������ ��� �%�/ �*� �<= !%������&
7��	8� � ���?� $������ ����������� �������  !"� � %�/��� 0��5 / $������ *�?�%�����+
*���%����( �%����� �<=� ;!�. �#� �����& � � ��*� "�� $ & ��'�$��#� !%������& ��%�$� &+
 ��. *�?�%������ � *���%������ !%������&� �� !"��*� �� ��'�$��#� �9����( )!��9���� .+
��( ������ &-:�( f �%���( "���� �������������� ���%'! � ����!� �%� ��'%������ ���%���%��(
������ &-:�( A2 �<= $������ ��. �%� !� ���� *����������� 7��"���� �����������8 ���%�+
��%� A � # �/� .��( %��%�,�*���� *�?�%�����#� � *���%�����#� !%������(� � $����( ����.�
%��! .��� 0��5 �/�/:�-��& �� � !"�(� ��#$� IAA A ���?� &� &���& !�%�� &-:�* ��%�*��+
%�*� @%� >��* ���� .�!-��& ������� �$�� $������� .���� ���%�* � �<= �� 0��5� � ��"�����
�%� �?���& �� !"���' �/��%����' %��! .����� $���������& ���%�*� � ���� .��( 7�� ���*!
*��?����! $��!���*' !�%�� ���(8 # �/� .��( %��%�,�*���� �*�,����( ��$�"� $ & �����+
* #���%/� �"����' !%������( ��%��#� ��%&$�� � !�%�� ���&*� � ���%,�' ��>))�9�����'
� �%��' "���&'� � � �$!-:�* $� �� ��%�#%�)� �%���$���& ��"��& )�%*! �%���� �������#�
%��! .����� ��%��9� �/����"����#� �,�� �#� $������� .���� �*� � 3 �� @%�*������ $������+
�*�#� %��! .���� �  -��%�%!���& � 3 6�

� ��  !"#$%�"!�&' !(�!��!)! "�*$%+,','

�� �� ��� �����%�� ��%�������� ����*�-��& ����*��������� ;)�%*! �%!�* �%����� �<=
$ & !%������& 7��	8� @!��. Σ = Σ(Π) G σ+� #�/%� ���' ��*�%�*' �� I�/�#! ��$*��?����
*��?����� Π� PH G ���%���% !*��?���& �� '�%����%����"���!- )!��9�-� χH *��?�����

H ∈ Σ� ; �$!& 06��6	5� �����*! B(A) =
{
H ∈ Σ : PHAPH = PHA

}
/!$�* ������. ����
���

�����
������ ����
��� IAA A : Zm → X �� @%� >��* $ & "�� � δ > 0 ��$�����*! T =
{
∅ =

= H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π
}
⊂ B(A) /!$�*� � �$!& 06� 	45� ������. �����
������ δ��
������

IAA A� �� �
∥∥∥PhAPh

∥∥∥ < δ $ & ���' h = Hi \Hi−1� i = 1, k�

J!$�* �%�$�� �#��.� "�� ��?$( IAA A �� � ���� A !$�� ����%&�� � �$!-:�* !� ���&*H
-18 IAA A &� &���& �������* � �*� � A[y] � A[z] ∀y, z ∈ Zm� y � z2

-28 IAA A �/ �$��� $ &  -/�#� "�� � δ > 0 �� .��%%���( δ+9���"��(�

�'#�.'��� �� �������"�� !� ���& ��� ����& �%�$�� �?���& A2 �*� � 0��� 6�� 6	5�

A������� .�� )!��9�� f � *��?����� D $��!���*' !�%�� ���( �%�$�� �#��*� "�� �!:�+
���!-� �9���"�� )!��9�� ϕ(., .), ψ(., .) : Π× R

� → R
m ������ "��H

�38 ϕ(t, x) � f
(
t, x, u(t)

)
� ψ(t, x) $ & ���� t ∈ Π � $ & ���' x ∈ R

�� u ∈ D2

�48 )!��9�� ϕ(t, x) � ψ(t, x) ��*�%�* �� t ∈ Π � &� &-��& ���%�%��*� �� x ∈ R
�2

�58 $ & ���' y ∈ X � �!��%����9�� ϕ
(
., y(.)

)
� ψ

(
., y(.)

)
�%���$ �?�� �%���%�����! Zm�

;�%���$ ��� � �$!-:�� !���%?$�����

��!"�#' �� #���� ������� $%% A& Â ∈ A � '�
�
��� x& x̂& θ& θ̂ ∈ X � ����
& ��� ������

���� ��
���	�
 ������(

�=���� ���������� ��� �������� �������� �� ����4 � ����� �	���	������ �� ���������&
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

H1) x � θ +A
[
ϕ(., x)

]
& x̂ � θ̂ + Â

[
ψ(., x̂)

]
)

H2) x � x̂& θ � θ̂)

H3) A
[
ϕ(., x)

]
� A

[
ϕ(., x)

]
& A

[
ψ(., x̂)

]
� Â

[
ψ(., x̂)

]
�� ��
� A ∈ A)

H4) ��� �*�* t ∈ Π ������� ϕ(t, x) � ψ(t, x) ����� �
������	��� �� x(t) � x � x̂(t)*

 ���� �� ������ �������	
�� ������ ω = {u, θ,A}& � ������� u ∈ D& θ ∈ X �& θ � θ � θ̂&
A ∈ A& ��	
����
� �
�
��
 xω ∈ X � �����
�� 7��	8& �����
�����	

 ��
��
 x � xω � x̂*

�������� .���� ���%�* 	 �*� � 3 ��

�'#�.'��� /� �� ��� ��� $������� .���� ���%�* ��� �� 0��5 � �$!��� "�� �%� �$� ���'
��*� �%�$�� �?���&' F1� F2� A2 !%������� 7��	8 �� *�?�� �*��. /� �� �$��#� %�,���&�

�'#�.'��� 0� @%�$�� �?�*� "�� �%� ��$���' θ� θ̂� A� Â� ϕ� ψ �����%+)!��9�� x� x̂ &� &+
-��& �������������� %�,���&*� � �$!-:�' $�!' !%������(H

x = θ +A
[
ϕ(., x)

]
, x ∈ X �;

x = θ̂ + Â
[
ψ(., x)

]
, x ∈ X �.

��#$� �"���$��� "�� !� ���� H1 ��� �&���&� �� �� �%�*� ��#�� ��� �&-��& !� ���& F3�
H2� H3� �� !������� $�� !%������& ����������� ������. ����������� � �����������
$ & !%������& 7��	8� �������"�� !� ���& %��%�,�*���� !%������( ����#� ��$� *�?�� ��(��
� 0��5� ��� /!$�� �������� � 3 6� �%� ��� �$������ ����%����#� ��*�(���� !�%�� &�*' B�C
7�� !"��*�#� ��%�/�%�* ���' $��!���*' !�%�� &-:�' ��/�%��8 !� ���& H11H4 ����� &-�
������%!�%����. $�� ����*�#��� .�' B�C� )����%������ $ & ���#� ��*�(����� A�� ��?�
��*� "�� )��� �' %��%�,�*���� #�%����%!�� %��%�,�*���.  -/�( B�C �� ��*�(����� A$�� ��
>��' )����%�����' ��$�" ���!���� � %� � *���%�����(� � $%!#�& G � %� � *�?�%�����(
� �*� � ������%' �9���� ����! � ���%'! $ & �'�$�' ��%�*��%��� @%� >��* �� !� ���& H3

*�#!� ������. ���?� � ������%� �%�/�����& �� �� .�� � �'�$�* ��%�*��%�* *���%�����(
� *�?�%�����( ��$�"� �� ���?� � � �' %�,���&*�

� /� 1!&'*',�%+(,�! ,�!"�#2 �

C�)����%!�* �%����� .�� !�%�� &-:�( ��/�% ω = {u, θ,A}� � ����%�* u ∈ D� θ ∈ X ��
θ � θ � θ̂� A ∈ A� � ���?� )!��9�- y∗ ∈ X+ ���!-� "�� |x|+ |x̂| � y∗� � & �%������� �� �?�*
N = N [y∗, u] 7�*� !� ���� �28� μA(H) = ‖PHAPH‖ $ & H ∈ Σ(Π) 7�*� !� ���� -28�

Fω[y] = θ +A
[
f
(
., y(.), u(.)

)]
, y ∈ X �.

�� .��(,�� $������� .���� �%���$�* � ����� .�� >������
	� �/�%�* "�� � δ > 0 �� !� ���& 2δN � 1� ;�# ���� !� ���- -2 IAA A �/ �$��� �� .+

��%%���( δ+9���"��( T = {H0,H1, . . . ,Hk}� � & �%������� �%�*�* � �$!-:�� �/����"���&H
Pi = PHi � P(i,i−1) = PHi\Hi−1

� i = 1, k� ����?�*� "�� !%�������

x = Fω[x], x ∈ X �, (E)

�*��� %�,���� x = xω ∈ X � � >�� %�,���� !$�� ����%&�� ��%�������!

x � xω � x̂. 7��	8

;$� ��* >�� �� ��$!�9��� %���*��%���& $ & i = 0, k Hi+ ��� .�( ��� �# !%������& 7E8H

Piy = PiFωPi[y], y ∈ PiX �. (Ei)
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

�� B� ��%��* ,�#� ��$!�9�� ��*���*� "�� *��?����� P0X � ������� �� .�� �� �$��#� > �+
*���� z0 = 0 � �� ?� &� &���& %�,����* !%������& 7E08� ����%�� �*��� ��$ ��?$����� 0 = 0�
@%� >��* �"���$��� "��

0 = P0x � P0z0 � P0x̂ = 0.

6� ��(���!& �� ��$!�9��� �%�$�� �?�*� "�� !%������� 7Ei8 �%� i = j �*��� %�,���� y =
= zj = Pjzj ∈ PjX �� �%�"�* Pjx � Pjzj � Pj x̂� ����?�*� "�� ����� ?� !���%?$���� �*���
*���� � �%� i = j + 1�

4� =���*��%�* �%�?$� ���#� !%�������

y = P(j+1,j)Fω

[
Pjzj + P(j+1,j)y

]
, y ∈ P(j+1,j)X �. (E ′

j+1)

A�%�$� �* ���%���% Fj+1 : P(j+1,j)X � → P(j+1,j)X � � ��*�:.- )�%*! 

Fj+1[y] = P(j+1,j)Fω

[
Pjzj + P(j+1,j)y

]
, y ∈ P(j+1,j)X �,

� ���?� *��?����� Y ���' y ∈ P(j+1,j)X �� ����%� !$�� ����%&-� ��%�������!

P(j+1,j)x � P(j+1,j)y � P(j+1,j)x̂.

C�*���*� "�� *��?����� Y �= ∅� ��� ��� ��# ���� !� ���- H2 ��$�%?�� �� �%�(��( *�%�
> �*��� P(j+1,j)x� �%�*� ��#�� *��?����� Y ��*��!�� � �#%���"���� ��(������ .��� |y| � |x|+
+|x̂| � y∗ � �� �$�� .����� J�@ X � ‖y‖ � ‖y∗‖ $ & ���' y ∈ Y � ��� �#�"�� |zj | � y∗�


� �/�%�* �%����� .�� y ∈ Y � ����?�*� "�� Fj+1[y] ∈ Y � ;�# ���� !� ���&* -1 � �31�5�
H4� � ���?� �%�$�� �?���- ��$!�9�� � ��%�$� ���- *��?����� Y � �/�%! ��%�*��%� θ
*�?�* �9����.

Fj+1[y] � P(j+1,j)

{
θ +A

[
ψ
(
., Pjzj + P(j+1,j)y

)]}
� P(j+1,j)

{
θ̂ +A

[
ψ
(
., Pj+1x̂

)]}
.

@� .�!&�. �� .��%%�����.- Pj+1A = Pj+1APj+1� � ���?� �"���$�* ������,����* P(j+1,j) =
= P(j+1,j)Pj+1 � !� ����* H3� �� !"��*

Fj+1[y] � P(j+1,j)

{
θ̂ +A

[
ψ
(
., x̂

)]}
� P(j+1,j)

{
θ̂ + Â

[
ψ
(
., x̂

)]}
,

�� ���. ��# ���� !� ���- H1 Fj+1[y] � P(j+1,j)x̂� ��� �#�"�� Fj+1[y] � P(j+1,j)x� ;�� � /�.�
Fj+1[y] ∈ Y �

�� @���?�*� "�� ���%���% Fj+1 &� &���& �?�*�-:�* �� *��?����� Y � �/�%�* �%����� .+
�� y1, y2 ∈ Y � @� $��������*! 7�*� �� 48 �*�-� *���� ��%�������� |y1|, |y2|, |zj | � y∗� ���� .�!&
>�� ��%��������� � ���?� !� ���& -1� �11�2� �9���* ��%*!

∥∥∥Fj+1[y2]−Fj+1[y1]
∥∥∥� �� ��

∥∥∥P(j+1,j)

(
Fu[Pjzj + P(j+1,j)y2]− Fu[Pjzj + P(j+1,j)y1]

)∥∥∥ � μA(Hj+1 \Hj) ·

·N ·
∥∥∥P(j+1,j)(y2 − y1)

∥∥∥ � δN ·
∥∥∥y2 − y1

∥∥∥ � 1

2
·
∥∥∥y2 − y1

∥∥∥.
C$��. * !"�����*� "��

P(j+1,j)A = P(j+1,j)Pj+1A = P(j+1,j)Pj+1APj+1 = P(j+1,j)A
(
Pj + P(j+1,j)

)
.

�� @� .�!&�. $� �� �%��9���* ����$��?��( ��"�� ��""���� �1J���'� 7�*�� ���%�*�%� 06��
3MNO�	58� �� !"��*� "�� %�,���� !%������& 7E ′

j+18 �!:����!�� � �$��������� �� *��?����� Y �

�/����"�* �#� z(j+1,j)� @� �?�* zj+1 = Pjzj + P(j+1,j)z(j+1,j) ∈ Pj+1X �� =���*��%�*

Pj+1Fω[zj+1] = PjFω[zj+1] + P(j+1,j)Fω[zj+1] =
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

= PjFωPjzj+1 + Fj+1[z(j+1,j)] = PjFωPjzj + P(j+1,j)z(j+1,j) =

= Pjzj + P(j+1,j)z(j+1,j) = zj+1 = Pj+1zj+1.

L�� ����"���� "�� y = zj+1 ∈ Pj+1X � &� &���& %�,����* !%������& 7Ei8 �%� i = j+1� @%� >��*
�� �%�$�� �?���- ��$!�9�� � !"����&� "�� z(j+1,j) ∈ Y � �*��*

Pjx � Pjzj � Pj x̂, P(j+1,j)x � P(j+1,j)z(j+1,j) � P(j+1,j)x̂.

;� �$��& >�� $�� ��%��������� �� !"��* Pj+1x � Pj+1zj+1 � Pj+1x̂� ����* �/%���*� ���
�%�$�� �?���& ��$!�9�� ����� ��. ��� ����*� � �%� i = j + 1� ��#$� �� ��$!�9�� ���
/!$!� ��� ��� � �%� i = k� �� �� !%������� 7Ek8P7E8 �*��� %�,���� x = xω ≡ zk ∈ X �� �%�"�*

Pkx � Pkzk � Pkx̂,

"�� %������ .�� ��%�������! 7��	8� ���%�*� 	 $�������� �

� 0� �"�#�"3 (#�4'��'5 *'�'.' �%5 (�(,�#2 )�6�"7!%�.�(&�8 $"'�����9 6�"�!)!
6!"5�&'

A�*���*� "�� �%�/ �*� �<= %�$������� �%�/ �*� �;<=� ����%�&� ����*��*� ��� -"����&
� � �$!-:�*H �� � # �/� .��� %�,���� !�%�� &�*�( �����* �!:����!�� $ & $����#� !�%��+
 ���&� �� ��'%�����&  � >�� ���(���� �%� ��%.�%������ !�������#� !�%�� ���& 7� ��* � �
���* �*� �8Q K�� �������& $������"�' !� ���( �;<= �%� !�%�� ���� ���%,�*� ��>))�+
9�����*� �����* #���%/� �"����' !%������( ��%��#� ��%&$�� 7� !� ���&' ��$�"� ��,�8�
�*� 0	�� 	�� 665� @� ���%��! �' �%�*�����& � $������� .���! �%��9��� *����*!*� � �������+
���!-:�( ��$�"� ����*� .��#� !�%�� ���& �*� 0	�� 645�

@%�/ �*� �<= �%� !�%�� ����  �,. �%��*� "���&*� �����* #���%/� �"����' !%����+
��( ��%��#� ��%&$�� 7� !� ���&' �*�,����( ��$�"�8 ��� �$��� ��. � 0��5�

@!��. Π = [0;T ] × [0;L] ⊂ R
22 X = Z = Lq(Π)� U = Lr(Π)� q, r ∈ [1;∞]� � = m, s ∈ N2

D ⊂ Us G ��!� �� *��?�����2 Vi G ������%( ��%���� � �%���%������ R� Gi =
{
v ∈ L∞[0;T ] :

v(ξ) ∈ Vi, ξ ∈ [0;T ]
}
� i = 1,m2 V =

m∏
i=1

Vi� G =
m∏
i=1

Gi�

=���*��%�* �� *��?����� Π = [0;T ]× [0;L] ⊂ R
2 �����*! !%������( � ����%�����' =�*���H

∂xi
∂t1

+ βi
(
t2, vi(t1)

) ∂xi
∂t2

= fi
(
t, x(t), u(t)

)
, t ∈ Π, i = 1,m, 76�	8

#$� u ∈ D� v ∈ G G !�%�� &-:�� )!��9���
A������� .�� �����%+)!��9�� f(t, x, u) �%�$�� �#��*� "�� ��� !$�� ����%&�� !� ���&*

F11F5� �%�*� ��#�� * �%�$�� �#��*� "�� )!��9�& βi(t2, υ) : R × Vi → R� i = 1,m� $�)+
)�%��9�%!�*� �� t2 ∈ R � �*���� � �%�����$��( �� t2 ���%�%��� �� �����!������ ��%�*���'
(t2, υ) ∈ R× Vi�

��/���* ��"� .�� !� ���&

x(0, t2) = w(t2), t2 ∈ [0;L], 76��8

�%�$�� �#�& �����%+)!��9�- w ���%�%���( �� [0;L]�
@%�?$� "�* $�/�� &�. #%���"�� !� ���&� ���/'�$�*� �$� ��. ������%� $��� ���� .��

�%�$�� �?���& �������� .�� ��>))�9������ �����* 76�	8� �/����"���-:�� �%�/������ � ��*�
"��/ "�%�� ��?$!- ��"�! t ∈ Π �%�'�$� � %���� �$�� '�%����%������ hi[t] i+#� !%������&
�����* 76�	8�

� �*����� /!$�* �%�$�� �#��.� "�� ��($���& "�� � k ∈ 0,m � $ & ��?$�#� i = 1,m �!:�+
���!-� �9���"�� )!��9�� γi(τ)� δi(τ)� ���%�%��� � ��!/��-:�� �� R� ������ "�� ��� +
�&-��& � �$!-:�� !� ���&H

B1) γi(τ) � βi
(
τ, υi) � δi(τ) $ & ���' τ ∈ R� υi ∈ Vi2
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B2) γ1 � δ1 < . . . < γk � δk < 0 < γk+1 � δk+1 < . . . < γm � δm ��-$! �� ��%���� [0;L]2

B3) $ & ��?$�( ��"�� t ∈ Π �/� ��$�"� ��,� G⎧⎨
⎩

dy

dξ
= δi(y), ξ ∈ [0;T ],

y(t1) = t2,

⎧⎨
⎩

dy

dξ
= γi(y), ξ ∈ [0;T ],

y(t1) = t2,

G �*�-� �������������� %�,���& y = ηi(ξ; t) � y = η̂i(ξ; t) ������ "�� ηi(ξ; t) � η̂i(ξ; t) $ & ���'
ξ ∈ [0; t1]2 ηi(ξ; t) � η̂i(ξ; t) $ & ���' ξ ∈ [t1;T ]�

� "��������� ��B2 /!$�� � �$����. !� ���� ��%�#�( #���%/� �"����� $ & ��'�$��( �����*H

β1(τ, υ1) < . . . < βk(τ, υk) < 0 < βk+1(τ, υk+1) < . . . < βm(τ, υm)

$ & ���' τ ∈ [0;L]� υ ∈ V� C�*���*� "�� '�%����%������ hi[t] i+#� !%������& ��'�$��( �����*
��%�$� &���& ��� ����#%� .��& �%���&� ����������!-:�& %�,���- ��$�"� ��,�H{

dt2
dt1

= βi
(
t2, vi(t1)

)
, t1 ∈ [0;T ]; t2(t1) = t2. 76�68

=�,���� ��$�"� 76�68 /!$�* �/����"��. ηi[vi](t1; t)� A������&�. �� %��! .����' 0��5� ���%!$��
�������.� "�� !� ���& B1 � B3 �/����"���-� $ & ��?$�#� t ∈ Π � $ & ���' v ∈ G �!:����������
�$���������#� %�,���& ηi[vi](t1; t) ��$�"� 76�68� � ���?� ��� ����� ��%��������

ηi(t1; t) � ηi[vi](t1; t) � η̂i(t1; t)

$ & ���' i = 1,m� t1 ∈ [0; t1]� v ∈ G� ��*� � ���*�� "�%�� ��?$!- ��"�! t ∈ Π �%�'�$�� %����
�$�� '�%����%������ hi[t] i+#� !%������& �����* 76�	8�

@�� � >��#�� �� ��%!,�& ��%%�������� ���������� �*�,����( ��$�"�� * ��%��� $�/����.
#%���"�� !� ���& � �$!-:�#� ��$�H{

xi(t1, 0) = αi(t1), t1 ∈ [0;T ], αi(0) = wi(0), i = k + 1,m;

xi(t1, L) = αi(t1), t1 ∈ [0;T ], αi(0) = wi(L), i = 1, k.
76�48

J!$�* �"����. �����%+)!��9�- α(t1) ���%�%���( �� [0;T ]� A�*���*� "�� � �� ! ���%�%���+
��� )!��9�� α(t1) � w(t2) �#%���"��� @�>��*! �!:����!-� �����&��� �����% α� α̂ ������
"��

α � α(t1) � α̂ ∀t1 ∈ [0;T ], α � w(t2) � α̂ ∀t2 ∈ [0;L].

@������* *���%����!- � *�?�%����!- ��$�"�H⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂xi
∂t1

+ γi(t2)
∂xi
∂t2

= ϕi

(
t, x(t)

)
, t ∈ Π, i = 1,m,

x(0, t2) = α, t2 ∈ [0;L],

xi(t1, 0) = αi, t1 ∈ [0;T ], i = k + 1,m,

xi(t1, L) = αi, t1 ∈ [0;T ], i = 1, k;⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂xi
∂t1

+ δi(t2)
∂xi
∂t2

= ψi

(
t, x(t)

)
, t ∈ Π, i = 1,m,

x(0, t2) = α̂, t2 ∈ [0;L],

xi(t1, 0) = α̂i, t1 ∈ [0;T ], i = k + 1,m,

xi(t1, L) = α̂i, t1 ∈ [0;T ], i = 1, k.

K��/ ��%�$� ��. %�,���� ��$�"� 76�	8� 76��8� 76�48� $ & �%����� .��#� z ∈ Lm
q (Π) %���*��+

%�* ����*�#��� .�!- �����*!�

∂xi
∂t1

+ βi
(
t2, vi(t1)

) ∂xi
∂t2

= zi(t), t ∈ Π, i = 1,m. 76�
8

�>����  ����� ������4 ��� ������ ����6� z ∈ Lm
q (Π) �	����
����� ����� � ���
����� Π �� ��� �	��

��	������ R
2& ?�� ����	����������� �����+��� ��������� ��@�������� ��	����� ������ ���������� �	

�������A@�� ��	������ ���	���	� A& B�� �� ����� ��� ���������� '���4 ��� �����4 �����������A@�� �	���
������ ����64 ��
�� �5����� � ���
����� Π* ����� ����� χΠz4 ��� χΠ 7 ��	����	�������� ����6�
���
����� Π&



A ���� .�� # �/� .��( %��%�,�*���� !�%�� &�*�#� !%������& �6�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�� � / �'�$�� $���� ��$�"� 76�
8� 76��8� 76�48 / � # �$��*�� �� ��� �*� � / � ����"�����
%�,����� ����%�� ���%!$�� ��(��� %���*��%���&  ��!- "���. i+#� !%������& �����* 76�
8 ���
�� �!- �%�����$�!- �� t1 �$� . i+( '�%����%������H

xi
(
t1; ηi(t1; t)

)
= θi(t) +

∫ t1

0
(χΠzi)(ξ; ηi(ξ; t)

)
dξ,

t1 ∈ [0;T ]� t ∈ Π� i = 1,m� #$� ηi(t1; t) = ηi[vi](t1; t)�

θi(t) =

⎧⎨
⎩

wi

(
ηi(0; t)

)
�%� ηi(0; t) ∈ [0;L]; ���"�

αi

(
ξi(0; t)

)
�%� ηi(0; t) < 0,

αi

(
ξi(L; t)

)
�%� ηi(0; t) > L.

C$��. ξi(η; t) G )!��9�&� �/%����& �� ����,���- � ηi(ξ; t)� � �� �� �#�& t = t�

xi(t) = θi(t) +Ai[z](t), Ai[z](t) =

∫ t1

0
(χΠzi)(ξ; ηi[vi](ξ; t)

)
dξ, 76��8

t ∈ Π� i = 1,m�

� 0��5 ��������� "�� ���/%�?���� A[z] =
(
A1[z], . . . , Am[z]

)
*�?�� %���*��%����. ��� IAA

Lm
q (Π) → Lm

q (Π)� � ������������ � >��*� ����	
���� �
�
��
� ������ 76�
8& 76��8& 76�48 �%�
z ∈ Lm

q (Π) /!$�* ������. )!��9�- x ∈ Lm
q (Π)� ��%�$� &�*!- )�%*! �( 76��8�

A��%�&�. ����%. �� �%�$�� �?���& �11�5 7�$��. $������"�� �� .�� �18� �%��&�� ��*�
�������� .�� �%���( "���� 76�	8� ��$ ����	
���� �
�
��
� ������ 76�	8& 76��8& 76�48 /!$�*
����*��. )!��9�- x ∈ Lm

q (Π)� &� &-:!-�& %�,����* � �$!-:�( �����* ����#%� .�'
!%������(H

xi(t) = θi(t) +Ai

[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π, i = 1,m; x ∈ Lm

q (Π),

� �� ���"� #���%&� %�,����* )!��9���� .��+���%���%��#� !%������&H

x(t) = θ(t) +A
[
f
(
., x(.), u(.)

)]
(t), t ∈ Π; x ∈ Lm

q (Π), 76��8

����%�� �*��� ��$ 7��	8�
����%�����& ��$�"� ��%���������& � ��$� �����* ����#%� .�' !%������(H

xi(t) = αi +Ai

[
ϕ
(
., x(.)

)]
(t), t ∈ Π, i = 1,m; x ∈ Lm

q (Π),

#$�

Ai[z](t) =

∫ t1

0
(χΠzi)(ξ; ηi(ξ; t)

)
dξ, t ∈ Π, z ∈ Lm

q (Π), i = 1,m.

� & *�?�%�����( ��$�"� �� !"��* ��� �#�"��� �%�$���� ����H

xi(t) = α̂i + Âi

[
ψ
(
., x(.)

)]
(t), t ∈ Π, i = 1,m; x ∈ Lm

q (Π),

#$�

Âi[z](t) =

∫ t1

0
(χΠzi)(ξ; η̂i(ξ; t)

)
dξ, t ∈ Π, z ∈ Lm

q (Π), i = 1,m.

�� �� 7��� -"��� .�� $ & ��# &$�����8 %���*��%�* � !"�( k = 0� ϕ ≡ 0 7�� ���. )!��9�� f
� ψ ����%�9��� .�8� � �/:�* � !"�� �� �?���� /!$�� ��*��#� /� �� #%�*��$��* � �*� �
���� .�!�*' �/����"���(� )�%*! �%!�*' �%�$�� �?���( � �/R�*� �� �$��� C� �"�� ��#��
"�� k = 0� ��� �&-��& ��%��������

ηi(ξ; t) � ηi[vi](ξ; t) � η̂i(ξ; t) � t2 � L ∀ξ ∈ [0; t1], t ∈ Π, v ∈ G,



�6� ���� K�%���

���������� ��	
� �� �
� ��� �

i = 1,m� ; $%!#�( ���%��� �� �� !�� ��� {t ∈ R
2 : t1 ∈ [0;T ], t2 � L} '�%����%����"�+

���& )!��9�& χΠ(t) �� !/���� �� ��%�*����( t2� ����* �/%���*� �%�$�� �#�&� "�� )!��9�&
ψ(t1, t2, ξ) �� !/���� �� ��?$�( �� ��%�*���' t2 � L 7t ∈ Π8� ξ ∈ R

m� ξ � α� � "�� %�,����
*�?�%�����( ��$�"� x̂(t1, t2) ��?� �� !/���� �� ��%�*����( t2 � L 7t ∈ Π8� �� !"��*� "�� ��
*��?����� Π ��� �&-��& ��%��������

x̂
(
ξ, ηi[vi](ξ; t)

)
� x̂

(
ξ, η̂i(ξ; t)

)
,

ψ
(
τ, x̂(τ)

)∣∣∣
τ1=ξ,τ2=ηi[vi](ξ;t)

� ψ
(
τ, x̂(τ)

)∣∣∣
τ1=ξ,τ2=η̂i(ξ;t)

,

χΠ(τ)ψ
(
τ, x̂(τ)

)∣∣∣
τ1=ξ,τ2=ηi[vi](ξ;t)

� χΠ(τ)ψ
(
τ, x̂(τ)

)∣∣∣
τ1=ξ,τ2=η̂i(ξ;t)

,

� ��* ��**
Ai

[
ψ(., x̂)

]
� Âi

[
ψ(., x̂)

]
, i = 1,m.

K�� �������& *���%�����( ��$�"�� �� �%� ϕ = 0 ��� �*��� �"���$��� %�,���� x ≡ α� ����*
�/%���*� !� ���& H3� H4 ������-��& ��� ����*�� �� ���& A1� H1� H2 �%� �$� ���'
�%�$�� �?���&' 7�%� θ = α� θ̂ = α̂8 ��� �&-��& �"���$�* �/%���*� ��� ����� !� ���& A2

$���������& ����%,���� ��� �#�"�� ��*!� ��� >�� / � �$� ��� � 0��5� @%�*��&& ���%�*! 	�
�� !"��*� "�� ��%���$ ��� � �$!-:�� !���%?$�����

��!"�#' /� #���� ������
�� ��
 ��
�����
 ���
 ��
������
�� �& ����
 ����& ��
����
	�
 ������*

1. +����� ψ(t1, t2, ξ) : [0;T ] × [0;L] × R
m → R

m �
 �����
� �� ������ �� �
�
�
����

t2 ∈ [0;L]& ξ � α*

2. ,��������� ������ ��

� �
�
��
 x̂(t1, t2) � α& � '�� �
�
��
 �
 �����
� �� �
�
�

�
���� t2*

 ���� �� ������ �������	
�� ������ ω = {u, v} ∈ D × G ������ 76�	8& 76��8& 76�48 ��

�

������
���
 �
�
��
 xω(t)* - ���

 ����& �����
����� �
���
����� α � xω � x̂*

A"���$��� "�� # ����& �%!$����. �%� ���� .������� ���%�* � ��� -"����& � ����%�����
*�?�%�����( ��$�"�� !$�� ����%&-:�( !� ���- � >��( ���%�*� ��� ���� .�� �%�$�� �+
?���& �/����"���-��& $������"�� �%����� � & ��#� "��/ !�����. �����+�� �/:�� %���*��+
$�9��� ����� &-:�� #�%����%����. ��� ����� !�������#� !� ���&� �%�/!-��& $� .��(,��
7� $��� .�� ���%����8 ��� �$�����&� ; $%!#�( ���%��� ���%!$�� !�����. �%�*�%� ��#$�
��� !� ���& � �%�$�� �?���& ��� �&-��&� �� �� �%���$�* $�� ����' �%�*�%� G �� �$��*!
$ & ��� &%��#� 7m = 18 � �����%��#� 7m > 18 � !"����

�"�#�" �� =���*��%�* ��$�"! 76�	8� 76��8� 76�48 �%� L = T = 1� q = r = ∞� m = 1 7�������+
�������� ��$��� i /!$�* ��!����.8 � )!��9�&' f(t, x, u) � β(τ, v)� !$�� ����%&-:�' �9����*

0 � f
(
t, x, u(t)

)
� (δt1 + t2)x

2 ≡ ψ(t1, t2, x) ���� t ∈ Π, ∀x ∈ R, u ∈ D,

1 � β(τ, v) � δ ∀τ ∈ R, v ∈ V,

#$� δ > 1 G ��$����� "�� �� � "��������� *�?�� ��&�.� ���%�*�%�

D = V = [0;π/2], f(t, x, u) = (t1 + t2)x
2 cosu, β(τ, v) = 1 +

2 sin v

1 + τ2
, δ = 3.

A������� .�� )!��9�( α(t1) � w(t2) /!$�* �"����.� "�� ��� ���%�%�� � !$�� ����%&-�
�9����*

0 � α(t1) �
1

2
, t1 ∈ [0;T ]; 0 � w(t2) �

1

2
, t2 ∈ [0;L].
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���������� ��	
� �� �
� ��� �

;"���& α = 0� ϕ ≡ 0� �� !"��*� "�� %�,���� *���%�����( ��$�"� x ≡ 0� ��?�%�����& ��$�"�
�*��� ��$ ⎧⎨

⎩
x′t1 + δ x′t2 = (δt1 + t2)x

2;
x(0, t2) = 1/2, t2 ∈ [0; 1];
x(t1, 0) = 1/2, t1 ∈ [0; 1].

B����%�$�������( �%���%��( ���%!$�� !/�$��.�&� "�� �� %�,����* &� &���& )!��9�&

x̂(t1, t2) =
1

2− t1t2
.

A��-$� &���� "�� ��� ��,� �%�$�� �?���& � !� ���& ���%�* � ��� �&-��&�

�"�#�" /� =���*��%�* ��$�"! 76�	8� 76��8� 76�48 �%� L = T = 1� q = r = ∞� m = 2 � �����%+
)!��9�&' f(t, x, u) � β(τ, v)� !$�� ����%&-:�' �9����*

0 � f1
(
t, x, u(t)

)
� (δt1 + t2)

|x2|
1 + |x2|

≡ ψ1(t1, t2, x);

0 � f2
(
t, x, u(t)

)
� (2δt1 + t2) (e

|x1| − 1) ≡ ψ2(t1, t2, x) ���� t ∈ Π, ∀x ∈ R
2, u ∈ D;

1 � β1(τ, v) � δ; 2 � β2(τ, v) � 2δ ∀τ ∈ R, v ∈ V,
#$� δ > 1 G ��$����� "�� �� � "��������� *�?�� ��&�.� ���%�*�%�

D = V = [0;π/2] × [0;π/2];

f1(t, x, u) = (δt1 + t2)
|x2|

1 + |x2|
cos u1; f2(t, x, u) = (2δt1 + t2) (e

|x1| − 1) sinu2;

β1(τ, v) = 1 +
2 cos v1
1 + τ2

; β2(τ, v) = 2 +
2 sin v1
1 + τ2

; δ = 4.

A������� .�� �����%+)!��9�( α(t1) � w(t2) /!$�* �"����.� "�� ��� ���%�%�� � !$�� ����+
%&-� �9����*

0 � α1(t1) � ln 2, 0 � α2(t1) � 1, t1 ∈ [0;T ]; 0 � w1(t2) � ln 2, 0 � w2(t2) � 1, t2 ∈ [0;L].

;"���& α = 0� ϕ ≡ 0� �� !"��*� "�� %�,���� *���%�����( ��$�"� x ≡ 0� ��?�%�����& ��$�"�
�*��� ��$ ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
(x1)

′
t1 + δ (x1)

′
t2 = (δt1 + t2)

|x2|
1 + |x2|

;

(x2)
′
t1 + 2δ (x2)

′
t2 = (2δt1 + t2) (e

|x1| − 1);
x(0, t2) = (ln 2, 1), t2 ∈ [0; 1];
x(t1, 0) = (ln 2, 1), t1 ∈ [0; 1].

B����%�$�������( �%���%��( ���%!$�� !/�$��.�&� "�� �� %�,����* &� &���& �����%+)!��9�&

x̂(t1, t2) =
(
ln{1 + et1t2}, et1t2

)
.

A��-$� &���� "�� ��� ��,� �%�$�� �?���& � !� ���& ���%�* � ��� �&-��&�

�'#�.'��� :� B� ��*�* $� �� ��� ��$�� �� $������� .���� ���%�* 	� ��� !� ���& ������+
�� .�� �����%+)!��9�� f(t, x, u) *�?�� �"����. ��� ����*�  �,. �%�

x(t) � x � x̂(t),

� �� �/&���� .�� �%� ���' x ∈ R
�� L�� �/���&�� .���� �!:�������� %��,�%&�� �/ ���. �%�+

*�����& �� !"���' %��! .������ � ��"����� �  -��%�9�� 7� !"���* ��#�� "�� �$��. x ≡ 08
*�?�� %���*��%��. ��� �# �%�*�%� �� � ����%�* *�$! � � �%�?���&' ψ1 � ψ2 ���!����!-��
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�������$ [\[RTT] ^T\_RT `\TVR_STS[]� aZWL[S\WRT \bcYR[\Y cdZR[S\W \a [Uc eRQQcY`[cSW []bc� b\SW[fS`c c`[SQR[c
\a `\TZ[S\W`� `]`[cQ \a U]bcY_\TSL cdZR[S\W` \a [Uc gY`[ \YhcY fS[U L\W[Y\TTch US^UcY L\ciLScW[`�

jkM$ F<l?J� F<lDJ� F<m*?

nc[ n,m, �, s ∈ N _c ^SVcW WZQ_cY`� Π ⊂ R
n _c R QcR`ZYR_Tc _\ZWhch `c[� X ,Z,U _c oRWRLU ShcRT `bRLc`

\a aZWL[S\W` QcR`ZYR_Tc \W [Uc `c[ Π� D ⊂ Us _c R L\WVcp `c[� A _c `\Qc LTR`` \a TSWcRY _\ZWhch \bcYR[\Y`
A : Zm → X �� qc `[Zh] [Uc L\W[Y\TTch eRQQcY`[cSW []bc aZWL[S\WRT \bcYR[\Y cdZR[S\W R` a\TT\f`

x(t) = θ(t) +A
[
f(., x(.), u(.))

]
(t), t ∈ Π, x ∈ X �, (1)

fUcYc {u, θ, A} ∈ D × X � × A S` [Uc `c[ \a L\W[Y\TTch bRYRQc[cY`' f(t, x, v) : Π × R
� × R

s → R
m S` R ^SVcW

aZWL[S\W QcR`ZYR_Tc fS[U Yc`bcL[ [\ t ∈ Π� L\W[SWZ\Z` fS[U Yc`bcL[ [\ {x, v} ∈ R
� × R

s RWh `R[S`a]SW^ [\
LcY[RSW WR[ZYRT U]b\[Uc`c`� Pd� )*+ S` R L\WVcWScW[ a\YQ \a YcbYc`cW[R[S\W \a [Uc _Y\Rh LTR`` \a L\W[Y\TTch
hS`[YS_Z[ch `]`[cQ`� r\Y [Uc cdZR[S\W ZWhcY `[Zh] fc bY\Vc R [Uc\YcQ L\WLcYWSW^ `ZiLScW[ L\WhS[S\W` \a
^T\_RT `\TVR_STS[] a\Y RTT u ∈ D� A ∈ A RWh θ aY\Q R b\SW[fS`c _\ZWhch `c[� r\Y [Uc \YS^SWRT cdZR[S\W fc
hcgWc `\Qc QRs\YRW[ RWh QSW\YRW[ SWcdZRTS[Sc` \_[RSWSW^ [UcQ aY\Q Pd� )*+ fS[U [Uc UcTb \a ZbbcY RWh
T\fcY c`[SQR[c` \a [Uc YS^U[�URWh `Shc� NUc [Uc\YcQ S` bY\Vch bY\VShSW^ ^T\_RT `\TVR_STS[] \a [Uc QRs\YRW[
RWh QSW\YRW[ SWcdZRTS[Sc`� t` RW RbbTSLR[S\W \a \_[RSWch ^cWcYRT Yc`ZT[` fc bY\Vc R [Uc\YcQ L\WLcYWSW^ [Uc
[\[RT )fS[U Yc`bcL[ [\ [Uc fU\Tc `c[ \a RhQS``S_Tc L\W[Y\T`+ ^T\_RT `\TVR_STS[] \a [Uc QSpch _\ZWhRY] VRTZc
bY\_TcQ a\Y R `]`[cQ \a U]bcY_\TSL cdZR[S\W` \a [Uc gY`[ \YhcY fS[U L\W[Y\TTch US^UcY L\ciLScW[`�
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*� vRTRW[RY\V w�v�� nRh]xUcW`yR]R z�t� zW [Uc RbbcRYRWLc \a L\TTRb`c` a\Y dZR`STSWcRY cdZR[S\W` \a [Uc
bRYR_\TSL RWh U]bcY_\TSL []bc`� ���� ������ ���� ��� � *;<<� V\T� =;� bb� <<>*?@ )SW uZ``SRW+�

@� nS\W` l��n� !���"#�$%� �%$&�#��$�% ��������#�$$�% �%�'����% )M\W[Y\T \a `SW^ZTRY hS`[YS_Z[ch `]`�
[cQ`+� j\`L\f$ mRZyR� *;C<� D=C b�

D� kZQSW w�I� NUc acR[ZYc` \a ^YRhScW[ Qc[U\h` a\Y hS`[YS_Z[ch \b[SQRT L\W[Y\T bY\_TcQ`� !��( )����'�
��'�� ��'�� *���� *;;?� V\T� D?� W\� *� bb� *>*J�

F� kZQSW w�I� +�$,'�%�$�#-$� "�#-'����" ���"$�$%� " '���%% ��'%��#-$�&� ����"#�$%� ��������#�$$�% �%�.
'����%� )���'-  � /�#-'����" ���"$�$%� % ����"#���� $����#-$�.,���"� 0�����% )rZWL[S\WRT w\T[cYYR
cdZR[S\W` SW [Uc [Uc\Y] \a \b[SQRT L\W[Y\T \a hS`[YS_Z[ch `]`[cQ`� {RY[ I� w\T[cYYR cdZR[S\W` RWh L\W[Y\TTch
SWS[SRT _\ZWhRY] VRTZc bY\_TcQ`+� mSxUWS m\V^\Y\h$ mSxUWS m\V^\Y\h k[R[c |WSVcY`S[]� *;;@� **? b�

J� kVc`UWSy\V t�}�� tT~`USW t�o�� v\YbZ`\V j�z� ��#%$�%$% 1�$,'�%�$�#-$% �$�#%0 % �&� ��%#�0��$%� ,
���"$�$%�� " ����'$,� ���%0"��$,� )m\WTSWcRY aZWL[S\WRT RWRT]`S` RWh S[` RbbTSLR[S\W` [\ bRY[SRT
hS�cYcW[SRT cdZR[S\W`+� j\`L\f$ mRZLUW]S QSY� @??C� F?? b�

=� rSTSbb\V t�r� 2%3���$'�%�#-$� ���"$�$%� � ��0�"$�% ���"�% ����'-� )�S�cYcW[SRT cdZR[S\W` fS[U hS`�
L\W[SWZ\Z` YS^U[�URWh `Shc+� j\`L\f$ mRZyR� *;CJ� @@F b�

<� tTcy`ccV w�j�� NSyU\QSY\V w�j�� r\QSW k�w� ��'%��#-$�� ����"#�$%� )zb[SQRT L\W[Y\T+� j\`L\f$ mRZyR�
*;<;� FD@ b�

C� kZQSW w�I� k[R_STS[] bY\_TcQ a\Y [Uc cpS`[cWLc \a ^T\_RT `\TZ[S\W` [\ _\ZWhRY] VRTZc L\W[Y\T bY\_TcQ` RWh
w\T[cYYR aZWL[S\WRT cdZR[S\W`� /��'$� �%0��&����� !$%"� �� � ��4����"�,�&�5 ��'�� @??D� W\� *� bb� ;*>*?<
)SW uZ``SRW+�

;� kZQSW w�I� zb[SQSxR[S\W \a L\W[Y\TTch ^cWcYRTSxch w\T[cYYR `]`[cQ`� )�$�� ��%� 6*���.��'��7 2%����'�.
'%�$� }\YySS� *;<J� *JC b )SW uZ``SRW+�

*?� j\Y\x\V k�r�� kZQSW w�I� zb[SQSxR[S\W \a W\WTSWcRY [YRW`b\Y[ bY\Lc``c`� ��"� ��'��5 2�,#�� *;<;� V\T� @?�
bb� C?@>C?=�

**� j\Y\x\V k�r�� kZQSW w�I� zb[SQSxR[S\W \a [Uc W\W�TSWcRY `]`[cQ` \a [YRW`b\Y[ [Uc\Y]� !��( )����'�
��'�� ��'�� *���� *;<;� V\T� *;� W\� *� bb� *?*>**F�

*@� kZQSW w�I� w\T[cYYR aZWL[S\WRT�\bcYR[\Y cdZR[S\W` SW [Uc [Uc\Y] \a \b[SQRT L\W[Y\T \a hS`[YS_Z[ch `]`[cQ`�
��"� ��'��5 2�,#�� *;C;� V\T� D;� W\� @� bb� D<F>D<C�

*D� kZQSW w�I� kZiLScW[ L\WhS[S\W` a\Y `[R_Tc cpS`[cWLc \a `\TZ[S\W` [\ ^T\_RT bY\_TcQ` SW L\W[Y\T [Uc\Y]�
2%3��� 89��'%�$�� *;;?� V\T� @=� W\� *@� bb� *J<;>*J;?�

*F� kZQSW w�I� M\W[Y\TTch aZWL[S\WRT w\T[cYYR cdZR[S\W` SW nc_c`^Zc `bRLc`� /��'$� �%0��&����� !$%"�
�� � ��4����"�,�&�� ��'� ����#� ��'%�� !���� *;;C� W\� @ )*;+� bb� *DC>*J* )SW uZ``SRW+�

*J� kZQSW w�I� rZWL[S\WRT w\T[cYYR cdZR[S\W` SW [Uc QR[UcQR[SLRT [Uc\Y] \a \b[SQRT L\W[Y\T \a hS`[YS_Z[ch
`]`[cQ`� 2�� ��%� 6*���.��'��7 2%����'�'%�$� mSxUWS m\V^\Y\h� *;;C� DF= b )SW uZ``SRW+�

*=� kZQSW w�I�� MUcYW\V t�w� M\WhS[S\W` a\Y cpS`[cWLc `[R_STS[] \a ^T\_RT `\TZ[S\W` [\ L\W[Y\TTch MRZLU]
bY\_TcQ a\Y R U]bcY_\TSL cdZR[S\W� /��'$� �%0��&����� !$%"� �� � ��4����"�,�&�� ��'� ����#� ��'%��
!���� *;;<� bb� ;F>*?D )SW uZ``SRW+�

*<� kZQSW w�I�� MUcYW\V t�w� w\T[cYYR \bcYR[\Y cdZR[S\W` SW oRWRLU `bRLc`$ cpS`[cWLc `[R_STS[] \a ^T\_RT `\�
TZ[S\W`� mSxUWS m\V^\Y\h k[R[c |WSVcY`S[]� mSxUWS m\V^\Y\h� @???� <J b� �cb\`S[ch SW wImINI @J�?F�@???�
W\� **;C�w?? )SW uZ``SRW+�

*C� MUcYW\V t�w� w\T[cYYR \bcYR[\Y cdZR[S\W` RWh [UcSY RbbTSLR[S\W SW [Uc [Uc\Y] \a \b[SQSxR[S\W \a U]bcY�
_\TSL `]`[cQ`� )�$�� ��%� 6*���.��'��7 2%����'�'%�$� mSxUWS m\V^\Y\h� @???� *<< b )SW uZ``SRW+�

*;� kZQSW w�I�� MUcYW\V t�w� zW `ZiLScW[ L\WhS[S\W` \a cpS`[cWLc `[R_STS[] \a ^T\_RT `\TZ[S\W` \a w\T[cYYR
\bcYR[\Y cdZR[S\W`� /��'$� �%0��&����� !$%"� �� � ��4����"�,�&�� ��'� ����#� ��'%�� !���� @??D� W\� *
)@=+� bb� D;>F; )SW uZ``SRW+�

@?� MUcYW\V t�w� t QRs\YRW[ LYS[cYS\W a\Y [Uc [\[RT bYc`cYVR[S\W \a ^T\_RT `\TVR_STS[] \a L\W[Y\TTch aZWL[S\WRT
\bcYR[\Y cdZR[S\W� (���%�$ ��'����'%��� @?**� V\T� JJ� W\� D� bb� CJ>;J�
�zI$ *?�D*?D8k*?==D=;O**?D?*?C

@*� MUcYW\V t�w� kZiLScW[ L\WhS[S\W` a\Y [Uc L\W[Y\TTR_STS[] \a W\WTSWcRY hS`[YS_Z[ch `]`[cQ`� )����'� ��'��
��'�� *���� @?*@� V\T� J@� W\� C� bb� ***J>**@<� �zI$ *?�**DF8k?;=JJF@J*@?J??JD

@@� MUcYW\V t�w� zW L\W[Y\TTR_STS[] \a W\WTSWcRY hS`[YS_Z[ch `]`[cQ` \W R `c[ \a hS`LYc[Sxch L\W[Y\T`� /��'$�
!����'� !$%"� ��'� ��,�� ����-�'� ���,%� @?*D� W\� *� bb� CD>;C )SW uZ``SRW+�

@D� MUcYW\V t�w� zW [Uc L\WVcY^cWLc \a [Uc L\WhS[S\WRT ^YRhScW[ Qc[U\h SW hS`[YS_Z[ch \b[SQSxR[S\W bY\_�
TcQ`� )����'� ��'�� ��'�� *���� @?**� V\T� J*� W\� ;� bb� *J*?>*J@D� �zI$ *?�**DF8k?;=JJF@J**?;??<<

@F� MUcYW\V t�w� kQ\\[U gWS[c�hSQcW`S\WRT RbbY\pSQR[S\W` \a hS`[YS_Z[ch \b[SQSxR[S\W bY\_TcQ` VSR L\W[Y\T
hS`LYc[SxR[S\W� )����'� ��'�� ��'�� *���� @?*D� V\T� JD� W\� *@� bb� *CD;>*CJ@�
�zI$ *?�**DF8k?;=JJF@J*D*@??FO
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