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���������� ��������� � !�"#�$���% ���#��������� ��� ��#��& �����#���� �# ����$'��(
�#��� ���"������� ��)�"�#*������  ����$�+�,& ����#$� ��%�$���� � ���$�-��� +�-� -�� #(
 ���� .�$'/�+� ��$���� �# "#.� ��  ��"�� !�"#�$���%  "#����" ���� �"�-� �#��� 0#-#��
�#��+#*�� 1
& �2& ��� "�$%  "#�� �"�� -������% 1�342& #� ������+� ���-���% � �#���"�"��#(
��% � �#$��� "#-�!�#�� "#���"� # 15& 62& �#�"#�$����� �# ����/���� .����#���� � � !��$�(
����% ���)�" #& � ��!$�"��#$� ��%�$���� � ���$�-��� +�-� ����� �# ��# ������� ��-�$�,
��$�����  "#����" ��� �"�-� �� 7�"���� ����$'���#��� ��.�$'��� "�.� �� �� ���+�� �"�(
$�����%� �"���$� � ���-#��8 ������ �# #$+�"� ���& �����$%89�� ��!9�� �$% ' !�"#�$����
�� -�������� 1
	3
�2�

���+�� ���$�-��#��% � "�/���� �#-#� !�"#�$���%  "#����" ���� �"�-� �#�� .#��"!8 �%
�# �"��*��� "!$���+� !�"#�$���% ����"�#�# : ��$���� ���."� ����& �-�$#���� ���$� �		 $� 
�#�#-�

;!-�$') ����"�#� <�	 #�"�$% 
4=> +�& 7 �$'.�"+& ?#�����% 3 �	 �#" # 
5�> +�& @��(
-��A : #�+$�(����*��, ���+� �"+���*& ���."� # �$'& $� �+"#)& ��-# �$' � .�������� <"��� 
A�
� 
5
5 +�-! �#�# �� ��#$ +���� "�8 "!$���+� !�"#�$���% 1
=2�

;!$���, �"���- ����"�#�# �� .�$ �# �#��� -�$� ���."� ����� ����"�#�#& �� % �� ��$!��$
."� #����, �# �� 1
42 �# ���� ��% � �����.� ���#$ ���-"���8 �+� � ��-���, �#� � �#"� 
<"��� �A�

B#� ������� ���."� # �$�� .�$ -"!+ ����"�#�# ���"-� @#����/��"+�" �� �8����#&
�#"� ��, �#� �" ��"�$% C#�#"�� 1
52� D����-��� �"���!9�� ��� E �+� ���."� ���% .�$#
��������� ' ��!9�� �$% ' .����#���, ����"� � �+"#�������� �"�� "#�� ��� F� �$��#� �#(
��+� ����"�#�#G HC����#���� '& -�$+������� '& E���������� ' � ���)�" �#"#� �"��!8 E �
��$����� ���."� ����I�
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5
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5
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���� �� ;!$���, �"���- ����"�#�# <
5
5 +�A& � �#� �%9�� �"��% ����$'�!� �% � #� ���.�$%�
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���� �� J$�� "���.�$' ���� "!�*�� 7� K#� � <
565 +�A

���� �� ��������	
�� �
�
� ������ ���� ��
���
������ ������ �������� � ! "#$%&��' ()"� *�%��&� ���' +��

,%-��' ()"

� ���� �"�� �� �����#� 1
62 �"��*�� "!$���+� !�"#�$���% ��%���#8 � ������ 7#"$%
K#� � <
5>53
6	= ++�A� ?�� #� �%& � � �� ���."�$ "!$��!8  "#��*�8 � 
545 +�-!� 7� K#� �
 #��� ����� �� ������ E$�� "���.�$%��& �� �"�� �#�#$ -�$# ' �# ����, )#."��� � @�(����
� 
56� +�-#� �# �-��� �� E$�� "���.�$�, �#"�� HK#� �I )"#�*!����, #� �+��9�� +"#)
L#� �� -� 7#�$!(@�.# 
5 -��#."% 
565 +�-# !� #����$ ��"��, ��"���, "���"- ���"�� � �#
.��$�/#-��� <�#�  �+-# +���"�$�A E���#�� : =� ��M� <"��� �A�

� �� ���� !"�#��$%� &'(!�)���� "(�*$%)���+ ,$�'!-� 

F"� ����-� �#���# �����# ������+� !�"#�$���% -��������  "����$����+� E���#�# � �#(
� �%9�, "#.� � � �#��� �� "�#$'��, �+� ��-�$� ��.�"#� �% ��.�$'��, "�.� ( �$���# <"��� >A&
�� �"�, ��!9�� �$%� �"���$���,��� -������� �# ��� "#���� � !+$���� ���"�� �, ��-!9��
��$��& �"#9#89���% �"� ����9� �� �"��("�-!� �"�� <"��� �A� F"� �#-#���� �#���� -������%
�"�-��,  ���� ��� ��-!9�� ��$�� x = x(t)& y = y(t) � +���� "������� �#"#�� "#� ��.�$'��+�
"�.� #( �$���� �#��-� �% �#��� �����# ������+� !�"#�$���% � ��-� �#����� �"#9���% ��-!(
9�� ��$���


#� �#� -������� �$# )�"�� ��.�$'��+� "�.� #( �$���� %�$%� �% �$����(�#"#$$�$'���
� ���� .� ' �#-#�� -�������� � "���# C1C2 = a <"��� =A&  � � �#��� �� �"��*���#$'��,
�����# ������, ����� "�.� #( �$���� ��.�"#� �% ����#& �"�-� #�$���#% �# "��!��� =�

�+$��#% ���"�� ' �$# )�"�� � ���"�� ' �"�-��,  ���� C ���  �$���� �#��-% �% � ����(
9'8 "#���� �
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���� /� �����# �����#% ����# -$% ����-# �#���# !�"#�$���%  "����$����� E���#���

���� 0� �#-"� #���#*�� <t = 1 N& t = 2 N& t = 3 N& t = 4 NA
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ω =
νC
CO

=
ν2 − ν1
a

, νC =
ν2 + ν1

2
. <
�
A

��-!9�� ��$��# "�.� #( �$���� �"� �+� �"���$���,��� -������� !�#� �!8 � -�!� �"#(
9# �$'��� -������%� : ���"!+ ��" ��#$'��, ��� � ���"!+ ��� C1C2� ?��"�� � *�� "�� ��$��
��%�#�� � !+$����� ���"�� %�� �� �"#9���% ���"!+ ��� C1C2 "#���� �#��

ω1 =
ν1
R
, ω2 =

ν2
R
. <
��A

�+$��#% ���"�� ' "�.� # � �+� �"#9���� ���"!+ ��" ��#$'��, ��� ��"�-�$%� �% "#���� ���

ω = ψ̇,

+-� ψ : !+�$ ����"� # �$# )�"���
? !�� �� ��"�-�$���% �"������  "#�� �"�� ����� �#���# '

ω =
dψ

dt
=
dψ

ds

ds

dt
= νCk(s).

F"����#% �� ����#��� "#���� �# <
�
A � <
��A& �#��-��

νCk(s) =
(ω2 − ω1)R

a
, νC =

(ω2 + ω1)R

2
.

D �!-#

ω1 =
νC
R

− νCk(s)a

2R
, ω2 =

νC
R

+
νCk(s)a

2R
. <
��A

D"��� �"��#��#% �"�����# �"���, �"� �#"#�� "������� �#-#��� ��"�-�$%� �% "#���� ���

k =
ẋÿ − ẍẏ√
(ẋ2 + ẏ2)3

.

F�-� #�$%% E ! )!��*�8 � "#���� �# <
��A& ��$!�#��

ω1 =

√
ẋ2 + ẏ2

R
− a

2R

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2
, ω2 =

√
ẋ2 + ẏ2

R
+

a

2R

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2
, ω =

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2
.

�# ��# �����#% ��-�$' �����# ������+� !�"#�$���% -�������� "�.� #( �$���� �"���(
�#� ��-

ϕ1 =

∫ t

0

(√
ẋ2 + ẏ2

R
− a

2R

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2

)
dt, ϕ2 =

∫ t

0

(√
ẋ2 + ẏ2

R
+

a

2R

ẋÿ − ẍẏ

ẋ2 + ẏ2

)
dt.

� �#��� �� �"���"# "#���# "��#� �% -������� ��.�$'��+� "�.� #& ��+-#  ���# C -���� �%
��  "#�� �"��& �#-#���, !"#�����%��

x = t, y = t2, 0 � t � 5,

+-� ���"-��# � �#-#�� � ��& �"��% : � �& �"� �$�-!89�� +���� "������� �#"#�� "#�G a = 8 ��&
R = 3 ��� ;#�� �%��� -�  ���� D �"��$���% /#��� � �#������� ��$���� CD = 9 ��� 0#���
�����# ������+� !�"#�$���% � �#��� ����"� # �$# )�"�� � E �� �$!�#� �"����#8 ��-

ϕ1 =

∫ t

0

(√
1 + 4t2

3
− 8

3(1 + 4t2)

)
dt, ϕ2 =

∫ t

0

(√
1 + 4t2

3
+

8

3(1 + 4t2)

)
dt,

ψ = 2

∫ t

0

1

1 + 4t2
dt.



�����# ������� !�"#�$���� -�������� ��$�����  "#����" ��� �"�-� � ��6

�������� �	
�� 
� ��� ���� �

���� 1� �����# �����#% ����# �� �"����$����+�  "#����" ��+� �"�-� �#

���!#$��#*�% -������% "�.� #( �$���� ��!9�� �$%$#�' � �#�� � �����$'��, �# ��# ���
OPQRSTU� ? ����$'���#���� )!��*�, +"#)������+� "�-#� �"# .�$# ���-#�# ��-�$' "�.� #&
�#"#�� "����#��#% ��+$#��� ��$!�����, �# ��# ������, ��-�$�& � ����$���# #���#*�% �+�
-������% �� �#-#���,  "#�� �"�� <"��� 4A�

� �� ���� !"�#��$%� &'(!�)���� #�"+(�*$%)���+ ,$�'!-� 

;�/���� �#-#�� � �����# ������� !�"#�$���� -�������� �� �"����$����+�  "#����" ��+�
�"�-� �# �"���-� �% � ����$'���#���� �����# ������, �����& ���."#�����, �# "��!��� 5�

F"� -������� #� ���.�$% ����$�%� �% �����# ������� !�$����& �����$%89�� �"#9# '�%
��$��#� #� ���.�$% .�� �"���#$'���#��%� 
#��� ��� �%��� �#���#� �% !�$����� ����"�#�# �
��"#�#� �% "#���� ���

ctg δo − ctg δi =
w

l
, <��
A

+-� δi : !+�$ ����"� # ��! "����+� !�"#�$%���+� ��$��# � δo : !+�$ ����"� # ���/��+� !�"#�(
$%���+� ��$��#� �+$� ����"� # ��! "����+� � �#"!���+� ��$�� ��"�-�$%8 �% � !�� �� ��$�(
����% �+�������+� *�� "# ���"�� �, O�

F"��*�� "!$���+� !�"#�$���% ����"�#�# � -�� # ���� ������,  ����� '8 "�#$��!� �%
� #� ���.�$%� �# ��� �"�������% "!$���,  "#��*�� <"��� 6A�

V�� " �#�� !�"#�$%���+� #� ���.�$% -���� �% �� �"!+! "#-�!��� RG

R =
√
a2 + l2ctg2 δ, <���A

+-� !+�$ δ ��"�-�$%� �% ��"�� �"�-��� ��#����� �� #�+����� ��! "����+� � ���/��+� !+$��
����"� # !�"#�$%���� ��$��G

ctg δ =
ctg δo + ctg δi

2
. <���A

�+�$ δ %�$%� �% E����#$�� �� !+$# ����"� # ��$�����-#& ���89�+�  #�!8 �� ��$���!8
.#�! l � -���!9�+��% �� �"!+! "#-�!�# R& � ����$'�!� �% � -�!���$����, ��-�$� #� ���.�$%
<"��� 
	A�
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�������� �	
�� 
� ��� ���� �

���� 2� ;!$���� !�"#�$���� ����"�#�#

���� �3� ��!���$���#% ��-�$'

�+�$ δ ��.�"#� �% � �#��� �� �#"#�� "# !�"#�$���%� 
�+-# �#��� !�"#�$���% -��������
#� ���.�$% �� �#-#���,  "#�� �"�� �#��-� �% �� !"#�����% <���AG

δ =
k(s)

|k(s)|arcctg
√(

1

k2(s)
− a2

)/
l2.

? !�� �� ��"�-�$���% �"��� �"��#���, �"������ �#��� !�"#�$���% �"����#� ��-

δ =
ẋÿ − ẍẏ

|ẋÿ − ẍẏ|arcctg
√(

(ẋ2 + ẏ2)3

(ẋÿ − ẍẏ)2
− a2

)/
l2.

0#��� ��������% !+$�� ����"� # ��"�-��� ��$�� #� ���.�$% �#��-� �% � !�� �� ��� ��/�(
��, <��
A � <���AG

ctg δleft = ctg δ − w

2l
, ctg δright = ctg δ +

w

2l
.

�+$��#% ���"�� ' �!���# #� ���.�$% � �+� �"#9���� ���"!+ ��" ��#$'��, ��� ��"�-�$%� �%
"#���� ���
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�������� �	
�� 
� ��� ���� �

���� ��� L"#)�� �#���# !�"#�$���%

ω =
ẋÿ − ẍẏ

|ẋÿ − ẍẏ|

√
ẋ2 + ẏ2

a
sin

(
arcctg

(
(ctg |δ|)/a)).

�+$��#% ���"�� ' �!���# #� ���.�$% ���� .� ' �#,-��# #$' �"�# ����� �����.��� ��(
��� �� 1�	2& � � �"� ����"� � ��$����, �#/��� �+�������, *�� " ���"�� �, �#/��� O %�$%(
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