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 ����
� ������������� ������� ������� (Cn, 0) → (C, 0)� ������������� ������� ���
�����	���� �����
��� ��	������	��� ���	
��� �����
	���� ������ Zm� m � 3� �� ������������� Cn

� C� � ��
������ �� �������������� ������������� Cn. � ���
�	 ������������� ����
���� �	������
������ ��������� 
�� ��� n � 2 ������������� ������� ������� �	 �� 	����	�! "��� �	������� �#�# ��
	��
 �� ���
��� ����� �	�����	 ������ �� �	�������� �	�	�	���� � Cn �������	� � �	�����	� ������
� C! $���	 ����� ��������� 
�� � ���
�	 �	������������� ����
���� �	������ ������ Z3 �� C2 � C

��
��� ������������� ������� ������ �������	��	� ������ �� ������� A3k+1� k ∈ Z�0!
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 ���#	�����	�� ������	 ���#	������� �	�����	 ������� �������������	
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��������� ������ ��������� � ���!"!��#!! ������� "$��#!% (Cn, 0) → (C, 0)& '��!���!(
����� �����
) �����!�� *�� ��+ !,�
) ���-���� ��!% ����,��% #!� !,����% .�$��
 G = Zm

�� ������������) C
n ! C, � ��,����*/ -� '��!���!����
) ����0��"!+0�� C

n.

1���,!� !0 �������
� �����
& � �����
) ����0���!�� !�* ,����
� � $,�! '��% +�-�,!�

� ������ 2	3 -����� )���4� !+������� � ���!"!��#!� �����
) �����������% � ��'��!���!(
�����0 � $,�� 5�� ���* � � $,��& ��.-� ��� -�%���!� .�$��
 G ��!�!� *�
6�

� ������ 2�3 -����� � ���!"!��#!� �����
) �����������% �� 0��.�����+!! � ����0� 7��
� ���!"!��#!� '��!�� ����� � ���!"!��#!! �����
) �����������%& !����!����
) �����!(
�� *�� -�%���!� .�$��
 Z2 �� C

n �� �����% ����-!����8

(−1) · (z1, z2, . . . , zn) = (−z1, z2, . . . , zn).

� ������ 29& ��+-� 93 -����� � ���!"!��#!� �����
) ��,���
) �����������%& �� ���* ���(
��������%& '��!���!����� �����
) �����!�� *�� ����!�!� *�
) ��� ���
) -�%���!% .�$��

Z2 �� C

n ! �� C. � ,�������!& -���+���& ,�� ��! n � 3 ���!) �����������% �� �$�����$�� ������

:������% ��+$ *��� ��������% �����
 �����!� � � �-$/��08 � � $,�� ��. �������
) ���(
 ���
) -�%���!% .�$��
 Zm �� Cn ��! m � 3 ! n � 2 '��!���!����� �����
) ������� �� �$��(
���$�� 5�����0� 	6� 7��� ��+$ *��� ���������� �� � $,�!& ��.-� -�%���!� .�$��
 �� ����� *�!0
����0���
0 � C

n �����-��� � -�%���!�0 .�$��
 � C 5�����0� �6� ���0� ��.�& -���+���& ,��
� � $,�� ����. �������
) ��� ���
) -�%���!% .�$��
 Z3 �� C

2 ! C ����!% '��!���!�����
������% ������ '��!�� ����� �-��0$ !+ ������� A3k+1, k ∈ Z�0 5�����0� 96�

 !" �#�$��%� $&'���(���) � $*$+�,-���)

1$��* +�-��
 ���-���� ��!� ���!+�� *��% ��� ���% .�$��
 G �� C
n ! �� C� ;$��#!�

f : Cn → C ��+
������ ������������ �����!�� *�� �����.� !+ '�!) ���-���� ��!%& �� ! - �
 /�
) λ ∈ G, z ∈ C

n !0��� 0���� ��������� f(λ · z) = f(z). ;$��#!� g : Cn → C ��+
������
	
������������ �����!�� *�� ���
 +�-���
) ���-���� ��!%& �� ! - �  /�
) λ ∈ G, z ∈ C

n

������� ����	
�
� ��
 ��������� ���
�� ���� ������������
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!0��� 0���� ��������� g(λ · z) = λ · g(z). 5<!0�� �0 =·> ���+��,�/��� ����������$/�!� -�%(
���!� ' �0���� .�$��
 �� ' �0��� ������������ Cn ! ! C.6 7�! �����!� ����������
0 ����+�0
����������� �� �����! "$��#!%& � ���?� �� �����! -!""��0��"!+0�� (Cn, 0) → (Cn, 0)�

:��+��,!0 ,���+ OG
n �� *#� !����!����
) ������� .� �0��"�
) "$��#!% (Cn, 0) → (C, 0),

,���+ OGG
n @ 0��?����� '��!���!����
) ������� .� �0��"�
) "$��#!% (Cn, 0) → (C, 0),

� ,���+ DGG
n @ �� *#� '��!���!����
) ������� -!""��0��"!+0�� (Cn, 0) → (Cn, 0). ���(

?����� OGG
n !0��� ���$��$�$ 0�-$ � ��- �� *#�0 OG

n . �� *#� DGG
n -�%���$�� �� 0��?�����

OGG
n .
7��!���!����
% ������ "$��#!! f : (Cn, 0) → (C, 0) � ��!�!,����% ��,��% 0 ∈ C

n ��+���0
	
����������� �����
� �����!�� *�� +�-���
) ���-���� ��!% .�$��
 G& �� ! ��! ���) -�(
�����,�� �� *4!) r ∈ N -������,�� 0� �� ����������* ��������% 5� +��,!�& !  /��%6 ��,�! �.�
���!�
 � ������������ r(���$% '��!���!����
) ������� "$��#!% (Cn, 0) → (C, 0) ������������
 !4* � ����,�
0 ,!� �0 -�$.!) ���!� ! '�� ,!� � �������� �.���!,���
0 ��! r → ∞.

��� '��!���!����
) ������ f, g : (Cn, 0) → (C, 0) � ��!�!,����% ��,��% 0 ∈ C
n ��+���0

RGG�	
���������
��� �� ! �$�����$�� '��!���!����
% ������ -!""��0��"!+0� Φ: (Cn, 0) →
→ (Cn, 0), - � ������.� g = f◦Φ 5���+��,��!�8 f ∼RGG g). A���+DGG

n g �$-�0 ���+��,��* ���!�$
' �0���� g ��! -�%���!! .�$��
 '��!���!����
) -!""��0��"!+0�� DGG

n �� 0��?����� OGG
n .

��� �
4�$��0��$�
� �����!�& �,��!-��& +��!��� �� �� *�� �� ��0�% .�$��
 G, �� ! ��
�� -�%���!% �� C

n ! C, )��� ���+��,��!� �!����% !�"��0�#!! � -�%���!�) .�$��
 � ���� ��
��-��?��B � ���!) -�%���!�) !-�� ��,*& �$-�� � ��?-�0 � $,�� ���� !+ ����������

 ." /0,()'�%� ��1#2��) 3'4&&% Zm, m � 3

1$��* .�$��� G = Zm -�%���$�� �� C
n ! �� C ��� ����8

σ · (z1, . . . , zn) =
(
exp

(
2πi

m

)
z1, . . . , exp

(
2πi

m

)
zn

)
; σ · z = exp

(
2πi

m

)
z 5��	6

(σ ∈ Zm@ �����!,����� ����+$/���B zi ∈ C, z ∈ C).

1�! m = 2 � ���!"!��#!� �����������%& '��!���!����� �����
) �����!�� *�� ���-���� �(
�!% 5��	6& -����� � ������ 29& ��+-� 93� � ���� *�
) � $,��) !0��� 0���� � �-$/�!% ��+$ *����


�$'�5, !" ��� m � 3 � n = 1 �����
 g �������� 	
����������� �����
� ������������

������������� 5��	6 ����� � ����
� ������ 
���� �� RZmZm�	
���������� ������ �� �������

��� ����
���

Amk : x �→ xmk+1, k ∈ N. 5���6

��� m � 3 � n � 2 �� ���������� ����
�� ���
��� (Cn, 0) → (C, 0), 	
����������� �����
�

������������ ������������� 5��	6 

� � � � + � � �  * � � � �� C���0���!0 ���,� � � $,�% n = 1. � '��0 � $,��  /��% ������&
'��!���!����
% �����!�� *�� ���-���� ��!% 5��	6& ���-����!0 � �!-�  !��%��% ��0�!��#!!
0���0��

∑
s�s0

asx
ms+1 ! RZmZm('��!�� ����� ����0$ 0 �-4�0$ 0���0$ xms0+1. 1�! '��0 -�(

�����,�� 0� �� ����������* ���!�
 ����.� ������ � ������������ r(���$% '��!���!����
)
������� (C, 0) → (C, 0) ��! r � ms0 + 1 ������������  !4* � ����,�
0 ,!� �0 -�$.!) ���!�&
� !0���� � ���!��0! ������� xms+1, .-� 1 � s < s0. ���0� ��.�& ��+ !,�
� �����! �!-� 5���6 ��(
����� RZmZm(��'��!�� ����
& ����� *�$ !0�/� ��+�$/ ��������* ��!�!,����% ��,�! � �$ ��
:��/-� � �-$�� ������ $����?-��!� �����0
�

�����* ����0���!0 � $,�% n � 2. ����0 zk11 . . . zknn '��!���!����� �����!�� *�� ���-����(
 ��!% 5��	6 ��.-� ! �� *�� ��.-�& ��.-� k1+ . . .+ kn ≡ 1 mod m. :��/-�& � ,�������!& � �-$��&
,�� m(���$� '��!���!����� ������.� ������ �$-�� �$ ���%� �� � ���!"!��#!� "��0 ������! D
! �
4� ��! n � 2 ��-��?!� 0�-$ ! 5!) -����� ���& ����!0��& -��%��� ����4��!� ,��
��)
��,�� �� ������!���% ���0�%6� :��/-� � �-$�� ������ $����?-��!� �����0
� �
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 6" ��#0,()'�%� ��1#2��) 3'4&&% Zm, m � 3

�����0� 	 -��$����� �������!� �� �������
� � $,�! ����� ����.� -�%���!� .�$��
 Zm.
E !0����& �$��* .�$��� Zm& m � 3& -�%���$�� �� C

n ! �� C �� "��0$ �0

σ · (z1, . . . , zn) =

(
exp

(
2πi

m

)
z1, . . . , exp

(
2πi

m

)
zj , exp

(
2πi

m

)p1

zj+1, . . . , exp

(
2πi

m

)pn−j

zn

)
,

σ · z = exp

(
2πi

m

)
z, 59�	6

.-� σ ∈ Zm @ �����!,����� ����+$/���& zi ∈ C& z ∈ CB 2 � j � nB pi ∈ N& pi 	≡ 1 mod m� ��.-�
!0��� 0���� � �-$/�!% ��+$ *����


�$'�5, ." !� ���������� ����
�� ���
��� (Cn, 0) → (C, 0), 	
����������� �����
�

������������ ������������� 59�	6 

����+��� *���� '��% �����0
 ��,�! -�� ���� ��������� -���+��� *���� �����.� $����?-��!�
�����0
 	� � '��0 � $,�� 0�-$ ! ��! � ���!"!��#!! '��!���!����
) ������� � ����������*/
� �$ � ��+�!��/� !+(+� ��.�& ,�� ���!� �����! �� ��-��?�� 0���0�� ������! �!?� m + 1 ��
����0���
) z1, . . . , zj .

7,5�-,��� !" �����?-��!� �����0 	 ! � �����$��� ����
0!& �� ! � "��0$ �) 5��	6 ! 59�	6

��/-$ +�0��!�* exp

(
2πi

m

)
�� exp

(
2πik

m

)
& .-� �:�(k,m) = 18 ����� !+0����!� -�%���!% .�$�(

�
 ����������$�� +�0��� �����!,����% ����+$/��% .�$��
 Zm ��  /�$/ -�$.$/ ����+$/�$/
'��% .�$��
�

 8" �9� $��� #(4-,1 #0,()'�$3$ ��1#2��) 3'4&&% Z3

1$��* .�$��� G = Z3 -�%���$�� �� C
2 ! �� C � �-$/�!0 ����+�08

σ · (x, y) =
(
exp

(
2πi

3

)
x, exp

(
2πi

3

)
y

)
; σ · z = exp

(
4πi

3

)
z 5D�	6

(σ ∈ Z3@ �����!,����� ����+$/���B x, y, z ∈ C).

� '��0 � $,�� � ���!"!��#!� '��!���!����� �����
) �����������% -����� � �-$/��% �����(
0�%�


�$'�5, 6" ����� g : (C2, 0) → (C, 0) " �����
 � ���#�������� � ����� 	
����������

�
� ������������ ������������� 5D�	6 $����
 g �������� 	
����������� �����
� �����

�������� 	��� ������������� ����� � ����
� ������ 
���� �� RZ3Z3�	
���������� ������

�� ��������� ����
���

A3k+1 : (x, y) �→ x3k+2 + y2, k ∈ Z�0. 5D��6

� � � � + � � �  * � � � �� C���0���!0 ������������ R
2 � ����-!����0! (s, t). ����0$ xs0yt0

�$-�0 �������� ��* ��,�$ (s0, t0) � '��0 ������������� ��,�! (s, t)& ����������$/�!� ��! ����0
�������� ��!! 0���0�0 ������� g : (C2, 0) → (C, 0)& '��!���!����
) �����!�� *�� ���-����(
 ��!% 5D�	6&  �?�� �� ���0
) �!-� s+ t = 3k + 2, k ∈ Z�0.

F�0��!0& ,�� '��!���!����� ������% ������ g ���+��� *�� -� ?�� ��-��?��* 0���0
& - �
�����
) ����������$/�!� ��,�!  �?�� �� ���0�% s + t = 2. � ��0�0 -� �& �� ! ������ ��
��-��?!� ���!) 0���0��& �� �.� D(���$� @ �$ ����� �� ��.-� ������ �� 0�?�� �
�* '��!��(
�!����� �����
0& ����� *�$ � ���!"!��#!� "��0 ������! � �� -�$) ����0���
) ��-��?!�
0�-$ !�

1��-�� �?!0 ���,� �& ,�� '��!���!����� ������% ������ g ��-��?!� �� ���%��% 0��� -��
0���0�& - � �����
) ����������$/�!� ��,�!  �?�� �� ���0�% s+ t = 2&  !�� ,�� �.� �(���$�



	�G ���� ����4��

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��-��?!� �� *�� 0���0 xy. ��.-� � ��0��*/  !��%�
) +�0�� ����-!��� � C2 5�����
� '��!��(
�!����
 �����!�� *�� ���-���� ��!% 5D�	66 �(���$/ ������ 0�?�� ��!����! � �!-$ x2+y2. 1�
�����0� � ����,��% ����-� ������! 5�0� 2D& ��+-� �36& ����% ������ �$-�� RZ3Z3('��!�� �����
����% �(���$��

1��-�� �?!0 �����*& ,�� �(���$� '��!���!����� ������.� ������ g ��-��?!� ����� �-!�
0���0 ������! �& ��!,�0 �� *�� �� �-��% ����0����% 5��+ �.���!,��!� �������! 0�?�� �,!(
���*& ,�� '�� 0���0 y2). C���0���!0 � R

2
(s,t) ���0$/ s+ t = 2, ���)�-��$/ ,���+ ��,�! (0, 2) !

(2, 0). H$-�0 ������,!���* '�$ ���0$/ ����!� ,�����% ���� �! ����$. ��,�! (0, 2) -� ��) ���&
���� �� ��% �� �������� -�$.!� ��,�!& ����������$/�!� 0���0�0 ������ g. 7�� 0�?�� �
�*
 !�� ��,�� �!-� (3k+2, 0), k ∈ N,  !�� ��,�� �!-� (3l+1, 1), l ∈ N 5� ��� �-��0 � $,�� �� ��%
?� ���0�% �$-��  �?��* ! ��,�� (6l+2, 0), ���?� ����������$/��� '��!���!�����0$ 0���0$6�
� ���!) � $,��) � ��0��*/ '��!���!�����% +�0��
 ����-!��� � C

2 0�?�� -��!�*�� ��.�& ,��
!+ 0���0��& ����������$/�!) ��,��0 �� ���0�%& ������ g �$-�� ��-��?��* �� *�� 0���0
 y2

! x3k+2, ��!,�0 � �-!�!,�
0! ��'""!#!����0! 5�� �����0 � $,�� �$?�� �+��* k = 2l6� ��.-�&
�� �����0� � ����,��% ����-� ������!& ������ g �$-�� RZ3Z3('��!�� ����� �����$ y2 + x3k+2.
�� ! ?� ��! �������� ���0�% �� ��* -� .��!+���� *��.� �� �?��!� 0
 �� ������!0 ��,��&
����������$/�!) 0���0�0 ������ g, �� '��� ������ �$-�� !0��* �!- y2 · f(x, y), .-� f @ 0��.�(
, �� � ���$ ��
0 �����-�
0 , ���0& !����!����
% �����!�� *�� �����.� !+ ���-���� ��!%
5D�	6� ��.-� � ��0��*/ '��!���!�����% +�0��
 ����0���
) x̃ = x, ỹ = y

√
f(x, y) ������ g

��!��-!��� � �!-$ ỹ2. �� 0� �� ����������* ����.� ������ � ������������ r(���$% '��!��(
�!����
) ������� �$-�� ���������*�� �� ���0! ���!��0! ������� y2 + x3k+2, .-� k � r−2

3 , !
�� !,����� ���!) ���!� �$-�� ���.���!,���� ��+������* ��! r → ∞. F��,!�& � '��0 � $,��
������ g �� �$-�� '��!���!����� �����
0�

���!0 ����+�0&  /��% ������ g : (C2, 0) → (C, 0)& '��!���!����� ������% �����!�� *��
���-���� ��!% 5D�	6& RZ3Z3('��!�� ����� �-��0$ !+ ������� 5D��6� ��?-
% !+ ������� 5D��6
��0 �� ����� '��!���!����� �����
08 �.� 0� �� ����������* � ������������ r(���$% '��!��(
�!����
) ������� ��! r � 3k + 2 ����������  !4* ����,��� ,!� � ���!� 5'�� ���!�
 �������
A3l+2, 0 � l � k). :�0��!0 ���?�& ,�� �����! A3k+2 � ��+ !,�
0! k ������� ��'��!�� ����
8
'�� � �-$��& ����!0��& !+ ��.�& ,�� $ �!) �� !,����� ,!� � �! ���� 5�0�& ����!0��& 2�36� �

7,5�-,��� ." ��� �.!,�
% ��+$ *��� !0��� 0���� - � ���-���� ��!%

σ · (x, y) =
(
exp

(
4πi

3

)
x, exp

(
4πi

3

)
y

)
; σ · z = exp

(
2πi

3

)
z

(σ ∈ Z3@ �����!,����� ����+$/���& x, y, z ∈ C).

7��� ��+$ *��� �� $,����� !+ ���-
-$��.� �
����0 -�$.�% ����+$/��% � .�$��� Z3�

34536$ 7589�:8;�<
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�
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��
�����% XPMRRGfXMHGFN FZ RGNWYPMIGHGOR� RG1ePO RGNWYPMIGHGOR� WIFYe MXHGFN� OnYG0MIGMNH ZYNXHGFNR!

Lod% )B_*,

KO XFNRGTOI HVO eIFpPO1 FZ XPMRRGfXMHGFN FZ ZYNXHGFN WOI1R (Cn, 0) → (C, 0) HVMH MIO OnYG0MIGMNH RG1ePO
qGHV IOReOXH HF 0MIGFYR IOeIORONHMHGFNR FZ M fNGHO X]XPGX WIFYe Zm� m � 3� FN Cn MNT C Ye HF OnYG0MIGMNH
MYHF1FIeVGR1R FZ Cn! (N HVO XMRO FZ 1MHXVGNW RXMPMI MXHGFNR FZ HVO WIFYe GH GR RVFqN HVMH ZFI n � 2 HVOIO
OmGRH NF OnYG0MIGMNH RG1ePO ZYNXHGFN WOI1R! UVGR IORYPH GR WONOIMPGJOT HF HVO XMROR qVOIO HVO WIFYe MXHGFN GN
RO0OIMP 0MIGMpPOR GN C

n XFGNXGTOR qGHV HVO MXHGFN FZ HVO WIFYe FN C! (N MTTGHGFN� GH GR RVFqN HVMH GN HVO XMRO
FZ NFN�1MHXVGNW RXMPMI MXHGFNR FZ Z3 FN C2 MNT FN C MN] OnYG0MIGMNH RG1ePO ZYNXHGFN WOI1 GR OnYG0MPONH HF
FNO FZ HVO WOI1R A3k+1� k ∈ Z�0!

QkrkQkbdko

)! cINFPsT ^!(! bFI1MP ZFI1R FZ ZYNXHGFNR NOMI TOWONOIMHO XIGHGXMP eFGNHR� HVO KO]P WIFYeR FZ Ak� Dk� Ek

MNT tMWIMNWGMN RGNWYPMIGHGOR� ������ ����� ������ )@.+� 0FP! 2� NF! B� ee! +,BC+.+!
+! cINFPsT ^!(! dIGHGXMP eFGNHR FZ ZYNXHGFNR FN M 1MNGZFPT qGHV pFYNTMI]� HVO RG1ePO tGO WIFYeR Bk� Ck� MNT
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