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x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ Z, x ∈ R
n, (1)

� ����	 ������	�� ������	� A(·) � ����� ��	����� �������	�	� �
����� λ1(A) � . . . � λn(A)�
�������	�� �
����� ����	�� ��� ��������
 ������������ 	��� ��
 �� ��� ε > 0 ���	��
 ��!
��	 δ > 0� ��� ��
 ��
��� ����	 ������	�� � N n × n!������� R(·)� �����	����
�"	� ��	�	
supm∈N ‖R(m)−E‖ < δ� ��
 ������ ��	���� �������	�	� �
����� λ1(AR) � . . . � λn(AR) �����"	!
�� ����	��

z(m+ 1) = A(m)R(m)z(m), m ∈ Z, x ∈ R
n,

�����	����� 	���	���� maxj=1,...,n |λj(A)− λj(AR)| < ε� # �� ��	 ������	 ����	� ����	�� ���� ���
� 	����������� �������	�
�� �
������
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����� R
n � ������ � �! ��!"#��� !"$%�!# ��� n � &����! �"##%  !� # !%�! �"#'

#% ("$�� % e1, . . . , en � ��"#�"!�# ) # !% ) ‖ · ‖. *�!�$ R
n×n (���%  ( $#"+"�� �! ��!"#��� 

��,�����##- %"�!�. !"$%�!# ��� n × n � �����!"��# ) # !% )/ �� ��  ��!"� !# ) # !% )/
�#��.�!��% ) � R

n×n ������ � ) # !% ) � R
n0 E ∈ R

n×n � ���#�+#"1 %"�!�."� ��1 �! �$'
� ��# ) &�#�.�� F : N → R

n×n � � 2�% ‖F‖∞ = supm∈N ‖F (m)‖�
�# 2���� ���- �� !1� +�##- � � $!"��"#�3 #"( ! � �$ n ��,�����##- +���� (���%

 ( $#"+"�� R
n
�� ��1 �! �$� ��# 4 #"( !" μ =

(
μ1, . . . , μn

) ∈ R
n
� � �3( 4 ε > 0 � � 2�%

Oε(μ)
.
=
{
ν =

(
ν1, . . . , νn

) ∈ R
n
� : |μj − νj | < ε ∀j = 1, . . . , n

}
,

� ���� Oε(μ) � 5� ε' �!���# ��� #"( !" μ � %# 2����� R
n
��

6�# �#%  (7��� % ������ �"#�) 1��1���1 ��#�)#"1  �# ! �#"1 �����%" � ����!��#%
�!�%�#�%

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
n. 8	9

:���% �!��� �"4"��/ +� %"�!�." � 5&&�.��#� � A : N → R
n×n �����% 8	9 ������ ���	�
���

�	 ;	</ � ���� �!� �"2� % m ∈ N ��,������� A−1(m)/ � #")����1 �"� � c > 0/ +� 

‖A‖∞ + ‖A−1‖∞ � c.

="%���%/ +� 

‖A‖∞ + ‖A−1‖∞ � ‖A(1)‖ + ‖A−1(1)‖ � ‖A(1)‖ + ‖A(1)‖−1 � 2,

� 5� %� c � 2�
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�
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����� X(m, s) � %"�!�." � ?� �����% 8	9/ � ���� �"� �  � (!"2�#�� X : N×N → R
n×n/

+� ��1 �"2� 4 !�?�#�1 x(·) 5� ) �����% �%��� %��� !"��#��� 

x(m) = X(m, s)x(s) ��1 ���- m ∈ N, s ∈ N.

� 4�" ;�/ �� 	@A	B<

X(m, s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
m−1∏
l=s

A(l) �!� m > s,

E �!� m = s,
X−1(s,m) �!� m < s.

=���� � ��3�� #�2� � �"4"�%
m−1∏
l=s

A(l) = A(m− 1)A(m − 2) · . . . · A(s)/ � ���� %"�!�. ��!�'

%# 2"3��1 � � !1��� �(�"#�1 �#����"�

��1 �! �$� ��# 4 #��!���"��# 4 !�?�#�1 x(·) �����% 8	9  �!�����% �4 ��	�	����

�������	 !"��#��� %

λ[x]
.
= lim

m→∞m−1 ln ‖x(m)‖

�  ( $#"+�% +�!�$ Λ ����� ��	�	����� �������	 �����% 8	9/ � ���� %# 2���� ���- λ ∈ R/
��1 �"2� 4 �$ � � !- ��,������� #��!���"��# � !�?�#�� x(·) �����% 8	9 � � �"$"����% λ�
�$����# ;�/ �� �	A��</ +� %# 2���� Λ � �� �� #� ( ��� +�% �$ n !"$��+#- +���� � !"�� '
� 2�# #"  �!�$�� [− ln c, ln c]� ����� Λ = {Λ1, . . . ,Λp}/ 4�� Λ1 < . . . < Λp/ p � n� � �"$"����
C1��# �" �!���"��# 4 !�?�#�1 �����% 8	9 � �"4"�% !"�#% −∞�

��1 �"2� 4 j ∈ {1, . . . , p} !"��% �!�% %# 2���� Ej ���- !�?�#�) �����% 8	9/ � �"$"'
���� � � !- #� �!�� �- �1� Λj � �# 2���� E0 �+��"�% � �� 1,�% �$ �!���"��# 4 !�?�#�1
�����% 8	9� � 4�" ;�/ �� �B< �"2� � �$ %# 2���� Ej 1��1���1 ��#�)#% � ��! ��!"#��� %/
�%�3� %��� ��! 4�� �� 2�#�1 E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Ep � #�!"��#���"

0 = dimE0 < dimE1 < . . . < dimEp = n.

� � 2�%

nj = dimEj − dimEj−1, j = 1, . . . , p.

>"$ ��% nj �	������� � �"$"���1 Λj � 6�%���%/ +� n1 + . . . + np = n� >"( ! n +����
Λ1, . . . ,Λ1, . . . ,Λp, . . . ,Λp/ 4�� �"2� � Λj � �� !1���1 nj !"$/ #"$�"���1 ������ ������� ���

	�	����� �������	 ;�/ �� ��< �����% 8	9� � �"��#�)?�% (���%  ( $#"+"�� �4 

λ(A) =
(
λ1(A), . . . , λn(A)

)
,

�+��"1 �!� 5� %/ +� λ1(A) � λ2(A) � . . . � λn(A)� �"��%  (!"$ %/ λ(A) ∈ R
n
��

��1 �����% 8	9 !"��% �!�% � $%�,�##�3 �����%�

z(m+ 1) = A(m)R(m)z(m), m ∈ N, z ∈ R
n. 8�9

�"�!�.� R(·) (���% #"$�"�� �����
��
	�
���� ��������
�� �����% 8	9/ " �"%� �����'
%� 8�9 � �����
��
	�
��� ����������� �  �# ?�#�3 � �����%� 8	9� >"� (���� �#��!�� '
�"�� � �! �  � ����#�� � �"$"����) C1��# �" �����% 8�9 � � ��)�����% � $%�,�#�) R(·)�
6�%���%/ +� ���� %"�!�." A(·)R(·) 5� ) �����% �� �#�  4!"#�+�#"/ � �� � �#) �����! � '
�"$"����) C1��# �" � �� �� �$ n +����� �"� �"� � ��� ��3 %"�!�." A(·) �� �#�  4!"#�+�#"/
� �!�- ��% � �����3,�%�  �!�����#�3�


���������� � 8�%� ;@<9� ����������"���# � � $%�,�#�� R(·) (���% #"$�"�� ������
�

���/ ���� %"�!�." R(·) �� �#�  4!"#�+�#" #" N�



�!�%�! ��#�)# ) ����!��# ) �����% � #���� )+��%� � �"$"���1%� C1��# �" 	�	

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�# 2���� ���- � �����%- %���������"���#- � $%�,�#�) �����% 8	9 (���%  ( $#"'
+"�� R� � �%# 2���� %# 2����" R/ � �� 1,�� �$ � $%�,�#�)/ �� ����� !13,�-  .�#��
‖R(·)− E‖∞ < δ � �! �$� ��#% δ > 0/  ( $#"+�% Rδ�

����� λ(AR) =
(
λ1(AR), . . . , λn(AR)

) ∈ R
n
� � � �#) �����! � �"$"����) C1��# �" � ��'

���% %���������"���# � $%�,�## ) �����% 8�9�


���������� � 8�%� ;@<9� � �"$"���� C1��# �" �����% 8	9 #"$�"3��1 ������
���
/ ��'
�� ��1 �3( 4 ε > 0 ��,������� �"� � δ > 0/ +� ��1 �3( 4 � $%�,�#�1 R(·) ∈ Rδ �� �#�# 
���3+�#�� λ(AR) ∈ Oε

(
λ(A)

)
�

6�%���%/ +� �����### � � #1��� 1��1���1 ��!�# � % #" �����% � ����!��#% �!�%�#�%
"#"� 4�+# 4 � #1��1 ��1 �����% � #��!�!�#% �!�%�#�% ;�/
</ # ��1 �����% � #��!�!�#%
�!�%�#�% !"��%"�!��"3��1 "������#� � $%�,�#�1 %"�!�. � 5&&�.��#� � �����%� ����
"������#) � �- � �!�%�#��� � �����%� 8	9/ � � ��+�% �����3,��  �!�����#�1�


���������� � 8�%� ;@<9� D����%"

z(m+ 1) =
(
A(m) +Q(m)

)
z(m), m ∈ N, z ∈ R

n, 8@9

#"$�"���1 	��
�
��� ����������� �  �# ?�#�3 � �����%� 8	9� �"�!�." Q(·) �!� 5� % #"'
$�"���1 	��
�
���� ��������
�� �����% 8	9� �������# � � $%�,�#�� Q(·) #"$�"���1 ���

����
��� ��1 �����% 8	9/ ���� %"�!�." A(·) +Q(·) �� �#�  4!"#�+�#" #" N�

� �#) �����! � �"$"����) C1��# �" �! �$� ��# ) � �����% "������# � $%�,�## )
�����% 8@9  ( $#"+"�%

λ(A+Q) =
(
λ1(A+Q), . . . , λn(A+Q)

) ∈ R
n
�.

����� Q � %# 2���� ���- � �����%- ��1 �����% 8	9 "������#- � $%�,�#�)0 Qδ �
� �%# 2���� %# 2����" Q/ � �� 1,�� �$ � $%�,�#�) Q(·)/ ��1 � � !- ‖Q‖∞ < δ�


����������  8�%� ;@/ B<9� � �"$"���� C1��# �" �����% 8	9 #"$�"3��1 ������
���
/
���� ��1 �3( 4 ε > 0 ��,������� �"� � δ > 0/ +� ��1 �3( 4 � $%�,�#�1 Q(·) ∈ Qδ �� �#�# 
���3+�#�� λ(A+Q) ∈ Oε

(
λ(A)

)
�

��!��"# �$ ���������
� 2 
 4 ��
�	�������

�  � " $ " � � � � � � �  ����"�� �$ ;@/ ��%%" �<�
E&&��� #���� )+�� ��� � �"$"����) C1��# �" �!� %"�- "������#- � $%�,�#�1- %"�'

!�. � 5&&�.��#� � ��#�)# ) �����% � #��!�!�#% �!�%�#�% (� ���"# ���# 6���!! # %
� !"( �� ;�< 8�%� �"�2� ;
/ �� �@A�B</ ;F/ �� 	�BA	��<9� >�2� #"  �# �"#�� �!�%�!" ��!! #" �����'
% � #��!�!�#% �!�%�#�% � #���� )+��%� � �"$"���1%� C1��# �" �� #��!��! �"# �  �'
�������3,�) �!�%�! �����% � ����!��#% �!�%�#�%/ �!� 5� % � $%�,�#�� %"�!�. � 5&'
&�.��#� � �����% 8	9 � ��! �# %���������"���#%�

���"�� �$ G"��% �!�% �����%� �� ! 4 � !1��"

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ N, x ∈ R
2, 8B9

� %"�!�.�) � 5&&�.��#� �

A(m) =

(
e−a 0

0 e(m+1) sin ln(m+1)−m sin lnm−2a

)
,

4�� �"!"%��! a �!�#"���2�� �#��!�"�� (0, 1)�



	�� ��>� :"#,�� �"

���������� ��	
� �� �
� ��� �

G"��% �!�% !�?�#�1 x1(·) � x2(·) �����% 8B9/ �� ����� !13,�� #"+"��#% ��� ��1%

xj(1) = ej , j = 1, 2.

� 4�" �!� ���- m > 1

x1(m) = X(m, 1)e1 =

m−1∏
l=1

A(l)e1 =

m−1∏
l=1

e−ae1 =

(
e−a(m−1)

0

)
,

x2(m) = X(m, 1)e2 =

m−1∏
l=1

A(l)e2 =

m−1∏
l=1

e(l+1) sin ln(l+1)−l sin ln l−2ae2 =

(
0

em sin lnm−2a(m−1)

)
.

�+���11 -"!"���!����+����� � �"$"���� C1��# �" !�?�#�) x1(·) � x2(·)/ � ��+�%

λ[x1] = lim
m→∞

1

m
ln
∣∣∣e−a(m−1)

∣∣∣ = −a,

λ[x2] = lim
m→∞

1

m
ln
∣∣∣em sin lnm−2a(m−1)

∣∣∣ =
= lim

m→∞
m sin lnm− 2a(m− 1)

m
= lim

m→∞ sin lnm+ lim
m→∞

−2a(m− 1)

m
= lim

m→∞ sin lnm− 2a.

��1 �+����#�1 lim
m→∞ sin lnm !"��% �!�% � ���� �"����# ��� tk = e(2k+1/2)π � mk = [tk] + 1/

k ∈ N� � 4�"

1 � lim
m→∞ sin lnm � lim

k→∞
sin lnmk = lim

k→∞
sin
(
ln tk + ln(mk/tk)

)
=

= lim
k→∞

(
sin ln tk cos ln(mk/tk) + cos ln tk sin ln(mk/tk)

)
= lim

k→∞
cos ln(mk/tk) =

= lim
k→∞

cos ln(mk/tk) = cos ln
(
lim
k→∞

mk/tk
)
= cos ln 1 = 1.

�"��%  (!"$ %/ lim
m→∞ sin lnm = 1/ � λ[x2] = 1− 2a�

�$ ��� ��1 a < 1 ����"��/ +� λ[x1] < λ[x2], � 5� %� � �#) �����! � �"$"����) C1��# �"
�����% 8B9 � �� �� �$ +����

λ1(A) = λ[x1] = −a, λ2(A) = λ[x2] = 1− 2a.

�����% � !"��% �!�#�� &�#�.�3

ϕ(t) = e−t sin ln t, t � 1.

� 4�" %"�!�.� A(·) �����% 8B9 % 2# $"���"�� � ����

A(m) =

(
e−a 0

0 ϕ(m)e−2a

ϕ(m+1)

)
.

="&����!��% �! �$� ��# � γ > 0 � !"��% �!�% %���������"���# � � $%�,�#��

R(m) = {rij(m)}2i,j=1 =

⎛⎝ 1 0

γ e−am

ϕ(m)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ 1

⎞⎠. 8�9

� �"2�%/ +�  # 1��1���1 � �����%%� ��1 5� 4 !"��% �!�% �� )���" &�#�.��

f(t) = t sin ln t, t � 1.



�!�%�! ��#�)# ) ����!��# ) �����% � #���� )+��%� � �"$"���1%� C1��# �" 	�@

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�"� �"� ∣∣f ′(t)∣∣ = |sin ln t+ cos ln t| = ∣∣√2 sin
(
ln t+ π/4

)∣∣ � √
2, t � 1,

� ��1 ���- m ∈ N � τ̂ ∈ [m,m+ 1], � ���� �� !�% C"4!"#2"/ �� �#�# #�!"��#��� 

|f(m)− f(τ̂)| = |m sin lnm− τ̂ sin ln τ̂ | � max
t∈[m,m+1]

|f ′(t)| · |m− τ̂ | �
√
2.

� �� ��$��%�1 � ��+�##% !�$����"� % ��1  .�#�� ����+�# 1
ϕ(m)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ. � ����

�� !�%  �!��#�% ��1  �!�����## 4 �#��4!"�" #")����1 τ̂ ∈ [m,m+ 1] �"� �/ +� ∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ = ϕ(τ̂ ),

� 5� %�

1

ϕ(m)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ =

ϕ(τ̂ )

ϕ(m)
= em sin lnm−τ̂ sin ln τ̂ = ef(m)−f(τ̂ ) � e|f(m)−f(τ̂ )| � e

√
2.

�$ #�!"��#���"/ ��1$�"3,�4 �����!"��#�3 � %"���%"��#�3 �� �(. ��3 # !%� %"�!�. ;�/
�� @�F</ � ��+"�%

‖R(m)‖ �
√
2
(
1 + |r21(m)|) = √

2
(
1 + γ

e−am

ϕ(m)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ

)
�

�
√
2
(
1 + γe−ame

√
2
)
�

√
2
(
1 + γe

√
2
)
, m ∈ N.

>�� �!������## ) �! ��!� ) �(�2�"�%�1/ +� ‖R−1(m)‖ = ‖R(m)‖� D��� �"����# / �(!"##"1
&�#�.�1R(·) 1��1���1 �� �#�  4!"#�+�## ) � � 5� %� �!�#"���2�� %# 2����� R � �����%-
%���������"���#- � $%�,�#�)�

�"���/

‖R(m)− E‖ = γ
e−am

ϕ(m)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ � γe−ame

√
2 � γe−a+

√
2, m ∈ N.

="%���%/ +� ���� γ < δea−
√
2/ � ‖R(·)− E‖∞ < δ/ � ���� R(·) ∈ Rδ�

G"��% �!�% � �����% %���������"���#�3 � $%�,�##�3 �  �# ?�#�3 � 8B9 �����%�

y(m+ 1) = A(m)R(m)y(m), m ∈ N, y ∈ R
2. 8
9

�"�!�." � 5&&�.��#� � 5� ) �����% �%��� ���

A(m)R(m) =

⎛⎝ e−a 0

γ e−am−2a

ϕ(m+1)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ ϕ(m)e−2a

ϕ(m+1)

⎞⎠.
����� Y (m, s) � %"�!�." � ?� �����% 8
9� � 4�" ��1 �"2� 4 !�?�#�1 y(·) 5� ) �����%

� �! �$� ��# 4 m ∈ N

y(m+ 1) = Y (m+ 1, 1)y(1) =
m∏
l=1

A(l)R(l)y(1) =

= A(m)R(m)A(m − 1)R(m− 1) . . . A(2)R(2)A(1)R(1)y(1) =

=

⎛⎝ e−a 0

γ e−am−2a

ϕ(m+1)

∫ m+1

m
ϕ(τ) dτ ϕ(m)e−2a

ϕ(m+1)

⎞⎠⎛⎝ e−a 0

γ e−a(m−1)−2a

ϕ(m)

∫ m

m−1
ϕ(τ) dτ ϕ(m−1)e−2a

ϕ(m)

⎞⎠ . . .



	�B ��>� :"#,�� �"

���������� ��	
� �� �
� ��� �

. . .

⎛⎝ e−a 0

γ e−a−2a

ϕ(2)

∫ 2

1
ϕ(τ) dτ ϕ(1)e−2a

ϕ(2)

⎞⎠ y(1) =

⎛⎝ e−ma 0

γ e−(2m+1)a

ϕ(m+1)

∫ m+1

1
ϕ(τ) dτ e−2ma

ϕ(m+1)

⎞⎠ y(1).

D��� �"����# / !�?�#�1 �����% 8
9 � #"+"��#%� ��� ��1%� y1(1) = e1/ y
2(1) = e2 �%�3�

���

y1(m) =

(
y11(m)
y12(m)

)
=

⎛⎝ e−a(m−1)

γ e−(2m−1)a

ϕ(m)

∫ m

1
ϕ(τ) dτ

⎞⎠, y2(m) =

(
y21(m)
y22(m)

)
=

(
0

e−2(m−1)a

ϕ(m)

)
.

="%���%/ +� y2(m) ≡ x2(m)/ � 5� %�

λ[y2] = λ[x2] = 1− 2a.

>")��% � �"$"���� C1��# �" !�?�#�1 y1(·)� D 5� ) .���3 !"��% �!�% &�#�.�3

ψ(t) =
e−2at

ϕ(t)

∫ t

1
ϕ(τ) dτ, t � 1.

�# �� � $�%�% � ���� �"����# ���

tk
.
= e(2k+1/2)π, mk

.
= [tk] + 1, k ∈ N.

� 4�"
ϕ(tk) = e−tk sin ln tk = e−tk .

6�%���%/ +� ϕ(τ) > 0 �!� ���- τ � 1 � [tke
−π, tke

−2π/3] ⊂ [1, tk] ⊂ [1,mk)/ � 5� %�∫ mk

1
ϕ(τ) dτ >

∫ tk

1
ϕ(τ) dτ >

∫ tke
−2π/3

tke−π

ϕ(τ) dτ � tk

(
e−2π/3 − e−π

)
min

τ∈[tke−π,tke−2π/3]
ϕ(τ).

>")��% %�#�%"��# � $#"+�#�� &�#�.�� ϕ(·) #"  �!�$��

Jk
.
= [tke

−π, tke
−2π/3] = [e(2k−1/2)π , e(2k−1/6)π ].

�"� �"�
ϕ′(t) = −e−t sin ln t(sin ln t+ cos ln t) = −

√
2e−t sin ln t sin(ln t+ π/4), 8�9

�  �!�$ � Jk � ��!2�� ���#����##�3 �!���+����3 � +�� e(2k−1/4)π &�#�.�� ϕ(·)/ � � � ! )
�! �$� �#"1 &�#�.�� %�#1�� $#"� � H+I #" H−I� D��� �"����# / %�#�%"��# � $#"+�#�� &�#�'
.�� � ���4"���1 #"  �# % �$ � #. �  �!�$�" Jk� D!"�#��"1 $#"+�#�1 &�#�.�� ϕ(·) #" � #."-
 �!�$�"/ � ��+"�%/ +� 5� %�#�%"��# � $#"+�#�� � ���4"���1 � ��� % � #.� τk

.
= e(2k−1/2)π /

�!� 5� %
min
t∈Jk

ϕ(t) = ϕ(τk) = eτk = etke
−π
.

� 4�" ∫ mk

1
ϕ(τ) dτ > tk

(
e−2π/3 − e−π

)
etke

−π
.

�$ !"��#���" 8�9 � ��+"�%/ +� &�#�.�1 ϕ(·) �(�"�� #"  �!�$��
[
e(2k−1/4)π , e(2k+3/4)π

]
/ � '

� !) � ��!2�� � ��(�  �!�$ � [tk,mk]/ � 5� %� ϕ(tk) > ϕ(mk)� �! %� � 4 / mk � tk + 1�
D��� �"����# /

ψ(mk) =
e−2amk

ϕ(mk)

∫ mk

1
ϕ(τ) dτ >

e−2a(tk+1)

ϕ(tk)

∫ mk

1
ϕ(τ) dτ =

=
e−2a(tk+1)

e−tk

∫ mk

1
ϕ(τ) dτ > e−2ae(1−2a)tk tk

(
e−2π/3 − e−π

)
etke

−π
=



�!�%�! ��#�)# ) ����!��# ) �����% � #���� )+��%� � �"$"���1%� C1��# �" 	��

���������� ��	
� �� �
� ��� �

= e−2atk

(
e−2π/3 − e−π

)
e(1−2a+e−π)tk .

� 4�"

y12(mk) = γeaψ(mk) > γe−atk

(
e−2π/3 − e−π

)
e(1−2a+e−π)tk ,

� 5� %�
λ[y1] � λ[y12 ] � lim

k→∞
m−1

k ln |y12(mk)| �

� lim
k→∞

ln tk +
(
1− 2a+ e−π

)
tk

mk
= lim

k→∞
ln tk +

(
1− 2a+ e−π

)
tk

tk
· tk
mk

= 1− 2a+ e−π.

D��� �"����# / � �#) �����! � �"$"����) C1��# �" λ(AR) � $%�,�## ) �����% 8
9 � �� ��
�$ +����

λ1(AR) = λ[y2] = 1− 2a, λ2(AR) = λ[y1] � 1− 2a+ e−π,

" �����! λ(A) #�� $%�,�## ) �����% 8B9 � �$ +����

λ1(A) = λ[x1] = −a, λ2(A) = λ[x2] = 1− 2a.

� $�%�% ε = (1 − a)/2 > 0� ��1 �3( 4 δ > 0 #")����1 � �����% � %���������"���# �

� $%�,�#�� R(·) ∈ Rδ ���" 8�9/ 4�� γ < δea−
√
2/ �"� �/ +� 

|λ1(AR)− λ1(A)| = λ1(AR)− λ1(A) = 1− 2a+ a = 1− a > ε.

D��� �"����# / λ(AR) 
∈ Oε

(
λ(A)

)
� E�  $#"+"��/ +� � �"$"���� C1��# �" �����% 8B9

#���� )+���

3�4356 �478�97:�;
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B� IJKLMNO P� QRLSTLUVSNKM SWRKLX YKL ZXV[TMK0 R\[KMRMS] KY ^N]_LRSR `NMRVL ]X]SR1]� aLVObKc$ Pde
fMN0RL]NSX KY g_NRM_R VM^ hR_WMK`KiX QLR]]� +*�+� ��* [�
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�������$ ^N]_LRSR SN1R!0VLXNMi `NMRVL ]X]SR1� ZXV[TMK0 R\[KMRMS]� [RLSTLUVSNKM] KY _KRu_NRMS]�

kgI$ -@P*2� -@P-*

vR _KM]N^RL V ^N]_LRSR SN1R!0VLXNMi `NMRVL ]X]SR1

x(m+ 1) = A(m)x(m), m ∈ Z, x ∈ R
n, (1)

cWRLR A(·) N] _K1[`RSR`X UKTM^R^ KM N� N�R�� supm∈N

(‖A(m)‖ + ‖A−1(m)‖) < ∞� ZRS λ1(A) � . . . � λn(A)
UR SWR ZXV[TMK0 ][R_SLT1 KY SWR ]X]SR1 ���� )S N] _V``R^ ]SVU`R NY YKL VMX ε > 0 SWRLR R\N]S] V δ > 0 ]T_W SWVS
YKL R0RLX _K1[`RSR`X UKTM^R^ n× n!1VSLN\ R(·)� supm∈N ‖R(m)− E‖ < δ� SWR NMRwTV`NSX

max
j=1,...,n

|λj(A)− λj(AR)| < ε

WK`^]� vR _KM]SLT_S VM R\V1[`R KY SWR ]X]SR1 ��� cNSW TM]SVU`R ZXV[TMK0 ][R_SLT1�

xsysxszIsg

�� 'R1N^K0N_W {�m� (M V _LNSRLNKM KY ]SVUN`NSX YKL ^NjRLRM_R RwTVSNKM]� ������ ������� �@2@� 0K`� ,� MK� .�
[[� �+B.C�+,, �NM xT]]NVM��

+� dVN]WTM )�{� ������ � ��������� �������� �'N]_LRSR!SN1R ]X]SR1]�� kNM]O$ )M]SNSTSR KY kVSWR1VSN_]
KY SWR zVSNKMV` P_V^R1X KY g_NRM_R] KY mR`VLT]� +**�� B** [�

-� mVM]W_WNOK0V )�z�� QK[K0V g�z� (M SWR ][R_SLV` ]RS KY V `NMRVL ^N]_LRSR ]X]SR1 cNSW ]SVU`R ZXV[TMK0
R\[KMRMS]� ������ ��� ��� ����� !��� !��"� ���#$ �� %� ��� +*�2� 0K`� +2� MK� �� [[� �,C+2 �NM xT]]NVM��

B� IJKLMNO P� &��� �'����� �"��� (�� )�# ��� �*#������ �( ���+���� ,����� ������� aLVObKc$ Pde fMN!
0RL]NSX KY g_NRM_R VM^ hR_WMK`KiX QLR]]� +*�+� ��* [�

,� )JKUK0 z�P� ZNMRVL ]X]SR1] KY KL^NMVLX ^NjRLRMSNV` RwTVSNKM]� -� ���, �( ������ !��"�����+�� �@.2� 0K`� ,�
N]]TR �� [[� B2C@2�

2� )JKUK0 z�P� �������� � ����� #���.���,�� )�# ���� �)MSLK^T_SNKM SK SWR SWRKLX KY ZXV[TMK0 R\[KMRMS]��
kNM]O$ mR`VLT]NVM gSVSR fMN0RL]NSX� +**2� -�@ [�

.� QRLLKM (� 'NR (L^MTMi]JVW`RM `NMRVLRL 'NjRLRMSNV`i`RN_WTMi]]X]SR1R� !��"� /�� �@-*� U^� -�� ]� .BnC.22
�NM dRL1VM��

n� P^LNVMK0V Z�|V� �������� � ����� ,������" ������ �����������,$��"  �������� �)MSLK^T_SNKM SK SWR
SWRKLX KY `NMRVL ]X]SR1] KY ^NjRLRMSNV` RwTVSNKM]�� gS� QRSRL]UTLi$ gVNMS QRSRL]UTLi gSVSR fMN0RL]NSX�
�@@+� +B* [�

@� eKLM x�P�� }KWM]KM I�x� !����* ���,���� IV1ULN^iR$ IV1ULN^iR fMN0RL]NSX QLR]]� �@n2� hLVM]`VSR^
TM^RL SWR SNS`R !����+"�� ���,�.� kK]_Kc$ kNL� �@n@� 2,, [�
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