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�������������� ��������� ������ ��� ������� ������!����" ���������# �������� �����
����!�$ � ��% �����&�'�� (���)����#���� ��� ��)����*)���"+ ,	-./ ��0�!���� "��"���" 1����
������� !�� ������!����� )������������ ���������2 ��� ����� )��� ���#�� � �����������3
���� �14������ ������� ��*�� ������# ����!���� '���!���� ��������� ��� �� ����� �����
���)�'������ �������������� ��������� ��� �5� )����� �� ��������" ����*����0� !���&
�������)������� ������"���� �����*)���"2 �����*)���� � ��� !�� ����63�� �14��� "��"��3
�" �����&�'��6 )����6 ������� ��*�� �1��)��# ���7��� 1��#7�6 ��0�!����6 ���*����#$ 
��"&����6 � ���0����!����� ���*����� ��������� � �������'�6 ,�/� 8�� �������" ��� )�*�
���� �0����!��#�" ��!������"�� �0����!����6 ���*������


 �����"5�6 ��1��� �� ������ ������� �������������0� ��������" ������ ��0���������3
0� � �15�����"���� �����1��� �����*)���6 ��� ������� �����#&�$��" �������)������� ���3
���"���� �����*)���" � ��������� ��)� 9��5�����$� ����� � � �  !�� )�" �$1�% � � � ���������
� � � :�

;��&������" )�" <��0� )������!�� ����������# �����&�'�� (��)����*)���" ���)����#3
����+ ������ � ������"% �������)�6����"� =�) �������)�6������ ��*�� �������# ���������3
��� (������� �������*���"+ <��% �����&�'�6 ��������� �% �� ���)��� ��"�����" �7�1���
����6 ��)%�) %���7� ��0�������" � ���1�����"�� ������!����6 �����&�'�� ��0)� ��������3
�����" �����&�'�" ������� ������!���� �����#&����" ��� ��7���� ��0������!����6 &�)�!� 
����*����6 <��6 �������6� ��0)� ������#��" �����&�'�" )��*�� ��)��*��# �������� (��3
����������+ ����� ������!����� �����#&������� �� ��"��� ��� <��� ������% �7�1��� >����
0��1���� ��������� ���������� ��� ����� ������!����� ��)%�)� �� ���1����"�
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A���" 1��#7�" ���*����# &)��# ���"��"���" ��� ������������ �����&�'�� �������'��
(B ⇒ C)� ���)�'�����" �����&�'�" ������� (B ⇒ C) ��)��&������� ��0����� ������3
1�����$5�6 �����&�'�$ ������� B � �����&�'�$ ������� C� ��0)� ������������ ����6
�����&�'�� )��*�� �����"�# � ���)4"������ ����63�� �����&�'�� ������� B � �����)�$5��
������������ ����!����0� ��&��#���� ������1���� �� � �����&�'�$ ������� C�

B��1� �&1�*��# 9�������: ��� ����6 ���'�)��� �������� �����&�'�" ������� (B ⇒ C)
� ����� ���)��0����� ���� ������ )��*�� ��)��*��# )���������#��$ 9)��0�����!����$:
���������� �������$5�$ ���)4"������$ �����&�'�$ B� =�� <��� !��1� �1��0!��# ��1���
<��6 ���������� �� ���)��0��� ��&��7��# �6 ���#&����#�" ������ )�" ����!����6 �����&�3
'�� B (!�� ��&������" )�" �������6 !���� �����&�'�� &����5���+�

����� ������������ ��*�� �!����# 9�����)�$5�� �������������: � ��� ������ !�� ���
������"���" ����� 9�������: ��1��� �������6 ���������� �����&�'�� )�" ��0� !��1� �'�3
���# 9&������������#: <��0� �������2 ���� �����&�'�" B ��������#��" �� �*�)��# ������#3
����� ����!����6 �& ��� �����&�'�� C �� ���)����

C����"5�" ��1��� D ���)��*���� ��1�� ������ ,�-@/�

� �� ����� !�! "#$%&'

>�)�� ������������# ��0�!����� ������� ��) ������% ����)���� ���)�'�����6 0�����3
����62
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E)��# ��0�!����� ��"&�� (FGHHIFJKLIM+ D ���4$��'�" )�&4$��'�" � �������'�"N ��������
(OPQHJKRISM+ D ����15����# � ��5����������N TSIUKFQJI LQSKQVWI FGHMJQHJ D ����������$5���"
���*����� ���� ���)������ ���)�����% ���������% � �������� ��������������� ��������'�"
� ���0���!��� D �!���)��� ���)�'������ �����5�����

E������ !�� � <��� "&��� ��� ����'���6� =�� *������ ����'���� ������� B ��*��
����&��# �������'��62

(B ⇒ Error),

0)� Error D ��������" ������� ������" )��*�� 1��# ��*��6�

� (� ��)* +��,���-

��" ����������'�� ������ ���)�� ���"��" &��!���6 � �% ������ ��%�)��� ���� (���*�3
����+ &��!���62

L D ��0�!����6 ��� �����"5�6 �& )��% &��!���6 � � 	N

U D ��������� (&��!���" ���������% � �������%+N

T (P ) D ��� �����&�'�6 (���)����#��� ��)����*)���6+ ��������% ������ � ���)������ P
(�� !�� ��*�� ���)4"���# � ��!����� �1��������" ������ ��)� P (c)N �������� �����*)����
�1 �&���������� 0����� ��)����*)����" ������������� ��*)� �% ���7�����+N

T ′(P ) D ��� �������)�6����6 (�������*���6+ ��������� �������� � ���)������ P (�� 
!�� ��*�� ���)4"���# )�" �����*���" ���)4"������6 �����&�'��N �������� � ���!�� � �����3
*)����� �1 �&���������� ��*�� ���&��# �� ���7��� ������������ ��*)� �������� ����3
7��� ���1�����" ���)4"��"���� � �&������&��+�

=���&��)��� ���� &��!���6 ����)��"$��" ���)�$5�� �1��&��� ���� �� �*� ����� ����
&��!���6 B � C �� ����)���� ���*� ���)�$5�� ����2

(B&C) = {(b, c) | b : B, c : C}, (B ∨ C) = {(0, b) | b : B} ∪ {(1, c) | c : C}, (B ⇒ C)
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D ����'�� � �1����#$ ����)�����" B � ���*������ &��!���6 C� ���� ��0������� ���0�3
������% ����'�6 ��� <��� ���)��"$��" �����'��6 ���4$��'��� C������� ��� )��%������6
����'�� � ��0�������� ����� B � C � &��!���"�� ���� D ����)��"���" ����*�����

((B&C)⇒ D).

��" ���%������6 ����'�� ��� 1�)�� &������ �������� ()�" ����)��������� ����������� ���3
1��+ ����*�����

(((B&C)&D)⇒W ).

����� 1�)�� ������������# ���#�� ��0������!���� &�)����� ����'��� >���� ��0� ��*��
�0����!��#�" ��0�������� �& ����0�3��1� ��1����������0� ������ �������� ��0�������� 
����" ��1��� ������% �0����!��� ���0�!����� �� )���� &����� ��%�)��% )����%�

=�� ������������ ��0������� ����)������% �� �14����% ��)��*�5�% ����'�� ��*��
�!����# !�� <�� ��0������ &�)�$��" � ��)� ��0������� � ��������� (�� �������� ,Y/+ � ��3
!����� ������% �����#&�$��" )����� ����'��� ���� <�� ����'�� � ���$ �!���)# ���*�
���$� ����'�����#��� ��0������ �� � ��!����� ������% ��*�� <��� �������� ���*� &�3
)����# ��0������ ������� ���*� ��0�� ����# ���� ������� � ��� )���� ()� 0��1��� ����6
���*������� �����'�� �������'�� � ����)������ ����+�

=�� <��� �����)�� ��)��*����# ���*������� �0����!���" ��������������0� ��1�����3
�����0� ������ �������� ���&����$ ��7� ����������#��$ �0����!������# ������� ��1���
(� �������� ���� <�� ���1%�)���+�

=�� ����% ������"% ��������������6 ����� ����'������� �1��)��� ���)�$5��� 9%���3
7���: ���6������ &�����������

�� ��% �&�#!�. #��#!���'.�# )#�!���#�# �

���� ����'�" f ����)��"���" �������6

f(x) = e,

0)� x D �����* ���������% � e D ����*���� ������������ �& �������� �����'�� ���������"
����")�!����6 ���� ((u,w)+ ���������6 ���� ����'�6 ��7�0� ������ � ���������% x ����
������% ������������ �1��&�� ��0�������� � ������ �����#&����% ����'�6 �� f ���*� ���3
��)��*�� ��7��� ������ � ��*�� ����# �����������$5�6 ���� =�����6 ������ D ����)������
����'�� f �������&�'��6 ����'�6 g � h2

f(x) = g(h(x)).

E)��# � ��!����� x ��*�� 1���# �� ���#�� �����*� ���������% �� � 1���� ���*��� ��������3
'�� �& ���������% �����'�� ���� � �������� � � 	� 
 �����)��� ���!�� ���1%�)��� &�)��#
�� �)�� ��������� f(x) = e � ������#�� �������� ��!������$5�% ��� ���1���'�� � � 	 )�"
�1����!���" ������� ����)�����" f � 
�� <�� ��������� )��*�� 1��# ��0�������� �� �����
���������% � ����'�6� C������� ����)������

f(0, x) = g(x), f(1, x) = h(x)

&�)��� ����'�$ f ���� ((B∨C)⇒ D) ���� ����'�" g ����� ��� (B ⇒ D) � ����'�" h �����
��� (C ⇒ D)�

/� �0%1��2+�% �&�#!�.�

���� ����'�" f �����)��*�� ��7��� ������ �� ��7��� ������ ���*� �����)��*��
� ����'�" g ����)��"���" �����������

g(x) = h : h(y) = f(x, y),

0)� x y D �����*� ���������%� ��� ����'�� g ����)��"���" ��� !��1� � �����)����%
&)��# ����*���"% ���� ��0������� ����'�6 1��� ��0��������� C������� ���� f ����� ���
((B&C)⇒ D) �� ����)������

g(x) = h : h(y) = f(x, y)
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&�)��� ����'�$ g ���� (B ⇒ (C ⇒ D))�

C� ����� )��� )�" )��#��67�% �����������6 )������!�� �����1����# ���#�� <�� )�� ���63
���� &���������� � �� ������������# ��� )����� ��0������!����% ����)�����6�

� 3� ��)* $��'�+�4�- � )$#���#��-!���- "#$%&'

��" ��*)�6 ������� B ����)��"$��" )�� ���� �������*)�$5�% �� �14�����2

- T (B) D ��� ��&��*��% �����&�'�6 (���)����#��� ��)����*)���6+ ������� BN

- T ′(B)D ��� ��&��*��% �������)�6����6 (�������*���6 ������+ ������� B�

8�� ���� ����)��"$��" �����)������ ��*� ������������

���� �����&�'�� ��������6 ������� � �� ����� ����)��"$��" ����������'��6� E�����3
���# �% 1�)�� ���)�$5�� �1��&��2

T (P (c)) = T (P ), T ′(P (c) = T ′(P ).

���4$��'�" �����&����" � ����������" �� !���"�2

T (B&C) = (T (B)&T (C)), T ′(B&C) = (T ′(B)&T ′(C)).


 )�&4$��'�� �����&����" �)�� !���# � ����������" �$1�6 �������2

T (B ∨C) = (T (B) ∨ T (C)), T ′(B ∨ C) = (T ′(B)&T ′(C)).


 �����&�'�� �������'�� ����� ���)�'�����0� ����1��&�����" �����&�'�� ������� � ���3
��&�'�$ &���$!���" ������������ ���#��� ������������ �����&�'�� ������� (���#��� � ���
������ !�� ��� �&������ � ���� �����&�'�" ������� � ���� )�" &���$!���"+2

T (B ⇒ C) =

((
T (B)⇒ T (C)

)
&
((

T (B)&T ′(C)
)⇒ T ′(B)

))
, T ′(B ⇒ C) = (T (B)&T ′(C)).

8�� )������" )�" �1��0!���" ��"�����" �7�1�� � �����%�

��" ����15����� �����&�'�" ��)���������6 ������� ��!���"���" �� &��!���$ �������3
��6 � ���� ��)��*�� <�� &��!����2

T (∀xB) = (U ⇒ T (B)), T ′(∀xB) = (U &T ′(B)).

��" ��5���������" �����&�'�" ��)��*�� &��!���� ��)���������6 ���������6 � ����������"
��)���������" �������2

T (∃xB) = (U &T (B)), T ′(∃xB) = T ′(B).

� 5� ���'�+�4�#��#� )#��%���� "#$%&' ! )$#���#��-!����%

���� B D ������� b D �� �����&�'�" � b′ D �� �������)�6����� �� ��*�� 1��# ���������
���1�" ���'�)��� ����)�����" ��&��#���� 91��#1�: �����&�'�� b &� ������� B ������ ���3
����)�6����" b′� E����# 9b : B : b′: �&��!��� ��&��#��� ����6 1��#1�� E)��# �� �������������
���#�� ������67�6 1������6 ���!�6 ��� ������� ��&��#��� ��*�� ����*��#�" � 9��1�)�:
�����&�'�� ��0)� ����*���� b : B : b′ �!������" �������� ���!� �����&�'�" 9������ ����3
*����: � ����*���� b : B : b′ �!������" ��*����

=�������� ��������6 ������� ����*����" <�������������#$

(p : P (c) : p′)⇔ I[P ](p, c, p′),

0)� I[P ] D �����&�'�����3������������" ����������'�" ���)����� P  &�)������" )�" ���%
���)������ � ��!����� 1�&��� � ������0� ��!������" ��������� ���% ������ "&���N I[P ] D
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�)�� �& ��������������% ���� )��������% ����'�6 �����������$5�0� ����� C������� )�"
�)��������0� ���)����� P ��� ����� ���

(((TP &U)&T ′P )⇒ L).

����� ��������� ���% ��0�!����% ��"&�� ��)�1���� ��� !��1� ��������������# ����� �14��3
��� �������*)�$5�% ��������

=�������� ���4$��'�� &�)����" <�������������#$

((b, c) : (B&C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′)& (c : C : c′).

E)��# � )���� ��0�!����� ��"&�� ������ ������$��" � ���)�'������ ������!����� �������
=�������� )�&4$��'�� &�)����" <�������������"��

((0, b) : (B ∨ C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′)

�
((1, C) : (B ∨C) : (b′, c′))⇔ (C : B : C ′).

=�������� �������'�� &�)����" <�������������#$

(i, i”) : (B ⇒ C) : (b, c′)⇔ ((b : B : i”(b, c′))⇒ (i(b) : C : c′)).

=�������� ����15����� &�)����" <�������������#$

(i : ∀xB(x) : (c, b′))⇔ (i(c) : B(c) : c′).

=�������� ��5���������" &�)����" <�������������#$

((c, b) : ∃xB(x) : b′)⇔ (b : B(c) : b′).

E����# a : A : a′ ��*�� !����# ���2 9�����&�'�" a ������� A ����6!��� � �������)�63
����$ a′:� �����0�� ������!���� �15�&��!���6 ������� � ����� ��������� "��"���" ���3
���� ���$5�" � �$1�6 �& ����������'�6 ��������������0� ��)� �����&�'�$ ����6!���$ ��
���� �������)�6����"��

����� ������� 1�)�� ��&����# ������������ �15�&��!����� )�" )����0� ������ �����3
�����'�6�

C������)�������" �������� ������������6 �15�&��!������ ����&��*�� ������#�� ���)3
����0��� 1� �������� � 1������!��� ���*����� ����������'�6� ��� �� ����� � ��������% ���3
!�"% ��*�� ���5�����"�# ��0�!����6 ����) ������������ �15�&��!���% ������ )�" !�0�
��*�� �����#&����# ��&��!��� ��0�!����� ��!������"� ����� �� ����&����� !�� ��!������� 
���)�����"$5�� ��1�6 �����)���$ ��*� ������� ���������� �1�!��$ )�" ���)�'�����% ���3
����������% �����*)���6 0�)���" � )�" ����)� ������������ �15�&��!���% ������� >����
��0� <�� ��!������� �������� ��� !�� �����&�'�� ����)����% ������ �����)�� ��0������3
!���� ��������# �� �����������$5�� ��0�!����� ����)���

� 6� �!,�!'����


���)����� �)���'��� ����������0� )���� ��0�!����0� ��!������" (��� � � ,
/+ "��"$�3
�" ������'�� D ������� ���'���#��0� ������ � ���1�6 &����� ����������6 ��*�� 
 ��7��
�������� �$1�" ������'�" ����� ��)

xD → B,

0)� x D �����* ���������% (��&��*�� �����6+N D D '���!�� ������ (��&��*�� �����"+ 
������� ������'��N B D ������� &���$!���� ������'���

E)��# � ����!�� �� ���)�'�����6 &����� ������'�6 �� ��%��!����� ���!���� �� "���
���������� x D ������ ���������% ��7�6 ������'��� =�)��&��������" !�� ���������� x



	@� �� =� >��#�$���

���������� ��	
� �� ��� 
��� �

��"&��� ���������� ����15����� ��*)� ��������� D ��)��&�����$��" ���4$��'�� �����3
�� �1�&��!��� �������'�$� ����� �1��&�� �������� ������'�"

yzP (z)Q(y)R(y)→ Q(y)

�����&��!�� �������

∀ y ∀ z(((P (z)&Q(y))&R(y)) ⇒ Q(y)).


 !�����% ���!�"% ���)�'����� ����� !��

D ������'�" D → B <����������� ������� (D ⇒ B) 

D ������'�" x→ B(x) <����������� ������� ∀xB(x) 

D ������'�" → B <����������� ������� B�

����&��# � ��!������� ������� B � �&��!��� )���&��# ������'�$

→ B.

=����1��� !��1� ��� ���1�)��� ���������� �& D � B ������'��

xD → B

��)��*����# � �����*� x�

����� ����!����� ��������� ��7�0� ��!������"�


�� ��0�!����� ������� ��!������" ����*)�$��" �)��6 �%���6 ������2

xDBS → B,

0)� x D �����* ���������% D � S D '���!�� ������ B D �������� E)��# �� �������������
!���� ��0�!����� ��!������� ������% ���)�����% ������ �� ���)����0����"�

����� ���7�� ������� ����)� ������'�6�

;���������� ��!������� ������������� �� ��0������!����$ ��������&�'�$ ���'�)���
���������" (������+ ��0�!����0� ����)� �1������ ����)��2 �� '��� � �������� (��� �����3
��� ,
/+� ��" �)�1���� !����" ������� ��*� ���*� &�������$��" � �1�����6 �����2

(R)← (P )

���

(R)← (P )(Q),

0)� R D ������'�" &���$!���" ('���+ ������� P  Q D ������'�� ������� ������� (� �������
���)���" '��#+�


�� �����)���� ������� ����1��&�$�2 ��1� &���$!���� '��� R (<�� ������� ����*)���"+N
��1� ������� '��� R (<�� ������� �����#&�����"+�


� ���% �������% )����2 B C � W D �������N D � S D '���!�� ������N y z D '���!��
���������%N x u D �����������

����� ����!����� ������� ����*)���"�
=���*)���� ���4$��'��2

(yD → (B&C))← (yD → B)(yD → C).

=���*)���� )�&4$��'��2

(yD → (B ∨ C))← (yD → B), (yD → (B ∨C))← (yD → C).

=���*)���� �������'��2

(yD → (B ⇒ C))← (yDB → C).
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=���*)���� ����15�����2

(yD(y)→ ∀xB(y, x))← (uyD(y)→ B(y, u)),

0)� u D ����" ���������" (�� �%�)"5�" � y+ B(y, u) D ��&��#��� &����� � B(y, x) ���% ���1�)3
��% �%�*)���6 ���������6 x �� ���������$ u (&)��# � )���� ��)��&��������" ��������������
��"&����% ���������% � ����1��&����6 &�����6 ������� )�" ����$!���" �����&�6 �1�&��3
!���6+�
=���*)���� ��5���������"2(

yuzD(y, u, z)→ ∃xB(y, u, z, x)
)← (

yuzD(y, u, z)→ B(y, u, z, u)
)
,

0)� B(y, u, z, u) D ��&��#��� &����� � B(y, u, z, x) ���% ���1�)��% �%�*)���6 x �� u�
����� ����!������ ������� �����#&�����"�

=������ �����#&�����" ���4$��'�� ����� ��)

(xS(B&C)D →W )← (xSBCD→ W ).

=������ �����#&�����" )�&4$��'�� ����� ��)

(x(B ∨ C)D→ W )← (xBD →W )(xCD →W ).

=������ �����#&�����" �������'�� ����� ��)

(xS(B ⇒ C)D →W )← (xS(B ⇒ C)D → B)(xSCD →W ).

=������ �����#&�����" ����15����� ����� ��)

(yuzS(y, u, t)∀xB(y, u, z, x)D(y, u, z) →W (y, u, z))←
← (yutB(y, u, z, u)∀xB(y, u, z, x)D(y, u, z) →W (y, u, z)),

0)� B(y, u, z, u) D ��&��#��� &����� � B(y, u, z, x) ���% ���1�)��% �%�*)���6 ���������6 x ��
���������$ u�

=������ �����#&�����" ��5���������" ����� ��)

(yS(y)∃xB(y, x)D(y)→W (y))← (uyS(y)B(y, u)D(y)→W (y)),

0)� u D ����" ���������" (�� �%�)"5�" � y+ B(y, u) D ��&��#��� &����� � B(y, x) ���% ���3
1�)��% �%�*)���6 ���������6 x �� ���������$ u�

E������ !�� ������#�� ������� �� ��)��*�� ����'���6 �� ����)������ �����*)����
� ��� !�� 9�& �*� ���)��� ��� !�� �0�)��: &)��# �� ��7�� ����*���"� ���� ����'����
������� B ����*����" �������'��6

(B ⇒ Error)

)�" ����63�� ��*��6 ������� ��1�����6 � ��!����� ����)����� �*� �� �����0�� ����"��3
��0� �����*)���" )����!# �����)�� )������� �������� ������� ��)�

(xD → B)← (xD → Error).

E������ !�� ��*����# Error �&��!��� !�� <�� ������� �� ����� �����&�'�6 ����6!���%
� �������)�6����"� (�$1�" ������� �����&����# �� �����)�� � �7�1�� )�" ��������0� ���3
����)�6����"+� =����)����� ������� �� )���� �� ������������� ��� ��� ��������� �0����3
!������" ��&������� "&���� ("&���� 1�& ����'���"+� 8�� ����� ������!����6 ����� )�"
&�)�! ��0������&�'��2 ��� !���� ���1����" ��0����� ���3�� ��1���$5�6 � � �����������%
���!�"% %��" 1� ��)�$5�6 ���15���" �1 �7�1��% � �� �����)"5�6 � �����#���� ���%� ��3
&)������6 �������� � ���� *� �� �������� !���� ���%�)���" ������������# � ��� ��&�������
9���������������!����: ������� � ������% �& ��*��% �����*)���6 ���)��� )����� �� 9��� 
!�� �0�)��:� 8�� ���!�� ���*� ����$��" � �1����� ��7�0� �����������"�
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� 7� ���'�+�4�� � )$#���#��-!���0 !� ���4�-

>�)�� �!����# !�� �����&�'�" ������'��

xD(x)→ B(x)

������� �& )��% ����'�6 D f � f” �������)�6����� f ′ ������� �& ���% <�������� (f ′ = (c, d, b′)+2
'���!�� c ��������������% &��!���6 ���������% xN
'���!�� d ��������������% �����&�'�6 ������ �& DN
'���!�� b′ D �������)�6����" )�" ������� B�
Z���'�" f ����)����� �� �����*�% ��)� (c, d) � ����� &��!����� �����&�'�$ B� Z���'�"

f” ����)����� �� �����*�% ��)� f ′ � ����� &��!����� �����* ��������������% �������)�63
����6 �������� D� [�&��#��� 1��#1� <��6 �����&�'�� �����������6 �& f � f” &� ������'�$
xD(x)→ B(x) F �������)�6������ f ′ &����������" � ��)�

(f : f” : (xD(x)→ B(x)) : f ′)

� ����)��"���" �������62

(f : f” : (xD(x)→ B(x)) : (c, d, b′))⇔ ((d : D(c) : f”(f ′))⇒ (f(c, d) : B(c) : b′)).

� 8� ��#$�%� #  #$$� ��#!�� �*�#��

A����������� ������� � ������������ ����������0� ��!������"�

��#$�%� �� ��� ������	�� ��
������ �� ���
 ��������������������
�����
 ���������

�����
 �	��� ����������� ���������� 
� ���	 ���������������	�

����� �����)���" )���&����#���� ������� � ������������ ����)��
��" ����5���" &����� )���� �����)��� !������ ���!�� ������ � ��1��#7�� ����!������

������� � 1�& �������������6 ���������% (�1�15���" �!���)��+�
;��7�� �����&�'�� ���% ����)���% ������'�6�
[����&�'�" �������� [��������� ������� ��)� BS → B. Z������ �� �����&�'�� ��0�")��

���2
f : f” : (BS → B) : f ′,

0)� f ′ = (b, s, b′)� ;���)���� ����'�� f � f” �����������2

f(b, s) = b, f”(f ′) = (b′, 0).

��0)� �������" �������

(b : b” : B : b′)& (s : s” : S : 0)⇒ (b : b” : B : b′)

�&��!��� !�� f : f” : (BS → B) : f ′, 0)� f ′ = (b, s, b′) !�� � )���&����� �����������# ��������
����� ���7�� �����&�'�� ��&��#����� ���������" ������ ����*)���"� ��%�)" �& ����3

����" ���4$��'�� ����*����0� �������6

((b, c) : (B&C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′)& (c : C : c′),

)���*�� �����������# ������� ����*)���" ���4$��'��2

(D → B&C)← (D → B)(D → C).

A <��6 '��#$ )������!�� )�" �$1�% g g” h h” � f ′ ��� ��������# g′ h′ f � f” !��1�
���)�$5�" &����# ��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : (D → B&C) : f ′ ← g : g” : (D → B) : g′, h : h” : (D → C) : h′,



������������� �����&�'�� ��0�!����% ������ 	@


���������� ��	
� �� ��� 
��� �

�� �� �& �����*)���6 ������� �������

g : g” : (D → B) : g′ � h : h” : (D → C) : h′

)��*�� ���)����# �����*)����

f : f” : (D → B&C) : f ′.

��" <��0� �����#&��� ���)�$5�� ����)�����"2

(d, (b′, c′)) = f ′, g′ = (d, b′), b = g(d), d′ = g”(g′).

E)��# � )���� &��!���" ���������% � ����% !���"% �������� ����)��"$��" !���& &��!����
�����6 !����� ��0)� �����" �������

(g : g” : (D → B) : g′)

��������������0� ������� �&��!��� !��

(d : D : d′)⇒ (b : B : b′).


��)" ����)�����"
h′ = (d, c′), c = h(b), (d1, c”) = h”(g′),

����!�� !�� �����" ������� (h : h” : (D → C) : h′) ��������������0� ������� �&��!��� !��

(d : D : d1)⇒ (c : C : c′).


��)�� ���*� ����)�����"

f(d) = (b, c) = (g(d), h(d)), f”(f ′) = ([d : D :]d′|d1).

E)��# � )���� !���&
([b : B :]x|y)

�1�&��!��� ����*���� ������� ����� y ���� b : B : x ���!� ��� ����� x�
��0)� � �$1�� ���!�� �������

(d : D : f”(f ′))⇒ (f(d) : (B&C) : (b′, c′)),

����*�$5�" &���$!���� ��������������0� ������� �&��!��� !��

(d : D : d′)& (d : D : d1)⇒ (b : B : b′)& (c : C : c′),

!�� �������)������� ���)��� �& ����1��&������% ���� ������� ��������������0� ��������
8�� � )���&����� �����������# ��������

��%�)" �& ��������" )�&4$��'�� ����*����0� ���)�$5��� ���������2

((0, b) : (B ∨ C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′), ((1, ) : (B ∨ C) : (b′, c′))⇔ ( : : ′),

)���*�� �����������# ������� ����*)���" )�&4$��'��2

(D → B ∨ C)← (D → B).

A <��6 '��#$ )������!�� )�" �$1�% g g” � f ′ ��� ��������# g′ f � f” !��1� ���)�$5�"
&����# ��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : (D → B ∨C) : f ′ ← g : g” : (D → B) : g′.
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��)�� ���)�$5�� ����)�����"2

(d, (b′, c′)) = f ′, g′ = (d, b′), b = g(d), d′ = g”(g′).

��0)� ������� g : g” : (D → B) : g′ ��������������0� ������� �&��!��� !��

(d : D : d′)⇒ (b : B : b′).

;���)���� ����'�� f � f” �����������

f(d) = (0, b) = (0, g(d)), f”(f ′) = d′.

��0)� �& ����1��&������6 ������� ��������������0� ������� ���)��� !��

(d : D : f”(f ′))⇒ (f(d) : (B ∨ C) : (b′, c′)),

!�� � )���&����� �����������# ������������0� �������� ���0�� ������� ����*)���" )�&43
$��'�� ��������������" �����0�!���

��%�)" �& ��������" �������'�� ����*����0� ���)�$5�6 �������62

(i, i”) : (B ⇒ C) : g′ = (b, c′)⇔ ((b : B : i”(g′))⇒ (i(b) : C : c′)),

)���*�� �����������# ������� ����*)���" �������'��2

(D → (B ⇒ C))← (DB → C).

A <��6 '��#$ )������!�� )�" �$1�% g g” � f ′ ��� ��������# g′ f � f” !��1� ���)�$5�"
&����# ��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : (D → (B ⇒ C)) : f ′ ← g : g” : (DB → C) : g′.

��" <��0� ���)�� ���)�$5�� ����)�����"2

(d, (b, c′)) = f ′, f(d) = (i, i”), 0)� i(b) = g(d, b),

i”(i′) = b′, 0)� i′ = (b, c′), g′ = (d, b, c′), (d′, b′) = g”(g′), c = i(b).

��0)� ������� g : g” : (DB → C) : g′ ��������������0� ������� �&��!��� !�� ���������
�����*)����

(d : D : d′)& (b : B : b′)⇒ (c : C : c′).

�& <��0� �����*)���" ����)���� f” ���������� f”(f ′) = d′, ����!��

(d : D : d′)⇒ ((b : B : b′)⇒ (c : C : c′)),

�� ��
(d : D : d′)⇒ ((b : B : i”(i′))⇒ (i(b) : C : c′)),

�� ��
(d : D : d′)⇒ ((i, i”) : (B ⇒ C) : (b, c′)),

�� ��
(d : D : f”(f ′))⇒ ((i, i”) : (B ⇒ C) : i′),

�� �� ��������� &���$!���� ��������������0� �������2

f : f” : (D → (B ⇒ C)) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������
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��%�)" �& ��������" ����15����� &�)����0� ���)�$5�6 �������62

(i : ∀xB(x) : (c, b′))⇔ (i(c) : B(c) : c′),

)���*�� �����������# ������� ����*)���" ����15�����2

(D → ∀xB(x))← (xD → B(x)).

A <��6 '��#$ )������!�� )�" �$1�% g g” � f ′ ��� ��������# g′ f � f” !��1� ���)�$5�"
&����# ��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : (D → ∀xB(x)) : f ′ ← g : g” : (xD → B(x))g′.

��" <��0� &�)�)�� ���)�$5�� ����)�����"2

(d, i′) = f ′, (c, b′) = i′, g′ = (c, d, b′); b = f(d)(c) = g(c, d), i = f(d), b = i(c), d′ = g”(g′).

��0)� ������� g : g” : (xD → B(x))g′ ��������������0� ������� �&��!��� �����*)����

(d : D : d′)⇒ (b : B(c) : b′).

��0)� ����)���� f” ���������� f”(f ′) = d′, ����!��

(d : D : f”(f ′))⇒ (i(c) : B(c) : b′),

�� ��
(d : D : f”(f ′))⇒ (i : ∀ xB(x) : (c, b′)),

�� ��
(d : D : f”(f ′))⇒ (f(d) : ∀xB(x) : i′),

�� ��
f : f” : (D → ∀xB(x)) : (d, i′),

�� �� ��������� &���$!���� ��������������0� �������2

f : f” : (D → ∀xB(x)) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������
��%�)" �& ��������" ��5���������" &�)������0� ���)�$5�6 �������62

((c, b) : ∃xB(x) : b′)⇔ (b : B(c) : b′),

)���*�� �����������# ������� ����*)���" ��5���������"2

(yD → ∃xB(x))← (yD → B(y)).

A <��6 '��#$ )������!�� )�" �$1�% g g” � f ′ ��� ��������# g′ f � f” !��1� ���)�$5�"
&����# ��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : (yD(y)→ ∃xB(y, x)) : f ′ ← g : g” : (yD(y)→ B(y, y)) : g′.

��" <��0� &�)�)�� ����)�����"

g′ = (c, d, b′) = f ′, (c, b) = f(c, d) = (c, g(c, d)), d′ = g”(g′).

��0)� ������� (g : g” : (yD(y) → B(y, y)) : g′) ������� ��������������0� ������� �&��!���
�����*)����

(d : D(c) : d′)⇒ (b : B(c, c) : b′).
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;��$)� ����)���� ����'�$ f” ���������� f”(f ′) = d′, ����!�� �����*)����

(d : D(c) : f”(f ′))⇒ ((c, b) : ∃xB(c, x) : b′),

�� ��

(d : D(c) : f”(f ′))⇒ (f(c, d) : ∃xB(c, x) : b′),

�� ��

f : f” : (yD(y)→ ∃xB(y, x)) : (c, d, b′),

�� �� ��������� ������� &���$!���" ��������������0� �������2

f : f” : (yD(y)→ ∃xB(y, x)) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������

;��7�� �����# �����&�'�� ��&��#����� ���������" ������ �����#&�����"�
��%�)" �& ��������" ���4$��'�� &�)����0� �������6

((b, c) : (B&C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′)& (c : C : c′),

)���*�� �����������# ������� �����#&�����" ���4$��'��2

((B&C)D →W )← (BCD→ W ).

A <��6 '��#$ )�" �$1�% g g” � f ′ �������� g′ f � f” ��� !��1� ���)�$5�" &����# ��0��
1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : ((B&C)D →W ) : f ′ ← g : g” : (BCD→W ) : g′.


��)�� ���)�$5�� ����)�����"2

((b, c), d, w′) = f ′, g′ = (b, c, d, w′), w = f((b, c), d) = g(b, d, c), (b′, c′, d′) = g”(g′).

��0)� ������� ��������������0� ������� �&��!��� !�� ��������� �����*)����

(b : B : b′)& (c : C : c′)& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′),

�& ������0� ���)" ����)������

f”(f ′) = ((b′, c′), d′),

����!���

((b, c) : (B&C) : (b′, c′))& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′),

�� ��

((b, c), d) : ((B&C)D) : f”(f ′)⇒ (f((b, c), d) : W : w′),

�� �� ��������� &���$!���� ��������������0� �������2

f : f” : ((B&C)D →W ) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������

��%�)" �& ��������" )�&4$��'�� &�)����0� ���)�$5��� ���������2

((0, b) : (B ∨ C) : (b′, c′))⇔ (b : B : b′), ((1, c) : (B ∨ C) : (b′, c′))⇔ (c : C : c′),

)���*�� �����������# ������� �����#&�����" )�&4$��'��2

((B ∨ C)D→ W )← (BD →W )(CD →W ).
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A <��6 '��#$ )�" �$1�% g g” h h” � f ′ �������� g′ h′ f � f” ��� !��1� ���)�$5�" &����#
��0�� 1��# ���!����� ��� �������" �������2

f : f” : ((B ∨ C)D →W ) : f ′ ← g : g” : (BD →W ) : g′, h : h” : (CD→ W ) : h′.

[��������� ���!�6

((0, b), d, w′) = f ′.


��)�� ����)�����"

g′ = (b, d, w′), f((0, b), d) = g(b, d), w = f((0, b), d) = g(b, d), (b′, d′) = g”(g′).

��0)� �����" ������� ��������������0� ������� �&��!��� !�� ��������� �����*)����

(b : B : b′)& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′),

�& !�0� ���)" ����)������2

f”(f ′) = ((0, b′), d′),

����!��

((0, b) : (B ∨ C) : (b′, 0))& (d : D : d′)⇒ (f((0, b), d) : W : w′),

�� ��

(((0, b), d) : ((B ∨ C)D) : ((b′, 0), d′))⇒ (f((0, b), d) : W : w′),

�� �� ��������� &���$!���� ��������������0� �������2

f : f” : ((B ∨ C)D →W ) : f ′.

A��!�6

((1, c), d, (1, c”), d w′) = f ′

��������������" �����0�!�� !�� � &����7��� )���&����#���� ������������ <��0� ��������

��%�)" �& ��������" �������'�� &�)����0� ���)�$5�6 �������62

(i, i”) : (B ⇒ C) : g′ ⇔ ((b : B : i”(g′))⇒ (i(b) : C : c′)),

0)� g′ = (b, c) )���*�� �����������# ������� �����#&�����" �������'��2

((B ⇒ C)D → W )← ((B ⇒ C)D → B)(CD →W ).

A <��6 '��#$ )�" �$1�% g g” � f ′ �������� g′ f � f” ��� !��1� 1��� ��������� ���)�$5��
�����*)����2

f : f” : ((B ⇒ C)D →W ) : f ′ ← g : g” : ((B ⇒ C)D→ B) : g′h : h” : (CD →W ) : h′.


��)�� ����)�����"2

((i, i”), d, w′) = f ′, b = g((i, i”), d), c = i(b),

w = f(i, d) = h(i(g(i, d)), d) = h(c, d), h′ = (c, d, w′), (c′, d′) = h”(h′).

��0)� �����" ������� ��������������0� ������� �&��!��� �����*)����

(c : C : c′)& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′).


��)�� ����)�����"2

i1 = (b, c′), b′ = i”(i1).
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��0)� ������� &���$!���" ��������������0� ������� (B ⇒ C) ��*�� �&��!��#

(i, i”) : (B ⇒ C) : i1

�� ��
(b : B : b′)⇒ (c : C : c′).

=���*��
g′ = (i, d, b′), (i0, d

′) = g”(g′).

��0)� �����" ������� ��������������0� ������� �&��!��� �����*)����

((i, i”) : (B ⇒ C) : i0)& (d : D : g′)⇒ (b : B : b′).

=���*��
i′ = [(i, i”) : (B ⇒ C) : i0]i1, f”(f ′) = (i′, d′).

��0)� �& ����1��&������% ������ )�" ������� ��������������0� ������� � ������� �����3
�� �0� &���$!���" ((b : B : b′)⇒ (c : C : c′)+ ���)��� !�� ��������� �����*)����

((i, i”) : (B ⇒ C) : i′)& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′),

�� �� ��������� ������� &���$!���" ��������������0� �������2

f : f” : ((B ⇒ C)D→ W ) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������
��%�)" �& ��������" ����15����� ����*����0� �������6

(i : ∀xB(x) : (c, b′))⇔ (i(c) : B(c) : c′),

)���*�� �����������# ������� �����#&�����" ����15�����2

(y ∀xB(y, x)D(y)→W (y))← (yB(y, y)∀xB(y, x)D(y)→ W (y)).

A <��6 '��#$ )�" �$1�% g g” � f ′ �������� g′ f � f” ��� !��1� ���)�$5�" &����# )�" <��0�
������� !������# ��� �������" �������2

f : f” : (y ∀xB(y, x)D(y)→W (y)) : f ′ ← g : g” : (yB(y, y)∀xB(y, x)D(y)→W (y)) : g′


��)�� ���)�$5�� ����)�����"2

(c, i, d, w′) = f ′, b = i(c), g′ = (c, b, i, d, w′),

w = f(c, i, d) = g(c, b, i, d), (b′, i1, d′) = g”(g′).

��0)� ������� ��������������0� ������� &���7���" � ��)�

(b : B(c, c) : b′)& (i : ∀xB(c, x) : i1)& (d : D(c) : d′)⇒ (w : W (c) : w′),

����)� ��� �����#&������ ����)�����" i0 = (c, b′) ���)��� �������

(i : ∀xB(c, x) : i0)& (i : ∀xB(c, x) : i1)& (d : D(c) : d′)⇒ (w : W (c) : w′),

�& ������6 ��� ����)������
i′ = ([i : ∀xB(c, x) :]i0|i1)

���)��� �������
(i : ∀xB(c, x) : i′)& (d : D(c) : d′)⇒ (w : W (c) : w′),
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�& ������6 ��� ����)������

f”(f ′) := (i′, d′)

���)��� ������� &���$!���" ��������������0� �������2

f”f” : (y ∀xB(y, x)D(y)→W (y)) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# ��������

��%�)" �& ��������" ��5���������" &�)������0� �������6

((c, b) : ∃xB(x) : b′)⇔ (b : B(c) : b′),

)���*�� �����������# ������� �����#&�����" ��5���������"2

(∃xB(x)D →W )← (yB(y)D →W ).

A <��6 '��#$ )�" �$1�% g g” � f ′ �������� g′ f � f” ��� !��1� ���)�$5�" &����# �������3
�������0� ������� !������# ��� �������" �������2

f : f” : (∃xB(x)D →W ) : f ′ ← g : g” : (yB(y)D →W ) : g′.


��)" ����)�����"2

((c, b), d, w′) = f ′, g′ = (c, b, d, w′), w = f((c, b), d) = g(c, b, d), (b′, d′) = g”(g′),

����!�� !�� ������� &��������0� ��� ������� �&��!��� !�� ��������� �����*)����

(b : B(c) : b′)& (d : D : d′)⇒ (w : W : w′),

�� ��

((b, c) : ∃xB(x) : b′)& (d : D : d′)⇒ (f((c, b), d) : W : w′).

;��$)� ���)" ����)������

f”(f ′) = (b′, d),

����!�� &����# &���$!���" ��������������0� �������2

f : f” : (∃xB(x)D →W ) : f ′,

!�� � )���&����� �����������# <��0� ��������

����� �1��&�� ��� ���!�� ����������� � )���&����#���� ������������ ����)� � ������3
����� ��!������� &����7����

�� '9,����


 &���$!���� ��)� �������# !�� ���)��*����� �������������� ��������� ��5�������� �&3
���"�� ���)�'������ ���"��� �����&�'��2 � �����&�'�� �������'�� ����� �1�!��0� ��"��0�
����1��&�����" �����&�'�� ������� � �����&�'�$ &���$!���" ��"��"���" )��0�����!����"
����������� 8��0� ��*�� �&1�*��# ���� ��$ )��0������� ������� � ��)��#��� �14����� ��3
0)� )��0������� ��"����" �� ���#�� � �����&�'�� �������'�� �� � � �����&�'�6 ���15� ���%
������� 
 �����"5�6 ��1��� <��0� �� �)����� ��� ��� ���7��� ����*���� 1� �&��*���� )�"
�����6 ��1��� �� �����)����6 ���1����� ��� �� ����� ��� �����#&������ ��)�1��0� ������3
��" ������ )�" ������!����0� �����&� ��0������� ����� ���������� ����� ����� �����)��#�
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