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������� �������� �������� !�� "# $�%&#'"�( ������"��)� '#)������#*!�( %��+��)��
� '"#,�)��-"�( $��� ��� *) "# +���)#���,��+�( ���) � � +�"�,"�$ �,�)� ������� *) �)�.+).�
�. � ���(�)�# &�"#�-"�/� ���)� "� $#)���#�#� 0���1� �'���)"( ���$�� 2 &��$����#"��
��"���)"� �)�.+).� � )�,�"�� +���)#���'#��� ��"�+�$��"�")"�( %��+��)� 3	4� ��./�$ �"�
)����"$ ���$���$  �� �)� 5&&�+) '#��#)# )���# &��")�$ +���)#���'#���� ��'"�+#*!�(
�'�'# �)�.)�)�� ��+#�-"�/� )������/� �#�"����� "# $�%&#'"�( ������"��)� � ��� �� *!�(�
� � ���� )�$���#).�"�/� �#'��# ,���' ������"��)- 3�4� 6)�) 5&&�+) ������ 7� �7"#�.%�"
"# /�#"��� $�%�. %��+�$ /����$ � $�)#���,��+�( �����%+�( � �'���)�" +#+ ������"��)"��
)������� �����)����"��� ��� �����)����"�� �#��� 3�4�

8.!��)���#"�� )������/� �����)����"� �'"#,#�)� ,)� 5"��/�)�,��+�( �7$�" � ���)�$�
�+�*,#�) "� )��-+� ����"�� 5"��/�� �����"��+.� �"� ������"��)� �#'���#� "� �� ���7!� /����
� � ��)�+ 5"��/�� ����- $�%&#'"�( /�#"��� �$�""� )#+# +#�)�"# 7�# �7"#�.%�"# � "��#��
"�� 5+�����$�")#� �� ���#��"�* ��� "� +#���- � "#/��)�( �����%+� 9: ;			<� =�� "#(�
��"�� ,)� 7��-1# ��� 5"��/�� ����"���)� �#�#����-"� ���"��$�)#���,��+�( /�#"��� ,���'
#����7����#""( ���(� ������ + �'$���$�$. $�%&#'"�$. )�$���#).�"�$. �#'��. 3>4�

����� �' ����#""� �1� 5+�����$�")#�-"� �#""�� ?@ABCDEC � ��� ��������%���� ,)�
)�$���#).�"( �#'�� $�%�) 7)- �.!��)��""$ � "# ���%.!�(� &#'���( /�#"���� ���7�"�
"� ��� 7�)��$ '#)������#"�� 3�4 ;�$� )#+%� 3�4<� � 5)�( �� '� #�)�� �#��$�)���� ��� "��
�����)����"� �#��� "# ��"#$�+. ����+�/� &��")# � )�,�"�� '#)������#"� �������#%��"�
"�/� ,��)�/� �#���#�#� �� #"#��'# 7�� �����-'��#"� +�"�)�,��+�� .�#�"�"�� �� �+����)�
&#'��� �����#!�"�(� +�)���� � .����� � $�%&#'"�/� )�$���#).�"�/� �#'��# &#+)�,��+�
������� �) )�$���#).�. $�%&#'"�( ������"��)�� �� ���)�$ � ���"#+��$� )����&�'�,��
�+�$� �#�#+)����)�+#$� � �7��� &#'#� )#+# )�$���#).�# ������� �#�- +#+ ���.�.$$# /�#�
"�,"� )�$���#).� +#%��( &#'�

F#(��""� � 3�4 /�#"�,"� .����� "# $�%&#'"�( ������"��)� � ��"�("�$ �� �)"�1�"�*
+ �#�"����"�$. ���)� "�* ���7��%�"�� �����)#�� *) ��7�( ���)�$. ���)"�1�"�( G"'#/��
�#� /�� ��)�+#$�  �� *)� �+����)- +���)#���'#��� � ��)�+ )���# ,���' &#'��.* /�#"��.�
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# )��$���"#$�,��+�$� ���#$� 2 $�%&#'"( )�$���#).�"( �+#,�+ � �)+��"�"�� )�$���#�
).� $�%&#'"�( ������"��)� �) �#�"����"�( )�$���#).� '#)������#"� TM � 8���.�) �)�
$�)�)-� ,)� �����)#���"�� � $�%&#'"� /�#"�,"� .����� �� +#+ � ���)"�1�"� � G"'#/��#
7�� ��+#'#"� )#+%� � � �#7�)� =��"��# � ��$+�"# 3
4 ;�$� )#+%� 3�4<� ��) � 7�' �����"� 
)�$���#).� &#'���( ������"��)� ;+#+ �)���-"�( ����$�""�(< � � ��./�$ �7���$ ��)�+��
� ���� %�""� �$ )��$���"#$�,��+�� ����

8 .,�)�$ �+#'#""�/� �1� �����)#�� �) �")���� � �#$+#� )��$���"#$�+� "��7�#)�$�
��������� �#)- �7!�( ���� /�#"�,"� .�����( "# $�%&#'"�( ������"��)� +#+ ���)"�1�"�(
G"'#/��#� ���� ��"����$�""� �7J�$"� � ������"��)"� "�'#����$� )��$���"#$�,��+��
����,�"�

G7!�( &��$#��'$ ����# /�#"�,"� .�����( "# $�%&#'"�( ������"��)� 7� �#'�#7�)#"
� �#7�)� KDLD@:M� 9AN@OP � Q#R:E ;K9Q< 3S� I4 ;�$� )#+%� 3	�4<� ���$��/������"#$�,��+�� ���
��$�""� 7�� �����" � �.�� +�"������ /�77����+�( $����� �#'��� *!�( ������"��)�� �� 
+�)���( 5+�)�"���"� ������"��)"� ����$�""� ������� *)� +#+ ������"��)"� �'7)+�
���)��)�)�.*!�� �7J�$"� ����,�" 3		4�

T#'��)( $�)�� 3S�I4 7� ���$�"�" + ���7��$� '#)������#"� �#���#�# � �#7�)� U@EPAC � ���
3	�4� H�#"�,"� .����� "# $�%&#'"�( ������"��)�� ��"#+�� 7�� ���.,�" �$� �� 7�"#�"�(
���)�$ � ���"�7��%�"�� ���$� �+�#�#$� �) ������"��)"� ����$�""�� � ,#�)"�$ ��.,#�
��"�+�$��"�")"�( ���)�$ � �)�.)�)�� +�"��+��� � �7J�$"� &#'#� "#(��""� /�#"�,"�
.����� ����#�#*) � /�#"�,"$� .����� $� �' 3
4�

� "#�)� !�( �#7�)� �7!�( $�)�� �#'��)( � 3S� I4 ���$�" �)� �� ����# /�#"�,"�
.�����( "# $�%&#'"�( ������"��)� '#)������#*!�( ,��)�( %��+��)�� .,�)�#*!�� �+�#�
�) ������"��)"� ����$�""�� �+�*,# � )������( ��)�+ ����- ������"��)�� F#(��""� /�#�
"�,"� .����� '#)�$ ���$�" *)� + #"#��'. ��� "� )������/� �����)����"� "# ��"#$�+.
�)#���"#�"�/� ���%�"� ����+�/� &��")# +���)#���'#����

! "# �$��%&�$'(�)� *�%�+���)�  *%$ ,�$�'(�$ -�(%$*  

� �#�"������ � �#$+#� +#���� �"�( $����� H�77�# $�%&#'"# /�#"��# �#��$#)���#�)� 
+#+ 7��+�"�,"� )�"+# � �#'��� *!# &#' ������"��)-� �#�����%�""# � ��&&.'"�( '�"�� "#
+�)���( ��������" +�"�,"� ���)"��)� )��$���"#$�,��+�� ����$�""� ;�'7)�,"� ���)�
"��)� �7J�$"� ����,�" 3		4<� � "��#�"����"�$ ���)� "��� �� #"#��/�� � �'7)+#$� 5+�)�"�
���"� ����$�""�� ���� )� ������"��)"� ���)"��)� ������#)��"� ��)�+�� 3S�	�4� �#+�$
�7�#'�$� ���� x ��)- ���)"��)- "# ���"��. �7J�$# �")����.*!�( "#� ����$�""�( ;���)"��)-
$#��� �+����)-� 5"��/� � ���)"��)� ��)�+�� � )� ��<� )� � �*7�( )�,+� ����)�#"�)�# �"# �����
�)#�� �)� � ����

x(rt) = x+(rt)Θ+(f) + xs(rt)δs(rt) + x−(rt)Θ−(f), ;	�	<

/�� .�#�"�"�� f(rt) = 0 ������� �) $�%&#'".* ������"��)-� f(rt) > 0 ���)��)�)�.�) �7�#�)��
'#" )�( %��+��)-*� f(rt) < 0 2 )����$ )���$� Θ±(f) 2 &."+��� 05���#(�#V

Θ+(f) =

{
1, f > 0,
0, f � 0,

Θ−(f) =
{

0, f � 0,
1, f < 0,

x± 2 �7J�$"� ���)"��)� ����$�""�( x � +#%��( &#'� ;'"#+ ��*� ���)��)�)�.�) %��+��)��
'"#+ $�".� ���)��)�)�.�) )�����$. )��.<� xs 2 +�"�,"# ������"��)"# ���)"��)-� W������
"��)"# δ�&."+�� ������� �)� � ���� δs(rt) = |∇f |δ(f(rt))� /�� δ(f) 2 �7,"# δ�&."+�� �

G�������"�� ;	�	< �'"#,#�)� ,)� �7J�$"� ���)"��)� x �)#"�� )� ��"/.� �"$� "# ���
����"��)�� ����,�" xs �'$�" *)� )��-+� ����- $�%&#'"�( ������"��)� � "� $�" *)� 
� "#��#���"�� "��$#�� + "�(� W�5)�$. ����'���"� �� "��$#�� �) 5)�� ����,�" �#�" ".�*�

� ���)��)�)��� � ;	�	< ���)"��)- �".)��""�( 5"��/�� u 5")����� s � ����'����)�� 5")�����
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σ '#����#*)� � ����

u = u+Θ+ + usδs + u−Θ−, ;	��<

s = s+Θ+ + ssδs + s−Θ−, ;	��<

σ = σ+Θ+ + σsδs + σ−Θ− , ;	�><

/�� us� σs� ss 2 ������"��)"� ���)"��)� 5)�� ����,�"� # s±� σ±� u± 2 ���)��)�)�.*!��
�7J�$"� ���)"��)�� ��� ����,�" � ;	��<Y;	�><  �� *)� &."+�� $� )�,+� ����)�#"�)�# �
���$�"�� ��� 5)�$ ������"��)"� ���)"��)� '#�#" )��-+� "# ������"��)��

� ����)�(1�$ ���7��%�"�� �,�)#�$� ,)� ���)"��)- ��!��)�# � �7��� &#'#� ���)� ""#�
���$� )�/�� �#'��� *!# ������"��)- $�%�) 7)- �7�#"# )#+� ,)�7 ��"# �' �'7)�,"�
���)"��)�( �7�#)��#�- 7 � ".�- 3		4� � +#,��)�� )#+�( ���)"��)� �7,"� �7��#�)� �������
"��)"# ���)"��)- �s� �#��� )#+%� �,�)#�$� ,)� )�,�"�� ��!��)�# � &#'#� �)�.)�)�.�)� )#+
,)� ���� �+����)�( � ����� �$��) ���

υ =

⎧⎨
⎩

0, f > 0,
υs, f = 0,
0, f < 0,

/�� υs 2 �+����)- /�#"�,"�( ������"��)� ;�+����)- &��")#<� +�)��# $�" �)� ����- �������
"��)��

G�������$ )����- )�$���#).�. $�%&#'"�( ������"��)�� � $����� H�77�# �#�"����"# )�$�
���#).�# ������"��)� T s �����)� �������)��$ �#��"�)�# ;��� �s = 0<

dss =
1

T s
dus. ;	��<

� �#�"������ T s = T+ = T−� /�� T± 2 )�$���#).� &#'� � �)�.)�)��� �#�"����� �#��"�
�)�� ;	��< ���"�$#�)� '# ��������"�� )�$���#).� 5��$�")# ������"��)�� �".)��""  5"���
/� � 5")���� +�)���/� �#�#+)���'.*)� '"#,�"� $� us � ss 3S4� 8��)"�1�"�� ;	��< �'"#,#�)�
,)� ����- ������"��)� �.!��)�.�) ��+#�-"�� �#�"������� 8���.�) �)$�)�)-� ,)� /���)�'# �
��+#�-"�$ �#�"������ �� �)"�1�"�* + �7J�$. ���)�$ �'"#,#�) � )�$ ,����� ,)� �*7�( &��
'�,��+� $#�( 5��$�") �7J�$# �#�#+)���'.�)� "�+�)���( )�$���#).��( T � � 5)�$ �$���
�*7�( &�'�,��+� $#�( 5��$�") �7J�$#� �����%#!�( 5��$�") $�%&#'"�( ������"��)�� "�
"#����)� � ��+#�-"�$ �#�"������� ���+��-+. $�%�) �#�#+)���'��#)-� ��"����$�""� )��$ 
)�$���#).�#$�V T− �= T s �= T+� /�� )����- ��� T± ��"�$#*)� ������-"� '"#,�"� �7J�$�
"� )�$���#).� "# /�#"��� �#'���#� )� �� )�$���#).� )�����( � %��+�( &#' "# �7��� �)���"#�
$�%&#'"�( ������"��)��

�#+ 7�� �)$�,�"� �� �����"��� ���)"�1�"� G"'#/��# "# ������"��)� $�/.) �#��$#)���
�#)-� � +#,��)�� /�#"�,"� .�����(� 8)#"�#�)"( ���� 5)�� ���)"�1�"�( ��"��#" "# ���"�
���� ����%�)��-"��)� ����'����)�# 5")����� 3	�4� ��#%�"�� �� ����'����)�# ������"��)�
"�( 5")����� σs $�%�) 7)- ���.,�"� � �����-'��#"��$ $�)��# K9Q� W���)�(� "� ���)#)�,"�
���""( ���� �#�)

σs = −Js
q

( 1

T s

)2∇||T s +
[μ�
T

]
−
υsn + [Jqn − hυsn]+

( 1

T+
− 1

T−
)
+

+ [Jqn − hυsn]−
[1
2

( 1

T+
+

1

T−
)
− 1

T s

]
, ;	�
<

/�� Js
q 2 ������"��)"# ���)"��)- )������/� ��)�+# Jq � ������� �$�/� � ���)��)�)��� � ;	�	<�

Z���- � �#���V ���� �7J�$"� ����,�" ���� ) � .�#�"�"� � �� '#""� � ������"��)-* ;+#+�
"#���$��� � ;	�
<<� )� ����#'.$��#*)� �� ������-"� '"#,�"� "# $�%&#'"�( ������"��
�)�� � �� �*7� �7J�$"� ����,�" x±� �' )� "# /�#"���� �����" ����.*!�� �7�'"#�
,�"� V [x]− = x+ − x−� �����)#�� *!�� �+#,�+ ����,�" x ,���' ������"��)- �#'���#� �



H�#"�,"� .����� � )������� �����)����"�� "# $�%&#'"�( ������"��)� 	I�

���������� ��	
� �� �
� ��� �

[x]+ = 1
2(x

+ + x−)� �#���� μ 2 ��$�,��+�( ��)�"��#�� � 2 ���)"��)- � h 2 5")#�-�� � ��$�
��"�")# )������/� ��)�+# �� "��$#�� + ������"��)� �#'���# �7�'"#,�"# +#+ J±

qn = n · J±
q �

/�� n 2 ���"�,"( ��+)�� "��$#�� + $�%&#'"�( ������"��)�� υsn = n · υs 2 "��$#�-"# +
������"��)� ���)#�� *!# �+����)� /�#"��� W�����"��)"( )������( ��)�+ Js

q ��%�) � +#�
�#)��-"�( ����+��)�� � �/� �+#� �"�� ����'����"�� � �*7$ ��+)���$� "#��#���""$ ����-
"��$#��� �#�"� ".�*� 8�$��� || �'"#,#�) ���)#�� *!.* ��+)��# ����- +#�#)��-"�( ����+��)��

! .# � '(�+/ 0%/� 1�)& 2'3$� 4

T#��"�)�� ;	�
< $�%"� �����)#�� )- +#+ �.$$. ����'����"�( [��)�+��\ "# ���� %�""�
�$ [���\ � '#���#)- ��"�("� ���)"�1�"� G"'#/��#� �� '�#*!�� 5)� ����,�"� � .,�)�$
�'�)����� ���)�$ � ����%�)��-"�( ��������""��)� ����'����)�# 5")����� ;	�
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� ���)� ""�( �+����)-* � '#����$��)� �) �������#%��"� Δ � '"#,�"�( �#�#$�)�#

a =
1

2
R̃(1 + 2L2/|L1|) , ;>���<

���������"#�-"�/� +�5&&����"). �����)����"� �#��� R�

�#,��)��""�� ������"�� Ṽ �����)#���"� "# ���� 	Y� ;"# ���."+#� ��+#'#" )��-+� ��)��
+����� �$�*!�� &�'�,��+�( �$��<� � '#����$��)� �) '"#,�"� �#�#$�)�# a� ������� �$�/�
��#%�"��$ ;>���<� $�%"� �#��$�)��)- )�� ��.,# �

	� T��� 	 .,�)�#�) .������ a > 0� 8+����)- &��")# ��������"# "# �")���#�� 1 < Δ <
< 1 + T̃M � �#+ ���"� �' ���."+#� $#+��$#�-"�� '"#,�"�� �+����)- ���"�$#�) "# ��#��( /�#�
"���� �"� �#�"� Ṽ = T̃M � ��� ;� �#'$��"�$ ����< Vmax = |L1|TM �

�� T��� � �)��,#�) ��.,#* a = 1
2R̃(1 + 2L2/|L1|) < 0 � T̃M +1− 1/|a| < 1� � �#'$��"�$ ����

������"�� "��#��"�)�� '#����#�)� +#+

2

cpRTM |2L2 − L1| ∼
2

cpRTM |L1| > 1 (L2 ∼ L1). ;>��
<

6)�) ��.,#( ���)��)�)�.�) $#��$. '"#,�"�* )������/� �����)����"� � W���%�)��-"�$. '"#�
,�"�* �+����)� �)��,#�) .,#�)�+ +����( "# �")���#�� 1 < Δ < T̃M + 1� ��� 5)�$ ������-"��
'"#,�"�� �� �+����)� ��� L2 ∼ L1 ��� �+#

1

|a| ∼
2

RLs|L1| . ;>���<
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1

|a|

˜V

1
Δ

1 + ˜TM

���� �� 8���������# ���	����	��� ���	���� Ṽ �� ��	������
���� Δ9 a = 1
2 R̃(1 + 2L2/|L1|) < 0�

T̃M + 1− 1/|a| < 1

�� F# ���� � �����)#���" /�#&�+ �� ��.,# a = 1
2R̃(1 + 2L2/|L1|) < 0 � T̃M + 1− 1/|a| > 1

��� ;� �#'$��"�$ ����<
2

cpRTM |L1| < 1 (L2 ∼ L1). ;>��S<

F��#��"�)�� ;>��S< ���%"� 7)- ���#�������� ���� )������� �����)����"�� "# /�#"��� �#'���#
���)#)�,"� ����+�� 8+����)- ��������"# "# �")���#�� 0 < Δ < 1� �' "��#��"�)�# Δ < 1
� ���)"�1�"� ;>�	
< ����.�)� ,)� /�#"�,"# )�$���#).�# "# �)���"� )�����( &#' �+#'�#�)� 
�1� �#�"����"�( )�$���#).� ��#���"� � T− = T0+Ls/cp > TM ;����/��)( /�#"�,"( ���(
)�����( &#'<� # &��") +���)#���'#��� ����$�!#�)� � �)���". %��+�( &#'� V > 0� +#+ 5)�
���"� �' /�#&�+#� �#+�( 5&&�+) )������/� '#��#)# 7� ����#" �#7�)#� 3	>�	�4� W�� ��"�%�"��
T0 )�$���#).�# )�����( &#' $�%�) �)#)- �#�"�( TM ;Δ = 1 <� ��� 5)�$ V = 0� ��$���#).�#
%��+�( &#' � 5)�$ ��.,#� )#+%� �#�"# TM ;�$� ;>�	�< � ;>��	<<�

8���.�) �)$�)�)-� ,)� ������"�� �+����)� "# ���� � � �7�#�)�� �����/#*!�( + '"#,�"�*
Δ = 0� &�'�,��+� "� ��#��'.�$� �'�'# +�"�,"��)� �+����)� � 5)�( )�,+�� G�"#+� ���%�"��
&��")# �� �+����)-*� ������� �$�( +����( �7��'� ��#��( /�#"��� )� �� �7��'� Δ = 1� $�%�)
�$�)- $��)�� ���%�"�� ����+�( /�#"�� � ���)� ""�( �+����)-* � �7�#�)� 1−Δ 	 1 � Δ < 1
7�� )#+%� "#(��"� � � ��./�� �#7�)#� ;�$�� "#���$��� 3	
� 	�4<� G�"#+� � "��� � �)��,�� �)
�#""�( �#7�)� )������� �����)����"�� "� �#��$#)���#���-� � ���"�$� + 5)�$. ������.
� ����.*!�$� '#+�*,�)��-"�$ �#�#/�#&��

�#+ ���"�� ���� 	Y� ��+#'�#*) "���"�("�� ������"�� �+����)� �) �������#%��"� � ���,�$
"���"�("��)- �� '#"# ��+�*,�)��-"� � )�����$ �����)����"��$� W�� R = 0 �' ;>��>< ����.�)
��"�("# '#����$��)- Ṽ = Δ− 1�

! ># �/;3?1�� �

� �����)#���""�( �#7�)� 7�� ���.,�" /�#"�,"� .����� "# &��")� +���)#���'#��� ,��
�)�/� ;��$�,��+� ��"�+�$��"�")"�/�< �#���#�#� .,�)�#*!�� )�$���#).�"( �#'�� ,���'
$�%&#'".* ������"��)-� W�����"  �#��$#)���#�#�- � �#$+#� +�"������ /�77����+�( $��
���� �#'��� *!�( ������"��)�� �� +�)���( ��������- ������"��)"� )��$���"#$�,��+��
� /������"#$�,��+�� ����$�""�� "�'#����$� �) �7J�$"�� H�#"�,"� .����� ;��	<Y;��><
�����)#�� *) ��7�( ���)"�1�"� G"'#/��# "# $�%&#'"�( ������"��)� � ���$��)"� � .�#��
"�"��$ ;���< �� ������"��)"�( )�$���#).� �7�#'.*) '#$+".).* ���)�$. �� ��������"� 
/�#"�,"� )�$���#).� �7J�$"� &#' T±� )�$���#).� ������"��)� T s � �+����)� ���)# )����
��( &#' υsn� ��#�"�"�� ;���< �����#�) �'$�"�"�� )�$���#).� ������"��)�� �7.������""��
�#��� "��$ 5"��/�� "# &��")� +���)#���'#����
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Ṽ

Δ 1

���� �� 8���������# ���	����	��� ���	���� Ṽ �� ��	������
���� Δ9 a = 1
2 R̃(1 + 2L2/|L1|) < 0�

T̃M + 1− 1/|a| > 1 

8��)�$# /�#"�,"� .�����( ;��	<Y;��>< 7�# ���$�"�"# + ��.,#* .�)#"����1�/�� ���%��
"� ����+�/� &��")#� W�� �)�.)�)��� �#��� "� 5"��/�� "# $�%&#'"�( ������"��)� � � ���
"�("�$ ���7��%�"�� �� �)+��"�"�* �) ���)� "� �#�"����� &#' $ ����� ��#%�"�� �� 
����,�" $�%&#'"�/� )�$���#).�"�/� �#'��# ;�#��"�)�� ;>���<<� �7�7!#*!�� ��'.�-)#) �#�
7�) ?@ABCDEC � ��� 3�4� F#(��""�� ��#%�"�� ���������"#�-"� "� )��-+� +�5&&����"). �#�
��� R� +#+ 7�� .�)#"����"� � 3�4� "� � �+�*,#�) �!� ���" �����"�)��-"( +�"�)�,��+�(
+�5&&����") L3� .,�)�#*!�( '#����$��)- ��)�+# 5"��/�� ,���' ������"��)- �) �)+��"��
"� ������"��)"�( )�$���#).� �) �#�"����"�( )�$���#).� '#)������#"� TM ;�$� �#��"�
�)�� ;>�	�<�

F# ��"��� /�#"�,"� .�����( ;>�		<Y;>�	�< 7�� ���#"#��'����#" ��'$�%"� ��%�$
���%�"� &��")# +���)#���'#��� � '#����$��)� �) �������#%��"� �#���#�# Δ � )������/�
�����)����"� R� T#'��,"� ��.,#� �������" "# ���� 	Y� �� L3 = 0� W�� Δ > 1 ���%��
"�� ����+�/� &��")# � ���)� ""�( �+����)-* ��'$�%"� � ��.� ��.,# �V #< ���� |L1| > 2|L2|�
/�� L1 2 +�5&&����") ���)# "���( &#'� # L2 2 +�"�)�,��+�( +�5&&����")� ������� *!�(
'#����$��)- �+����)� &��")# �) )�$���#).�"�/� ��%+# ΔT ;�$� �#��"�)�� ;>�		<<� W�����-�
"# �+����)- � 5)�$ ��.,#� �#�"# Vmax = |L1|TM ` 7< ��� |L1| < 2|L2| � �)"���)��-"� $#��$
)������$ �����)����"�� R� ������� �$�$ "��#��"�)��$ ;>��
<` ������-"# �+����)- �#�)� 
���)"�1�"��$ ;>���<� Vmax ∼ 2/RLs|L1|�

W�� ���)#)�,"� 7��-1�$ )������$ �����)����"�� R ;"��#��"�)�� ;>��S<< �)#���"#�"�� ����
%�"�� &��")# � ���)� ""�( �+����)-* ��'$�%"� )#+%� ��� Δ < 1 � �7�#�)� 1−Δ 	 1� � 5)�$
��.,#� ��#��'.�)� ��%�$ ���%�"� &#'���( ������"��)� � ����/��)$ /�#"�,"$ ����$
)�����( &#'� +�/�# �/� )�$���#).�# �1� �#�"����"�( )�$���#).� ��#���"� TM � ������
)�,��+� )#+�( 5&&�+) 7� �����+#'#" � �#7�)#� 3	�Y	�4 "# ��"��� &#'����������/� $�)��#�
8���.�) '#$�)�)-� ,)� ������ �7 .�)�(,����)� )#+�/� ��1�"� ��)#�)� �)+�)$� �#+� � �#�
7�)� 3	
4 �)$�,#�)� � ,)� ����7"�� ���%�"�� &��")# "�.�)�(,���� G�"#+� � 3	�4 7�� ��+#'#"��
,)� ��� �)"���)��-"� 7��-1�� �+����) � /�#"�� )#+�( ��%�$ $�%�) 7)- .�)�(,��� 8)��)
)#+%� �)$�)�)-� .����,�"�� )������/� �����)����"� �������) + ���1�"�* .�)�(,����)�
����+�/� &��")# �)"���)��-"� ���""����"��� ��'$.!�"�( 3�4�

8���#�$ �!� ��"� �����"�"��� � �#""�( �#7�)� +�5&&����") �����)����"� �#��� �#��
�$#)���#�� ���)� ""$� "� '#��� !�$ �) )�$���#).� ����� ��%�. )�$� �'$���"� � �����
"�""� �� �#'��,"� ���)�$ +#+ � "�'+�)�$���#).�"�( 3	S4� )#+ � � ���+�)�$���#).�"�( 3	I4
�7�#�) �� ��+#'�#*)� ,)� )������� �����)����"�� �#�)�) ��� .7�#"�� )�$���#).� �� �)��
��""�$. '#+�".� � +���)#���'#���""� 5+�����$�")#�� )#+�$ �7�#'�$� ��'$�%"# '#����$��)-
+�5&&����")# �#��� �) "#,#�-"�( )�$���#).� �#���#�# ��� �) �������#%��"� � +�)��# 
+#,��)��""� $�%�) �����#)-� ���)"�1�"��$ R = R0 + R1Δ

β ��� β > 0 � ����%�)��-"$�
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+�"�)#")#$� R0 � R1� W�� R1 	 R0 +�5&&����") �#��� ��#+)�,��+� ���)� "�"� R ≈ R0�
� 5)�$ ��.,#�� � '#����$��)� �) ���)"�1�"� $�%�. +�"�)�,��+�$� +�5&&����")#$�� �����
��"�� �+����)� /�#"�� 7.��) )#+�$ %�� +#+ "# ���� 	 � ��

� %��+��)�� �� +�)���( R1 � R0� /�#"�,"�� )������� �����)����"�� $�%�) �+#'#)-� 
���)#)�,"� 7��-1�$ ��� Δ ∼ 1� R ∼ R0 +R1� ,)�7 7� ��#��'��#" ��%�$ ���%�"� &��")#
� ���)� ""�( �+����)-*� +#+ "# ���� �� �7��'� Δ = 1� W������$�$.� ���� )#+�� ���%�"�� � ���
#��'.�)� � )� �7"#�.%�)- �/� $�%"� �� +����""$ ���'"#+#$� F#���$��� +#+ ���"� �' ���� ��
�+����)- &��")# � ���)�$ Δ .$�"-1#�)� � ��'$�%"�� �$�""� 7��-1�� )������� �����)�����
"�� ��� 7��-1�� �������#%��"� � �  �� �)� ���,�"�( '#$����"� � # �"�/�# � .7�#"� 
�+����)� /�#"��� +#+ 5)� "#7�*�#�)� � � �� 5+�����$�")�� 3��Y��4�

:(;:!' <;=>&?=@&A

. BCDEFG H I -DJKCLMNMKMFJ CDO PCKKFGD QRG6CKMRD MD SGTJKCN EGRUKV 44 WF5MFU RQ XROFGD YVTJMSJ .Z[/ 
\RN 10 Y .]0[ 

0 ^CNFD_R Y ` � +CDMNR5 + a bTPFGLRNMS JFNQ�SRDJMJKFDK PGRLNF6 RQ VFCK KGCDJQFG MD GCPMO JRNMOMcSCKMRD RQ
JdPFGSRRNFO NMedMO 44 YVTJMSJ BFKKFGJ a 0/// \RN 03[ -JJdF 2 Y .0Z].2[ 

2 '���"� ( < ;����
������ ��������� �������	�
��� � ���� -- 44 f�	��� %����	�������#��� �
���	��������� ������ .Zg. = .. h . : .]2. 

g ^VCJF6M b � iCGO j a XFSVCDMJ6 RQ JFJJMNF UCKFG OGRPNFK F5CPRGCKMRD* `CPMKkC GFJMJKCDSF CK KVF JRNMO�
NMedMO MDKFGQCSF 44 lVF HRdGDCN RQ YVTJMSCN jVF6MJKGT j 0/.. \RN ..1 Y 0.2..]0.2.Z 

1 YCN6MFGM m � iCGO j a � +Fn6F_ X opFSKJ RQ DRDNMDFCG MDKFGQCSMCN _MDFKMSJ CDO MDKFGQCSMCN KVFG6CN
GFJMJKCDSF MD PNCDCG JRNMOMcSCKMRD 44 YVTJMSCN WF5MFU o 0/.0 \RN [7 /1.7/1 q.g Pr 

7 mGFDFG o a � lF6_MD + o ,DJCEFG CPPGRCSV KR KVF RDF�OM6FDJMRDCN JRNMOMcSCKMRD PGRLNF6 CDO MKJ GFNCKMRD
KR KVF PVCJF�cFNO OFJSGMPKMRD 44 YVTJMSCN WF5MFU o 0/.0 \RN [1 /2.7/. q1 Pr 

3 jCJKCMDE m � sRkMFGFJ Y lGCDJ6MJJMRD RQ JRdDO CK KVF NMedMO�JRNMO MDKFGQCSF RQ VFNMd6* C DFU PGRLF RQ
6FNKMDE _MDFKMSJ 44 HRdGDCN OF YVTJMedF .Z[/ \RN g. Y 3/.]3/7 

[ mFOFCdt + � aNLCDR a X � XCkdG Y mRdDOCGT SRDOMKMRDJ CDO DRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ 44
YVTJMSC a .Z37 \RN [0 Y g2[]g70 

Z uMFNMDJ_C m H a � mFOFCdt + a bTOGROTDC6MS KVFRGT QRG vdSKdCKMRDJ CGRdDO FedMNMLGMd6 RQ C NMedMO�
5CPRdG MDKFGQCSF 44 YVTJMSC a .Z[0 \RN ..0 Y 071]0[7 

./ iCNO6CDD B sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ RQ LRdDOCGT SRDOMKMRDJ 44 u sCKdGQRGJSVdDE .Z73 
\RN 00 C Y .07Z].0[/ 

.. `nFNJKGdP I � mFOFCdt + sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ RQ VFKFGREFDFRdJ JTJKF6 4 IFGMFJ RD aO5CDSFJ
MD IKCKMJKMSCN XFSVCDMSJ \RN .7 IMDECPRGF* iRGNO ISMFDKMcS YdLN � 0//[ g01 P 

.0 jCGRNM m � jCGRNM j � WRdNFK m sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ RQ KVF JRNMOMcSCKMRD PGRLNF6 44 HRdGDCN
RQ jGTJKCN ^GRUKV .Z[g \RN 77 Y 131]1[1 

.2 +F ^GRRK I W � XCkdG Y sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ a6JKFGOC6* sRGKV�bRNNCDO� .Z7Z 1./ P 

.g w6CDKJF5 a lVFG6CN FpFSKJ RQ PVCJF KGCDJQRG6CKMRDJ* a GF5MFU 44 YVTJMSC + 0//3 \RN 021 Y .].g 

.1 w6CDKJF5 a W � WRTKLdGO a B sRDMJRKVFG6CN GFNCtCKMRD MD C DRDNRSCN 6FOMd6 44 IR5 YVTJ IRNMO
IKCKF .Z[[ \RN 2/ Y 71.]711 

.7 `CG6C a � WCPPFN i H xdCDKMKCKM5F PVCJF�cFNO 6ROFNMDE RQ OFDOGMKMS EGRUKV MD KUR CDO KVGFF
OM6FDJMRDJ 44 YVTJMSCN WF5MFU o .ZZ[ \RN 13 Y g202]g2gZ 

.3 (���y������ ? 8 � z�	���� { $ �������� �	���� ������� ��	���
� �	� ���#y�� ��	������
��
��� 44 |����� ���	
�� ���� .ZZ/ = 20 : 1/Z]1.2 

.[ IUCGKk o l � YRVN W , lVFG6CN LRdDOCGT GFJMJKCDSF 44 WF5MFU RQ XROFGD YVTJMSJ .Z[Z \RN 7. 
Y 7/1]77[ 

.Z jVFD H � uVCDE ^ � BM m lVFG6CN SRDKCSK GFJMJKCDSF CSGRJJ DCDRJSCNF JMNMSRD OMRtMOF CDO JMNMSRD
MDKFGQCSF 44 H aPPN YVTJ 0/.0 \RN ..0 /7g2.Z q1 Pr 

0/ mCJJNFG m l � bRQ6FMJKFG i b � mCTdkMS_ W H lVF JRNMOMcSCKMRD 5FNRSMKT RQ PdGF DMS_FN 44 XCKFGMCNJ
ISMFDSF CDO oDEMDFFGMDE* a 0//2 \RN 2g0 Y [/]Z0 

0. jVCD i �B � a5FGLCS_ W I � jCVMNN + ^ � aJV_FDCkT } IRNMOMcSCKMRD 5FNRSMKMFJ MD OFFPNT dDOFGSRRNFO
JMN5FG 44 YVTJ WF5 BFKK 0//Z \RN ./0 /Z13/. qg Pr 

00 bFGNCSV + X sRD�FedMNMLGMd6 JRNMOMcSCKMRD RQ dDOFGSRRNFO 6FKCNNMS 6FNKJ 44 XFKCNJ 0/.g \RN ./0 
Y .Z7]02g 
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�������* SGTJKCNNMkCKMRD� `CPMKkC GFJMJKCDSF� MDKFGQCSF� LRdDOCGT SRDOMKMRDJ 

XIj* 3ga1/

mRdDOCGT SRDOMKMRDJ QRG KVF JRNMO�NMedMO MDKFGQCSF RQ KVF JRNMOMQTMDE PdGF 6FNK VC5F LFFD OFGM5FO -D KVF
OFGM5CKMRD KVF 6ROFN RQ ^MLLJ MDKFGQCSF MJ dJFO lVF LRdDOCGT SRDOMKMRDJ MDSNdOF LRKV KVF JKCKF edCDKMKMFJ
RQ LdN_ PVCJFJ KC_FD CK KVF MDKFGQCSF CDO KVF edCDKMKMFJ SVCGCSKFGMkMDE KVF MDKFGQCSMCN JdGQCSF JdSV CJ JdGQCSF
KF6PFGCKdGF CDO JdGQCSF VFCK vdt -DKGROdSKMRD RQ KVF JdGQCSF KF6PFGCKdGF CJ CD MDOFPFDOFDK 5CGMCLNF� CNNRUJ
dJ KR OFJSGMLF KVF JSCKKFGMDE FDFGET CK KVF MDKFGQCSF �RG KVF JKFCOT�JKCKF 6RKMRD RQ KVF PNCDCG MDKFGQCSF KVF
FtPGFJJMRD QRG KVF KF6PFGCKdGF OMJSRDKMDdMKT CSGRJJ KVF PVCJF LRdDOCGT VCJ LFFD RLKCMDFO opFSK RQ `CPMKkC
GFJMJKCDSF RD MDKFGQCSF 5FNRSMKT MJ SRDJMOFGFO -K MJ JVRUD KVCK KVF KVFG6CN GFJMJKCDSF NFCOJ KR DRD�NMDFCGMKT MD
JRNMOMcSCKMRD _MDFKMSJ� DC6FNT� MD �5FNRSMKT�dDOFGSRRNMDE� GFNCKMRD lVF SRDOMKMRDJ RQ KVF JKFCOT�JKCKF 6RKMRD
RQ KVF PNCDCG MDKFGQCSF CGF QRdDO 

Wo�oWosjoI

. BCDEFG H I -DJKCLMNMKMFJ CDO PCKKFGD QRG6CKMRD MD SGTJKCN EGRUKV� ������ �� ������ ������� .Z[/� 5RN 10�
PP .]0[ 

0 ^CNFD_R Y ` � +CDMNR5 + a bTPFGLRNMS JFNQ�SRDJMJKFDK PGRLNF6 RQ VFCK KGCDJQFG MD GCPMO JRNMOMcSCKMRD RQ
JdPFGSRRNFO NMedMO� ������ ������� �� 0///� 5RN 03[� MJJdF 2� PP .0Z].2[ 

2 `CPMKkC Y B -D5FJKMECKMRD RQ KVF 6FSVCDMJ6 RQ VFCK KGCDJQFG MD VFNMd6 --� �� !"�# $��� %�& � .Zg.�
5RN ..� DR .� PP .]2. qMD WdJJMCDr 

g ^VCJF6M b � iCGO j a XFSVCDMJ6 RQ JFJJMNF UCKFG OGRPNFK F5CPRGCKMRD* `CPMKkC GFJMJKCDSF CK KVF JRNMO�
NMedMO MDKFGQCSF� $�� '�(��)* �� �����)* +��,���� +� 0/..� 5RN .1� PP 0.2..]0.2.Z 

1 YCN6MFGM m � iCGO j a � +Fn6F_ X opFSKJ RQ DRDNMDFCG MDKFGQCSMCN _MDFKMSJ CDO MDKFGQCSMCN KVFG6CN
GFJMJKCDSF MD PNCDCG JRNMOMcSCKMRD� �����)* ������ !� 0/.0� 5RN [7� /1.7/1 q.g Pr 

7 mGFDFG o a � lF6_MD + o ,DJCEFG CPPGRCSV KR KVF RDF�OM6FDJMRDCN JRNMOMcSCKMRD PGRLNF6 CDO MKJ GFNCKMRD
KR KVF PVCJF�cFNO OFJSGMPKMRD� �����)* ������ !� 0/.0� 5RN [1� /2.7/. q1 Pr 

3 jCJKCMDE m � sRkMFGFJ Y lGCDJ6MJJMRD RQ JRdDO CK KVF NMedMO�JRNMO MDKFGQCSF RQ VFNMd6* C DFU PGRLF RQ
6FNKMDE _MDFKMSJ� '�(��)* �� ����-(�� .Z[/� 5RN g.� PP 3/.]3/7 

[ mFOFCdt + � aNLCDR a X � XCkdG Y mRdDOCGT SRDOMKMRDJ CDO DRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ� �����)

�� .Z37� 5RN [0� PP g2[]g70 
Z uMFNMDJ_C m H a � mFOFCdt + a bTOGROTDC6MS KVFRGT QRG vdSKdCKMRDJ CGRdDO FedMNMLGMd6 RQ C NMedMO�

5CPRdG MDKFGQCSF� �����) �� .Z[0� 5RN ..0� PP 071]0[7 
./ iCNO6CDD B sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ RQ LRdDOCGT SRDOMKMRDJ� � .)�(�������(�/� .Z73�

5RN 00 C� PP .07Z].0[/ 
.. `nFNJKGdP I � mFOFCdt + .��0�-(�*�1��(, ����,���),��� �� ������/����(� ����,� IFGMFJ RD aO5CDSFJ

MD IKCKMJKMSCN XFSVCDMSJ� 5RN .7� IMDECPRGF* iRGNO ISMFDKMcS YdLN � 0//[� g01 P 
.0 jCGRNM m � jCGRNM j � WRdNFK m sRD�FedMNMLGMd6 KVFG6ROTDC6MSJ RQ KVF JRNMOMcSCKMRD PGRLNF6� '�(��)*

�� +���)* 2������ .Z[g� 5RN 77� PP 131]1[1 
.2 +F ^GRRK I W � XCkdG Y .��0�-(�*�1��(, ����,���),���� a6JKFGOC6* sRGKV�bRNNCDO� .Z7Z� 1./ P 
.g w6CDKJF5 a lVFG6CN FpFSKJ RQ PVCJF KGCDJQRG6CKMRDJ* a GF5MFU� �����) 3� 0//3� 5RN 021� PP .].g 
.1 w6CDKJF5 a W � WRTKLdGO a B sRDMJRKVFG6CN GFNCtCKMRD MD C DRDNRSCN 6FOMd6� 4�� ��� 4�*�� 4�)���

.Z[[� 5RN 2/� PP 71.]711 
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.7 `CG6C a � WCPPFN i H xdCDKMKCKM5F PVCJF�cFNO 6ROFNMDE RQ OFDOGMKMS EGRUKV MD KUR CDO KVGFF
OM6FDJMRDJ� ��� ��� !� .ZZ[� 5RN 13� PP g202]g2gZ 

.3 YCKCJVMDJ_MM a u � jVFGK_R5 X \ lVF 6R5F6FDK RQ KVF PVCJF KGCDJMKMRD QGRDK UMKV NCGEF dDOFGSRRNMDE�
%�& $���� $�*)� .ZZ/� 5RN 20� PP 1/Z]1.2 qMD WdJJMCDr 

.[ IUCGKk o l � YRVN W , lVFG6CN LRdDOCGT GFJMJKCDSF� ������ �� ������ ������� .Z[Z� 5RN 7.�
PP 7/1]77[ 

.Z jVFD H � uVCDE ^ � BM m lVFG6CN SRDKCSK GFJMJKCDSF CSGRJJ DCDRJSCNF JMNMSRD OMRtMOF CDO JMNMSRD MDKFGQCSF�
' �##* ��� � 0/.0� 5RN ..0� /7g2.Z q1 Pr 

0/ mCJJNFG m l � bRQ6FMJKFG i b  mCTdkMS_ W H lVF JRNMOMcSCKMRD 5FNRSMKT RQ PdGF DMS_FN� �)����)*� 4������

)�� !�/�������/5 �� 0//2� 5RN 2g0� PP [/]Z0 
0. jVCD i �B � a5FGLCS_ W I � jCVMNN + ^ � aJV_FDCkT } IRNMOMcSCKMRD 5FNRSMKMFJ MD OFFPNT dDOFGSRRNFO

JMN5FG� ��� ��� ���� � 0//Z� 5RN ./0� /Z13/. qg Pr 
00 bFGNCSV + X � sRD�FedMNMLGMd6 JRNMOMcSCKMRD RQ dDOFGSRRNFO 6FKCNNMS 6FNKJ� ���)*�� 0/.g� 5RN ./0�

PP .Z7]02g 
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