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y′′ − p(x, y, y′) |y|k !"# y = 0, k > 1. $��	%

&��'�()�*�����+ ,�( -� ./�� p(x, y, y′)  �����
� � �( �(�(.�� (��� ������  
0+ ��� (1
��� ( �( x )��2�/��� �( �(�)�' �� '��� ��*��� ��� � �'(�)���(����  ����� �����

0 < m � p(x, y, y′) � M < ∞. $���%

� 3	4 ���� ��*���'5� � ���� 6� �����7 � �)�,�� p = p(x) 8
)� �5�,� 
 ��(7���� ��2� �7
���� � �� $��	%+ � ��.9� �����'� � ������(��,��.�� .)����-�.�/�� ��.����): ( ��('()9� 1
 
0 ��2� �7� ;/� .� �����(� �7 '( ������(� ��2� �7 ')�  �)� �7 
0 '�--��� /��): 
0
���� � �7 �
�(.(*( �(��'.� � �)�,�� p ≡ p0 �()�,� 
 <� ����'���� � =��� &(0(9���
�
� 3�4� >���('()9���
� ��2� �� ���� � �7 ���� <�'� �?@��)��� �
�(.(*( �(��'.� �5�,�)��:
���� ����2(�(7 � 3A4� ��5�):��� ( ��B����(�� �� ��2� �7 ���� � �7 ���� <�'� �?@��)���
����:�*( �(��'.� � ��(�5�(): (7  �����' 5�'�  (7 (8)���:C (���'�)� �� '(.�5� ���� ����1
2(�(7 � 3�4� =�B����(�� �� ��2� �7 � 5�'�  (7 (8)���:C (���'�)� �� ���� � �� $��	% � �)�,��
p = p(x) 8
)( '(.�5� ( ���� �( '���:��
� � ���� >�.�2.� 
� � 3�4�

" #$ �%���&%!'�() *� %�+,()'&'*

= ���():5(�� ��� ���('(�+ �5)(9�  
0 � ��8(��0 3
+ ,���: 	4 � 3�4+ ')�  �������): 
0
��2� �7 ���� � �� $��	% 8
)� �()�,� 
 �)�'�CB�� (/� .� �����(� �7 '( ������(�
�

��--& # $��� 3�4%� ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������

$���% 
 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ���������� ����� ��������

�� μ = μ(m,k) > 0� ��� �� �� ����
�
������ ����
������ 
�����!����� �����
� y(x) �����
���
� $��	%� ��������������� � ��������" ����� x0 �����
� y(x0) y

′(x0) > 0 
�
 y(x0) = 0,

���� ����
������� ��
�
���� x = x∗ > x0, 
�
���

x∗ − x0 �
(
μ |y′(x0)|

)− k−1
k+1 .
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#��
 !� ����
�
������ ����
������ 
�����!����� �����
� y(x) � ��������" ����� x0 ����

���������� �����
� y(x0) y
′(x0) < 0 
�
 y(x0) = 0, �� y(x) 
���� ����
������� ��
�
����

x = x∗ < x0, 
�
���

x0 − x∗ �
(
μ |y′(x0)|

)− k−1
k+1 .

��--& . $��� 3�4%� ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������

$���% 
 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ���������� ����� ��������

�� ν = ν(m,k) > 0, ��� �� �� ����
������ 
�����!����� �����
� y(x) �������
� $��	%�
��������������� � ��������" ����� x0 �����
� y(x0) y

′(x0) > 0, 
���� ����
������� ��
�
�

���� x = x∗ > x0, 
�
���

x∗ − x0 � (ν |y(x0)|)−
k−1
2 .

#��
 !� y(x) � ��������" ����� x0 ������������� �����
� y(x0) y
′(x0) < 0, �� y(x) 
����

����
������� ��
�
���� x = x∗ < x0, 
�
���

x0 − x∗ � (ν |y(x0)|)−
k−1
2 .

$���� ����� ���������� ����� ��������� η = η(M,k) > 0, ��� �� �� ����
�
������

����
������ 
�����!����� �����
� y(x) �������
� $��	%� � ��������" ����� x0 ����������

������ �����
� y′(x0) = 0, 
���� ����
������� ��
�
���� x = x∗ > x0 
 x = x∗ < x0,

�
���

(η |y(x0)|)−
k−1
2 � x∗ − x0 � (ν |y(x0)|)−

k−1
2 ,

(η |y(x0)|)−
k−1
2 � x0 − x∗ � (ν |y(x0)|)−

k−1
2 .

/&-�0& !� #$ �5 )��� 	 � � �)�'���+ ,�( )C8(�  �������): (� ��2� �� ���� � �� $��	%+
���CB�� �  �.(�(�(7 �(,.�  �): )�8( D.�������+ ����� �����.�): �C ������(�� � �)���+
� ������ (� D�(7 �(,.�� =)�'(����): (+ )C8(� ��.(� ��2� �� (���'�)� (  � .( �, (� � ���1
��)��

" .$ ��1%�%*� &2 +&�!3!-43') 14(45� !6 &3!-1'4' 4'  &0&() *7 �&  *7

&(.�9��  �����
� �C 5������(��: �()(9� �� ������(�
 (�  �,�): 
0 '�  
0+ �():5�1
��: ���('���+ �5)(9�  
�� � 3�+ �4�

��4%�-& #$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������ $���%

 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ��� �� ��� ε > 0 ����������

����� δ > 0� ��� ��� �� �% x0� x̃0� y0� z0� y1� z1 ���
%� ��� |x̃0 − x0| < δ� |z0 − y0| < δ�
|z1 − y1| < δ� y0 � 0 
 y1 � 0 
 �� ����� ������������ ����� z0 � 0 
 z1 � 0 
 �� �����

������������ ����� �����
� y(x) 
 z(x) �������
� $��	% � ���������
 ������
{
y(x0) = y0,
y′(x0) = y1

$��	%


 {
z(x̃0) = z0,
z′(x̃0) = z1

$���%

�������������� 
���� ����
������� ��
�
���� x = x∗1 > x0 
 x = x∗2 > x̃0 �������������

��� 
�
��� |x∗2 − x∗1| < ε�

� ( . � 5 � � � ) : � � � (� &���: y(x) E ��2� �� 5�'�,� �(2� $��	%� �)� ��(�5�(): (*(
ε > 0 ��B������� 5 �,� ��

ỹ1 >
1

μ

(
2

ε

) k+1
k−1

,



;  ���('()9���
0 ��2� ��0 ���� � �� ���� <�'� �?@��)��� ��(�(*( �(��'.� �AA

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

*'� μ = μ(m,k) E .( ��� �� �5 )���
 	� &(�.():.� y′(x) → +∞ ��� x → x∗1, ��B������� ��.��
�(,.� x′0, ,�( y′(x′0) = ỹ1 > 0, � �(*'�

(μ ỹ1)
− k−1

k+1 <
ε

2
.

�(5:���

δ̃ =
1

2

(
ỹ1 − 1

μ

(
2

ε

) k+1
k−1

)
> 0.

�(*'�

δ̃ < ỹ1 − 1

μ

(
2

ε

) k+1
k−1

=⇒ ỹ1 − δ̃ >
1

μ

(
2

ε

) k+1
k−1

=⇒

=⇒
(
μ
(
ỹ1 − δ̃

))k−1
k+1

>
2

ε
=⇒

(
μ
(
ỹ1 − δ̃

))− k−1
k+1

<
ε

2
.

&���: z̃(x) E ��2� �� 5�'�,� �(2� ')� ���� � �� $��	% � ��.���  �,�): 
�� '�  
��
z̃(x′0) = z̃0+ z̃

′(x′0) = z̃1, ,�( |z̃0 − y(x′0)| < δ̃, |z̃1 − ỹ1| < δ̃. �(*'�+ � ��)� )���
 	+ ��2� �� z̃
����� �����.�): �C ������(�� x = x̃∗ > x′0.

��. .�. ỹ1 − δ̃ < z̃1 < ỹ1 + δ̃, �(

(μ z̃1)
− k−1

k+1 <
ε

2
,

�

|x∗1 − x̃∗| � |x∗1 − x′0|+ |x̃∗ − x′0| � (μ ỹ1)
− k−1

k+1 + (μ z̃1)
− k−1

k+1 <
ε

2
+

ε

2
= ε.

�����(���� z(x) E ��2� �� 5�'�,� �(2� ')� ���� � �� $��	% �  �,�): 
�� '�  
�� $���%�
� ��)� ��(���
 (  �����
� (7 5������(��� ��2� �� (�  �,�): 
0 ��)(��7 ')� )C8(*( δ̃
��B������� ��.(� δ+ ,�( ��)� |x̃0 − x0| < δ+ |y0 − z0| < δ+ |y1 − z1| < δ+ �( |y(x′0) − z(x′0)| < δ̃+

|y′(x′0) − z′(x′0)| < δ̃, ���,�� z(x) �(9 ( ��('()9��: '( x′0� �(*'�+ � ��)� �()�,�  (7 �
2�
(/� .� � )���
 	+ �()�,���+ ,�( z(x) ����� �����.�): �C ������(�� x∗2 > x′0 > x̃0, ���,��
|x∗1 − x∗2| < ε.

��.�� (8��5(�+  �����
� �� 5������(��: �()(9� �� �����.�): (7 ������(�
 (�  �,�):1
 
0 '�  
0 ��� ��)(��� �0  �(���/���): (��� '(.�5� �� �

� ��)� �(*(+ ,�( ��� ��� 5��� �0 x �→ −x � y(x) �→ −y(x) ���� � �� $��	% ����0('�� � ����1
 � �� �(*( 9� ����+ ������')��
 �)�'�CB�� ��(���
 (  �����
� (7 5������(��� �()(9� �7
������(� (�  �,�): 
0 '�  
0F

��4%�-& .$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������ $���%

 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ��� �� ��� ε > 0 ����������

����� δ > 0� ��� ��� �� �% x0� x̃0� y0� z0� y1� z1 ���
%� ��� |x̃0 − x0| < δ� |z0 − y0| < δ�
|z1 − y1| < δ� y0 � 0 
 y1 � 0 
 �� ����� ������������ ����� z0 � 0 
 z1 � 0 
 �� �����

������������ ����� �����
� y(x) 
 z(x) �������
� $��	% � ���������
 ������
 $��	% 
 $���%
�������������� 
���� ����
������� ��
�
���� x = x1∗ < x0 
 x = x2∗ < x̃0 ��������

�������� 
�
��� |x2∗ − x1∗| < ε.

��4%�-& 8$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������ $���%

 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ��� �� ��� ε > 0 ����������

����� δ > 0� ��� ��� �� �% x0� x̃0� y0� z0� y1� z1 ���
%� ��� |x̃0 − x0| < δ� |z0 − y0| < δ�
|z1 − y1| < δ� y0 � 0 
 y1 � 0 
 �� ����� ������������ ����� z0 � 0 
 z1 � 0 
 �� �����

������������ ����� �����
� y(x) 
 z(x) �������
� $��	% � ���������
 ������
 $��	% 
 $���%
�������������� 
���� ����
������� ��
�
���� x = x1∗ < x0 
 x = x2∗ < x̃0 ��������

�������� 
�
��� |x2∗ − x1∗| < ε.
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��4%�-& 9$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ������������� ������������ $���%

 �����
� �

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ��� �� ��� ε > 0 ����������

����� δ > 0� ��� ��� �� �% x0� x̃0� y0� z0� y1� z1 ���
%� ��� |x̃0 − x0| < δ� |z0 − y0| < δ�
|z1 − y1| < δ� y0 � 0 
 y1 � 0 
 �� ����� ������������ ����� z0 � 0 
 z1 � 0 
 �� �����

������������ ����� �����
� y(x) 
 z(x) �������
� $��	% � ���������
 ������
 $��	% 
 $���%
�������������� 
���� ����
������� ��
�
���� x = x∗1 > x0 
 x = x∗2 > x̃0 �������������

��� 
�
��� |x∗2 − x∗1| < ε.

/&-�0& !� .$ ��(���
 	 � � �����9'�C�  �����
� �C 5������(��: �()(9� �7 ����
0
������(� ��2� �7+ �((��������  ( �()(9���): 
0 � (���/���): 
0 �8)�5� ����
0 *�� �/ �0
(8)����7 (���'�)� ��� ��(���
 � � A �����9'�C�  �����
� �C 5������(��: �()(9� �7 )��
0
������(� ��2� �7+ �((��������  ( �()(9���): 
0 � (���/���): 
0 �8)�5� )��
0 *�� �/ �0
(8)����7 (���'�)� ��� ��.�� (8��5(�+ � �,��(� 5���,� �� 	 �(9 ( *(�(���: (  �����
� (7
5������(��� �()(9� �7 (8��0 $� )��(7+ � ����(7% ������(�  �������): 
0 ��2� �7+ ���CB�0
�  �.(�(�(7 �(,.�  �): �)� D.��������

" 8$ �,:�3'�4�& !� %�;� !6 3 +&�&  46 4<(&3')= 41%���(� !2

= ���():5(�� ��� -�.��  �����
� (7 5������(��� �()(9� �7 ������(� (�  �,�): 
0 '� 1
 
0 '(.�9�� ��B����(�� �� ��.����): ( ��('()9�  
0 ��2� �7 ���� � �� $��	% � ��(�51
�(): (7  �����' 5�'�  (7 (8)���:C (���'�)� ���

��4%�-& >$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ������������� ������������ $���% 
 �����
� �

�

�
	� 
� 
������
� ���� ����������� ����� ��� �� �% �������% &�����
" x∗ 
 x∗ > x∗ ���

�������� �����
� �������
� $��	%� �
���������� �� (x∗, x∗) 
 
������ ����
������� ��
�
�

���� x = x∗ 
 x = x∗�

� ( . � 5 � � � ) : � � � (� �����(���� (8)���: Δ = {(u, v) ∈ (−1, 1)× (−1, 1): u < v} � (�(1
8��9� �� Γ: R2 → Δ, �����('�B�� ����  �,�): 
0 '�  
0 (x0, y0) ∈ R

2 � ���� (thx∗, thx∗) ∈
∈ Δ, *'� x∗ � x∗ E �((��������  ( )���� � ������ *�� �/
 (8)���� (���'�)� �� ��.����): (
��('()9�  (*( ��2� �� y(x) ���� � �� $��	%+ �'(�)���(��CB�*(  �,�): 
� ��)(���� y(x0) =
= y0+ y

′(x0) = 0. � ��)� 5���,� �� 	  �������): 
� ��.����): ( ��('()9�  
� ��2� ��
� ��.���  �,�): 
�� '�  
�� (���'�)� 
  � .( �, (� � �����)�+ �)�'(����): (+ Γ(R2) ⊂ Δ.
��.9� � ��)� 5���,� �� � �  �����
� (��� -� ./�� thx (�(8��9� �� Γ, �(���(�  (� ��.��
(8��5(�+  �����
� ( �( .�9'(�� �5 ��(�0 ��*��� �(��

�)� '(.�5���):���� ��(���
 '(����(, ( �(.�5��:+ ,�( Γ(R2) ⊃ Δ. ��7������): (+ ����1
��')��(��: D�(*( �)(9� �� (5 �,���+ ,�( � )C8(7 �(,.� (u, v) ∈ Δ ��B������� ��((8��5 � R

2+
�( ���: ')� )C8
0 .( �, 
0 5 �,� �7 x∗ < x∗ ��B������� ��2� �� ���� � �� $��	%+ ���CB��
D.�������+ (���'�)�  (�  � (x∗, x∗) � ���CB�� �����.�): 
� ������(�
 x = x∗ � x = x∗�

���.+ ����: (u0, v0) ∈ Δ, �( ���: −1 < u0 = thx∗ < v0 = th x∗ < 1. &(���(�� 5��. ��
7
.( ��� L ⊂ R

2 ��.+ ,�(8
 �*( (8��5 Γ(L) ⊂ Δ ��(0('�) ���(*( �(.��* (u0, v0).
&���: x1 = x∗+x∗

2 + � y0 > 0 �
8�� ( '(����(, ( 8():2��+ ,�(8
 5��
.� �� (8)���� (���1
'�)� �� �((��������CB�*( ��2� �� y1(x) ���� � �� $��	% �  �,�): 
�� '�  
�� y1(x1) = y0+
y′(x1) = 0 )�9�)( � � �����)� (x∗, x∗). <�(*( �(9 ( '(8��:��+ ��. .�. � ��)� )���
 � �����(1
� �� (� �(,.� D.�������� x1 '( �����.�): 
0 ������(� �)��� x = x∗1 � ������ x = x∗1 �(9 (
(/� ��: �)�'�CB�� (8��5(�F

x∗1 − x1 � (ν y0)
− k−1

2 , x1 − x∗1 � (ν y0)
− k−1

2 ,

*'� ν = ν(m,k) E �()(9���): �� .( ��� ��� &('(8��� '(����(, ( 8():2(� y0 > 0, �
 �()�,��

x∗1 � x1 + (ν y0)
− k−1

2 < x∗, x∗1 � x1 − (ν y0)
− k−1

2 > x∗,

�( ���: �)(9� �� 5��
.� �� [x∗1, x∗1] (8)���� (���'�)� �� ��2� �� y1(x) � � �����) (x∗, x∗).



;  ���('()9���
0 ��2� ��0 ���� � �� ���� <�'� �?@��)��� ��(�(*( �(��'.� �A�

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��.�� (8��5(�+ x∗ < x∗1 < x∗1 < x∗, �(D�(�� � ��)� �( (�(  (��� -� ./�� thx �(,.�
(u1, v1) = Γ(x1, y0) )�9�� ������ �  �9� �(,.� (u0, v0), �( ���: u1 > u0+ v1 < v0�

��)��+ �����(���� �(,.� (x∗, y0) ∈ R
2 � �((��������CB�� �7 ��2� �� y2(x) ���� � �� $��	%

�  �,�): 
�� '�  
�� y2(x∗) = y0+ y
′
2(x∗) = 0. ;������+ ,�( � ��)� �
8(�� 5 �,� �7 y0

� x1 > x∗ ������')��� �)�'�CB�� /��(,.�  ����� ���F

x∗2 � x∗ + (ν y0)
− k−1

2 < x1 + (ν y0)
− k−1

2 < x∗.

��.�� (8��5(�+ x∗2 < x∗+ � �(�.():.� ��2� �� (���'�)� ( � �(,.� x∗+ �( x∗2 < x∗, 5 �,��+ �(,.�
(u2, v2) = Γ(x∗, y0) )�9�� )���� �  �9� �(,.� (u0, v0), �( ���: u2 < u0, v2 < v0.

G�'�'�� ����
7 (���5(. � ��'�

L1 = {(xt, y0) : 0 � t � 1} , xt = x1 + t (x∗ − x1) ��� 0 � t � 1.

�*( (8��5 Γ(L1) �(�'� ��� �(,.� (u1, v1) � �(,.(7 (u2, v2). ��(�� �(*(+ � ��)� �
8(�� y0 � �(1
 (�(  (��� -� ./�� thx .����� Γ(L1) ��(0('�� ���(*(  �9� �(,.� (u0, v0)�

�����: �����(���� �(,.� (x1, z0) ∈ R
2 � �((��������CB�� �7 ��2� �� y3(x) ���� � �� $��	%

�  �,�): 
�� '�  
�� y3(x1) = z0 > 0+ y′3(x1) = 0, *'� z0 �
8�� ( '(����(, ( ��)� :.��+
,�(8
 ��2� �� y3(x) 8
)( ��('()9���(  � ���: (���5(. [x∗, x∗]. <�(*( �(9 ( '(8��:�� � ��)�
�)�'�CB�0 (/� (.+ �()�,�  
0 � )���� �F

x∗3 − x1 � (η z0)
− k−1

2 , x1 − x∗3 � (η z0)
− k−1

2 .

&('(8��� '(����(, ( ��)� :.(� z0 > 0, �()�,��

x∗3 � x1 + (η z0)
− k−1

2 > x∗, x∗3 � x1 − (η z0)
− k−1

2 < x∗.

��.�� (8��5(�+ x∗3 < x∗ < x∗ < x∗3, � 5 �,��+ u3 < u0, v3 > v0 � �(,.� (u3, v3) = Γ(x1, z0)
)�9�� )���� � �
2� �(,.� (u0, v0)�

G�'�'�� ��(�(7 (���5(. .�.

L2 = {(x∗, yt) : 1 � t � 2} , yt = y0 + (t− 1) (z0 − y0) ��� 1 � t � 2.

;8��5 Γ(L2) ��(0('�� ���(*( )���� �(,.� (u0, v0) � ��)� �(*(+ ,�( �((��������CB�� ��2� ��
(���'�)� 
 � �(,.� x∗�

�����7 (���5(. 5�'�'�� �)�'�CB�� (8��5(�F

L3 = {(xt, z0) : 2 � t � 3} , xt = x∗ + (t− 2) (x1 − x∗) ��� 2 � t � 3.

;8��5 Γ(L3) ��(0('�� ���(*( )���� �(,.� (u0, v0) � ��)� �( (�(  (��� -� ./�� thx � �
8(��
z0+ �+ �)�'(����): (+ (8��5 (8H�'� � �� (���5.(� Γ(L2∪L3) �(�'� ��� �(,.� (u2, v2) � (u3, v3)
� ��(0('�� ���(*( )���� �(,.� (u0, v0)�

�����(���� �(�)�' CC �(,.�+ (x∗, y0) ∈ R
2, � �((��������CB�� �7 ��2� �� y4(x) ���� �1

 �� $��	% �  �,�): 
�� '�  
�� y4(x
∗) = y0+ y

′
4(x

∗) = 0. ;������+ ,�( � ��)� �
8(�� 5 �,� �7
y0 � x1 < x∗ ������')��� �)�'�CB�� /��(,.�  ����� ���F

x∗4 � x∗ − (ν y0)
− k−1

2 > x1 − (ν y0)
− k−1

2 > x∗.

��.�� (8��5(�+ x∗4 > x∗, � �(�.():.� ��2� �� (���'�)� ( � �(,.� x∗+ �( x∗4 > x∗, � �(,.�
(u4, v4) = Γ(x∗, y0) )�9�� ������ � �
2� �(,.� (u0, v0), �( ���: u4 > u0, v4 > v0.

G�'�'�� ,������
7 (���5(. � ��'�

L4 = {(xt, z0) : 3 � t � 4} , xt = x1 + (t− 3) (x∗ − x1) ��� 3 � t � 4,

(8��5 .(�(�(*( Γ(L4) ��(0('�� ���(*( �
2� �(,.� (u0, v0) � ��)� �( (�(  (��� -� ./�� thx
� �
8(�� z0.
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���������� ��	
� �� �
� �
�� �

&��
7 (���5(.F

L5 = {(x∗, yt) : 4 � t � 5} , yt = z0 + (t− 4) (y0 − z0) ��� 4 � t � 5.

;8��5 Γ(L5) ��(0('�� ���(*( �
2� �(,.� (u0, v0) � ��)� �(*(+ ,�( �((��������CB�� ��2� ��
(���'�)� 
 � �(,.� x∗+ �+ �)�'(����): (+ (8��5 (8H�'� � �� (���5.(� Γ(L4 ∪ L5) �(�'� ���
�(,.� (u3, v3) � (u4, v4) � ��(0('�� ���(*( �
2� �(,.� (u0, v0)�

>�.( �/+ 5�'�'�� 2���(7 (���5(. � ��'�

L6 = {(xt, y0) : 5 � t � 6} , xt = x∗ + (t− 5) (x1 − x∗) ��� 5 � t � 6,

(8��5 .(�(�(*( Γ(L6) �(�'� ��� �(,.� (u4, v4) � �(,.(7 (u1, v1) � ��(0('�� ���(*( ������ �(,.�
(u0, v0) � ��)� �
8(�� y0.

�����(���� .( ��� L = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4 ∪ L5 ∪ L6.

x∗ x∗xt

z0

y0
L1

L2

L3 L4

L5

L6

<�(� .( ��� �( �(���(� �C ��)����� ���*�����
� � �(,.� � ��(���� ���� R2. &�� (�(8��1
9� �� Γ .( ��� L ����0('�� � 5��. ��
7 .( ��� � (8)���� Δ+ .(�(�
7+ .�. �(.�5� ( �
2�+
(80('�� �(,.� (u0, v0). � ��)�  �����
� (��� Γ .( ��� Γ(L) E ��.9� ���*�����
7 � �(,.�
� Γ(R2)+ ,�( 8
)( 8
  ��(5�(9 (+ ��)� 8
 (u0, v0)  � ��� �')�9�)� � (9����� Γ(R2).

��.�� (8��5(�+ (u0, v0) ∈ Γ(R2), � D�( (5 �,���+ ,�( � R
2 ��B������� ��((8��5 �(,.�

(u0, v0) = (thx∗, thx∗) ��� (�(8��9� �� Γ, �+ �)�'(����): (+ ')� )C8
0 5 �,� �7 x∗ � x∗ > x∗
��B������� ��2� �� ���� � �� $��	%+ (���'�)�  (�  � (x∗, x∗) � ���CB�� �����.�): 
� �����1
�(�
 x = x∗ � x = x∗.

��(���� '(.�5� �� �

/&-�0& !� 8$ �5 '(.�5���):���� ��(���
 �)�'���+ ,�( ')� )C8
0 .( �, 
0 x∗ � x∗> x∗ ��1
B������� ���  ( �()(9���): (� 5 �.(�(��(�  (� ��.����): ( ��('()9�  (� ��2� ��+ (���1
'�)�  (�  � � �����)� (x∗, x∗) � ���CB��  � D�(� � �����)� D.�������� � �)(*�, 
� (8��5(�
'(.�5
������ ��B����(�� �� ��.(*( (���/���): (*( 5 �.(�(��(�  (*( ��2� ��� ��.�� (8��1
5(�+ ��B������� �( .��7 �7 ���� '�� ��.����): ( ��('()9�  
0 ��2� ��+ (���'�)�  
0  �
� �����)� (x∗, x∗), ')� )C8
0 .( �, 
0 x∗ � x∗�

&���7'�� . �����(��� �C ��2� �7+ (���'�)�  
0  � �()�8��.( �, 
0 � �����)�0�

�1%���(� !� # $��� 3	4%� ��2� �� ���� � �� $��	%  �5
������ ���&������
� �� (x0,+∞),
��)� ( ( �'(�)���(���� ��)(��C y(x) > 0+ y′(x) < 0 ��� x > x0�

�1%���(� !� .$ ��2� �� ���� � �� $��	%  �5
������ ���&������
� 
�
 � ����

 ��������

�� �� (−∞, x0), ��)� ( ( �'(�)���(���� ��)(��C y(x) > 0+ y′(x) > 0 ��� x < x0.

� ��8(�� 3	4 ���� ��*���'5� � ���� 6� �����7 8
)� (8(� (�� � ������')��(��: �)�'�CB�0
�����9'� �7�

�'��%5�� !� #$ '�� �� ��� x∗ ∈ R ���������� ���&�������� �����
� �������
� $��	%�

������ ����� ����
������� ��
�
���� x = x∗� �
���������� �� 
�������� (x∗, +∞)

 ����������� � ���� 
�
 x → +∞�



;  ���('()9���
0 ��2� ��0 ���� � �� ���� <�'� �?@��)��� ��(�(*( �(��'.� �A�

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

�'��%5�� !� .$ '�� �� ��� x∗ ∈ R ���������� ���&�������� (
�
 � ����

 ���������)
�����
� �������
� $��	%� 
������ �
���� ����
������� ��
�
���� x = x∗� �
���������� ��


�������� (−∞, x∗) 
 ����������� � ���� 
�
 x → −∞�

= �,��(� �(*(+ ,�( ���� � �� $��	% ����� ������): (� ��2� ��+ .(�(�(� (���'�)� (  � ���7
,��)(�(7 ����(7+ (8B�7 -(���)��(�.(7 ')� �()�,�  
0 �
2� ��5�):���(� �(9�� �)�9��:
�)�'�CB�� ��(�����

��4%�-& ?$ ����� ����	
� p(x, y, y′) ��
�������� ���������� 
� x �

�
	��� 
� 
������

�
� ���� ���������� 
 ������������� ������������ $���%� ����� ��� �� �% &�����
" x∗

 x∗� −∞ � x∗ < x∗ � +∞, ���������� ����
������ 
�����!����� �����
� �������
� $��	%�
�
���������� �� (x∗, x∗).
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0! FGHIGJK3I +! *L MNIGO$PQROKSOT GKUNHOKLG HK I JOVJQR$KRSQR W4SQL�XKYUQR HZPQ SO[QRQLHOIU QMNIHOKL 22
\KNLSIRZ ]IUNQ ^RK_UQ4G! .-,C! FRHOTUQ +) ,1C! E P!

C! FGHIGJK3I +! `LOaKR4 QGHO4IHQG ILS QbOGHQLTQ Ka GKUNHOKLG YOHJ PRQGTRO_QS SK4IOL HK LKLUOLQIR HJORS$KRSQR
SO[QRQLHOIU QMNIHOKL 22 )O[QRQLHOIU ILS )O[QRQLTQ WMNIHOKLG YOHJ FPPUOTIHOKLG! cPROLVQR ^RKTQQSOLVG OL
dIHJQ4IHOTG ILS cHIHOGHOTG! eQY fKRg( cPROLVQR� .-,0! ]KU! C1! !̂ ..1�.01!

/! :�������
� D!=!� B��� ��� D!=! 9 ����%��
����# �
 
��
# �����
��
 y′′ = p(x)yk 22 B
����$
��
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�
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���� ������
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��
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"�������� � �
�����	 ,E!-/!.-,5

:���
����� &���
�� =�
����������� ����
����� �
#�����$���
�����
���� �������
�� A��������� ��$
��������
���� ����
����
� ��! A!D! ;���������� ,,666,� �����
� �! A������ ;
������
 ����� ,!
W$4IOU( gRHIIUQbkV4IOU!TK4

���� �����	
��
�

�� ����������	
�� �����	��� �� ��
��������� ������������ ���� �	������	�� �����	��� �	��

�����	�� ������	��

��
�����( LKLUOLQIR SO[QRQLHOIU QMNIHOKLG� GQTKLS$KRSQR� W4SQL�XKYUQR QMNIHOKLG� TKLHOLNKNG SQPQLSQLTQ
Ka IGZ4PHKHQ PKGOHOKL� PRQGTRO_QS SK4IOL!

dcj( 0CF66

cQTKLS$KRSQR W4SQL�XKYUQR HZPQ SO[QRQLHOIU QMNIHOKLG YOHJ RQVNUIR LKLUOLQIROHZ ILS _KNLSQS LQVIHO3Q
PKHQLHOIU SQPQLSOLV KL IL OLSQPQLSQLH 3IROI_UQ� HJQ GKUNHOKL ILS OHG lRGH SQRO3IHO3Q IRQ TKLGOSQRQS! mJQ
RQGNUHG KL HJQ QbOGHQLTQ Ka IGZ4PHKHQG Ka LKLHRO3OIU GKUNHOKLG ILS QGHO4IHQG Ka HJQ SOGHILTQ aRK4 HJQ OLOHOIU
PKOLH HK UQaH ILS ROVJH IGZ4PHKHQG PKGOHOKLG IRQ VO3QL! jKLHOLNKNG SQPQLSQLTQ Ka HJQ PKGOHOKLG Ka UQaH ILS
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� �
�� �

ROVJH IGZ4PHKHQG Ka LKLHRO3OIU GKUNHOKLG OG K_HIOLQS! mJQ QbOGHQLTQ Ka I LKL$QbHQLGO_UQ GKUNHOKL YOHJ PRQGTRO_QS
SK4IOL OG PRK3QS!

nWXWnWejWc

,! oOVNRISpQ +!m!� jJILHNROZI m!F! ���������������� �������� �������� ����������
�� ��
�������
��

����������� !�
�� "�������� qFGZ4PHKHOT PRKPQRHOQG Ka GKUNHOKLG Ka LKLINHKLK4KNG KRSOLIRZ SO[QRQLHOIU
QMNIHOKLGr� dKGTKY( eINgI� ,66-� C0. P!

.! dOHOSOQRO W!� ^KJKpJIQ3 c!+! F PROKRO QGHO4IHQG ILS _UKY$NP Ka GKUNHOKLG HK LKLUOLQIR PIRHOIU SO[QRQLHOIU
QMNIHOKLG ILS OLQMNIUOHOQG� #��������$� �% ��� &��� �� '�����"�� �% (����������� .--,� 3KU! .0C� PP! ,�05.!

0! FGHIGJK3I +! *L MNIGO$PQROKSOT GKUNHOKLG HK I JOVJQR$KRSQR W4SQL�XKYUQR HZPQ SO[QRQLHOIU QMNIHOKL�
)�"����
 *� "� #��� ���� .-,C� FRHOTUQ +) ,1C� E P!

C! FGHIGJK3I +! `LOaKR4 QGHO4IHQG ILS QbOGHQLTQ Ka GKUNHOKLG YOHJ PRQGTRO_QS SK4IOL HK LKLUOLQIR HJORS$
KRSQR SO[QRQLHOIU QMNIHOKL� +��������� ��� +�������� ,-"������ ���� ��� ��������� cPROLVQR ^RKTQQSOLVG
OL dIHJQ4IHOTG ILS cHIHOGHOTG� eQY fKRg( cPROLVQR� .-,0� 3KU! C1� PP! ..1�.01!

/! oKLSRIHsQ3 ]!F!� eOgOGJgOL ]!F! *L HJQ PKGOHO3Q GKUNHOKLG Ka HJQ QMNIHOKL y′′ = p(x)yk� .������
� ������


������������� ������ ����������� !�
�� "�������� � ������ "���� ���
� ���/������ qcK4Q PRK_UQ4G Ka HJQ
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