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��������� ���� �!"#$ �# $%�� $&&���!' &( % )$*$+�&#�, �$ ��� !�� -&.�� ����$.���
/	0�12 % ��&����$� �%� ��&( $�� $(� ��$#��3�� )$*$+�&#$� &%�,& %�� % +�& ��& $ %&�4
#�( ���+��& 3 $ ���%��$.�& 3� �"!&��%�$%�' .�����"�5�'5$� %�*.�6��& $ $7 ��$.����$(
% .$#��8��# ���$#�� � ��& �(5�, ��"� � ��&&.� �$%�� &( ��.$�3 ��$�� 8��# ���� % ����4
&��,��, ���� �!"#�  $�� 9*$�*��: % ��$"�$6��$$ &$�3��, &%(*$� ; � ��.$�3 ��$�� .�6��
���!+$ 3� ��&&.� �$%�( ����8��# ����, ����� �� <�=�$����� % ��$"�$6��$$ &$�3��, &%(4
*$ % ����&� ���)��� & ���$��$+�&#$.$ ����$+�.$ !&��%$(.$� � %�+�'5$.$ &%���+$%��$'
����& %  �!"#!� >�$ 8 �. %%��( &( �%� �����?� #$� �� #� ��� �& �& %���. �"��*�. ��&��4
��� &( ��?� #� � �.�% ���)���@ � �. #�6��, $* �����?� �# �#�!6��  ��3#� � �.�.$ ��!��,
�����?� #$� �����%�( )!�#A$(

ψ(n,m) =

(
ψ1(n,m)

ψ2(n,m)

)

8��# ���� ���������� �� !*��7 ��?� #$� $���#& (n,m) �!.��!� ��� &�&���$7 � �.�% $*
��*�7 �����?� �#� >����������.� + � �.��$ !�� ����&#�#� 8��# ���� �� &�&���$, � �. ��%��
��$�$A�� B����&�� /	� �1 &�� %� & %!'5$, ��.$�3 ��$�� $.�� %$�

(H0ψ)(n,m) =

(
ψ2(n,m) + ψ2(n− 1,m) + ψ2(n,m− 1)
ψ1(n,m) + ψ1(n+ 1,m) + ψ1(n,m+ 1)

)
.

C���� �� H0 ��,& %!� % ������& ���& %� �$�3"�� �%� ���& ���& %� (l2(Ω))2, ��� Ω = Z×
×{0, 1, . . . , N − 1}, N � 2. >�$ 8 �. )!�#A$$ ψ $* �"��& $ ���������$( ����� ��� H0 ���6�
!��%�� %��( 3 ���$��$+�&#$. ����$+�. !&��%$(. ψ|m=0 = ψ|m=N �

>���6$. Hε = H0 + εV, ��� ε > 0. C���� �� εV -�� ��A$��� .����$�!'5$, %�$(�$�
��$.�&$� % � �$+$� � /�1� ��%��.���� ��&����������, % &�+��$$ ���� �!"#$2 ��,& %!� ��
)��.!��

(εV ψ)(n) = ε(δn0 + δnn0)

(
ψ1(n)

ψ2(n)

)
, -	2
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��� δn0 E &$.%�� �����#���� n0 > 0�
����� +���* R0(λ) "!��. �"�*��+� 3 ��*��3%�� ! ����� ��� H0, � +���* σ(B) $ σess(B) E

&��# � $ &!5�& %���, &��# � ����� ��� B &�� %� & %����� � ��"� � /�1 "�� ��#�*���� + �
σ(H0) = [−3,−a] ∪ [a, 3], ���

a = minl:cos πl
N
�0|2 cos

πl

N
− 1|.

� �����, & � 3� $&&���!� &( & ��.�53' !��%���$( D$��.���0<%$����� *���+� ��&&�(�$(
8��# ���� �� ��$.�&$ % !��������, ���� �!"#�� >�&#��3#! % &�!+�� "���$& $+�&#���  ���&���4
 � #����# ��& -���%��$.�& 32 .�6� " 3 %��6�� +���* %���( ��& 3 ���7�6���$( /
1� )�#4
 $+�&#$ ��$ 8 �. $*!+�� &( *���+� ���%��$.�& $ % !��������, ���� �!"#�� >��!+�� ���& �
)��.!� ��( #�8))$A$�� �% � ��6��$( $ ���7�6���$( % &�!+�� .���, &#���& $ �%$6��$(
8��# ���� $ .����� �� ��A$���� F�,��� !&��%$( ������� � ��6��$( $ ������� ���7�6���$(�
�  �#6� !&��%$( %�*��& ��$( $ !"%��$( %���( ��& $ ���7�6���$(�

��( $&&����%��$( *���+$ ��&&�(�$( ��&&.� �$. !��%���$� D$��.���0<%$�����

ψ(n) = ψ0(n)− (R0(λ)V ψ)(n), n ∈ Z, -�2

��� )!�#A$( ψ0(n) !��%�� %��(� !��%���$' (H0−λ)ψ0 = 0. G��&3 λ ��$�����6$ %�! �����4
& $ &!5�& %������ &��# �� ����� ��� H -*�.� $.� + � ����� �� V R0(λ), ��� λ ∈ σ(H0), #�.4
��# �� $� &����%� ��3��� σess(H) = σ(H0)2� � ��"� � /�1 "�� ��#�*���� + � ��*��3%�� � R0(λ)
����� ��� H0 $.�� &���!'5$, %$�@

(R0(λ)ψ)1l(n) =
1

4i cos πl
N sin kl

∑
n′∈Z

(
eikl|n−n′|e−

iπl(n−n′)
N (λψ1l(n

′) +

+ (1 + e
2πil
N )ψ2l(n

′)) + eikl|n−n′−1|e−
iπl(n−n′−1)

N ψ2l(n
′)
)
,

(R0(λ)ψ)2l(n) =
1

4i cos πl
N sin kl

∑
n′∈Z

(
eikl|n−n′|e−

iπl(n−n′)
N (λψ2l(n

′) +

+ (1 + e−
2πil
N )ψ1l(n

′)) + eikl|n−n′+1|e−
iπl(n−n′+1)

N ϕ1l(n
′)
)
.

-�2

G��&3 sin kl = −
√
1− cos2 kl� cos kl =

λ2 − 3− 2 cos 2πl
N

4 cos πl
N

� H!�#A$( ψ0(n) -*��$&����( ��( ����4

.����, kl2 $.�� %$� -&.� /�12

ψ0(n) =
1√
2

⎛
⎜⎝

1
√

3+2
(
cos(kl−πl/N)+cos(2πl/N)+cos(kl+πl/N)

)
1+e−i(kl−πl/N)+ei2πl/N

⎞
⎟⎠ ei(kl−πl/N)n -�2

C"�*��+$.

D(kl) =

√
3 + 2(cos(kl − πl/N) + cos(2πl/N) + cos(kl + πl/N))

1 + e−i(kl−πl/N) + ei2πl/N
.

���%���$� -�2 % &�� %� & %$$ & -�2 $ -�2 ��$�$.�� %$�

ψ1l(n) =
ei(kl−

πl
N
)n

√
2

− 1

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
eikl|n−n′|e−

iπl(n−n′)
N

(
λ(V ψ)1l(n

′) +

+ (1 + e
2πil
N )(V ψ)2l(n

′)
)
+ eikl|n−n′−1|e−

iπl(n−n′−1)
N (V ψ)2l(n

′)
]
,

ψ2l(n) =
D(kl)√

2
− 1

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
eikl|n−n′|e−

iπl(n−n′)
N

(
λ(V ψ)2l(n

′) +

+ (1 + e−
2πil
N )V (n′)ψ1l(n

′)
)
+ eikl|n−n′+1|e−

iπl(n−n′+1)
N (V ψ)1l(n

′)
]
, n ∈ Z.

-�2
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G��$?�. !��%���$( -�2 ��( n � n0 % %$��

ψ1l(n) = eiklne−
iπln
N

( 1√
2
− 1

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
e−ikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)1l(n

′) +

+ (1 + e
2πil
N )(V ψ)2l(n

′) + e−ikle
iπl
N (V ψ)2l(n

′)
)])

,

ψ2l(n) = eiklne−
iπln
N

(D(kl)√
2

− 1

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
e−ikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)2l(n

′) +

+ (1 + e
−2πil

N )(V ψ)1l(n
′) + eikle

−iπl
N (V ψ)1l(n

′)
)])

.

-
2

C"�*��+$. +���* a+1l $ a+2l #�8))$A$��  ���7�6���$( ��( ���%�, $ % ���, �&�%��&�$��%�,
#�.�����  &�� %� & %����� �* !��%���$, -
2 8 $ #�8))$A$��  ���#� ��7��( &(� �.��.

a+1l =
1√
2
− 1

4i sin kl cos
πl
n

∑
n′∈Z

[
e−ikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)1l(n

′) +

+ (1 + e
2πil
N )(V ψ)2l(n

′) + e−ikle
iπl
N (V ψ)2l(n

′)
)]
,

a+2l =
D(kl)√

2
− 1

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
e−ikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)2l(n

′) +

+ (1 + e
−2πil

N )(V ψ)1l(n
′) + eikle

−iπl
N (V ψ)1l(n

′)
)]
.

�+$ %�( -	2� ���!+��.

a+1l =
1√
2
− ε

4i sin kl cos
πl
N

[
λ
(
ψ1l(0) + e−ikln0e

iπln0
N ψ1l(n0)

)
+

+ (1 + e
2πil
N + e−ikle

iπl
N )

(
ψ2l(0) + ψ2l(n0)e

−ikln0e
iπln0

N
)]
,

a+2l =
D(kl)√

2
− ε

4i sin kl cos
πl
N

[
λ
(
ψ2l(0) + e−ikln0e

iπln0
N ψ2l(n0)

)
+

+ (1 + e−
2πil
N + eikle

−iπl
N )

(
ψ1l(0) + ψ1l(n0)e

−ikln0e
iπln0

N
)]
.

�* ���!+���7 )��.!� $ -
2 ��( n � n0 &���!' ��%��& %�

ψ1l(n) = eiklne−
iπln
N a+1l, ψ2l(n) = eiklne−

iπln
N a+2l. -�2

������$+�� ��( n � 0 *��$?�. !��%���$( -�2 % %$��

ψ1l(n) = e−
iπln
N

(eikln√
2

− e−ikln

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
eikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)1l(n

′) +

+ (1 + e
2πil
N )(V ψ)2l(n

′) + eikle
iπl
N (V ψ)2l(n

′)
)])

,

ψ2l(n) = e−
iπln
N

(eiklnD(kl)√
2

− e−ikln

4i sin kl cos
πl
N

∑
n′∈Z

[
eikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)2l(n

′) +

+ (1 + e
−2πil

N )(V ψ)1l(n
′) + e−ikle

−iπl
N (V ψ)1l(n

′)
)])

.

-�2

C"�*��+�( +���* a−1l $ a
−
2l #�8))$A$��  � ��6��$( ��( ���%�, $ % ���, �&�%��&�$��%�, #�.4

�����  &�� %� & %����� *��$?�. ��( �$7 %��6��$(

a−1l = − 1

4i sin kl cos
πl
n

∑
n′∈Z

[
eikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)1l(n

′) + (1 + e
2πil
N )V (n′)ψ2l(n

′) + eikle
iπl
N (V ψ)2l(n

′)
)]
,

a−2l = − 1

4i sin kl cos
πl
n

∑
n′∈Z

[
eikln

′
e

iπln′
N

(
λ(V ψ)2l(n

′) + (1 + e
−2πil

N )(V ψ)1l(n
′) + e−ikle

−iπl
N (V ψ)1l(n

′)
)]
.
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a−1l = − ε

4i sin kl cos
πl
N

[
λ
(
ψ1l(0) + eikln0e

iπln0
N ψ1l(n0)

)
+

+
(
1 + e

2πil
N + eikle

iπl
N
)(
ψ2l(0) + ψ2l(n0)e

ikln0e
iπln0

N
)]
,

a−2l = − ε

4i sin kl cos
πl
n

[
λ
(
ψ2l(0) + eikln0e

iπln0
N ψ2l(n0)

)
+

+ (1 + e
−2πil

N + e−ikle−
iπl
N )

(
ψ1l(0) + ψ1l(n0)e

ikln0e
iπln0

N
)]
,

 ���� � &'�� $ $* -�2 ��( n � 0 ���!+$.

ψ1l(n) = e−
iπln
N

(eikln√
2

+ e−iklna−1l
)
, ψ2l(n) = e−

iπln
N

(eiklnD(kl)√
2

+ e−iklna−2l
)
. -�2

����� &+$ ��.� + � kl = Aε, A �= 0 E %�5�& %����( #��& �� �� �&�$ ε .��� -��$ 8 �. kl ≈ 0,
 � �& 3 &#���& 3 �%$6��$( 8��# ���� .���2�  �

eikln = 1 +O(ε), sin kl = Aε+O(ε3) = εA(1 +O(ε2)).

>���������(� + � 2 cos πl
N + 1 > 0, ��&�� ��&��6�7 ����"��*�%��$, $.��.

D(kl) = e−iπl/N +O(ε), λ = 2cos
πl

N
+ 1 +O(ε2). -	�2

��( n = n0 $* -�2 &���!� � + � ψ1l(n0) = a+1le
− iπln0

N +O(ε)� ψ2l(n0) = a+2le
− iπln0

N +O(ε)� C &'��
��( �.��$ !� ���7�6���$( ���!+��. &���!'5$� )��.!�@

a+1l = e
iπln0

N ψ1l(n0) +O(ε), a+2l = e
iπln0

N ψ2l(n0) +O(ε).

��( n = 0 $* !��%���$, -�2 &���!� � + � ψ1l(0) =
1√
2
+ a−1l� ψ2l(0) =

e
−iπl
N√
2

+ a−2l� � #!��

�.��$ !� � ��6��$( a−jl, -j = 1, 22 �������(' &( )��.!��.$

a−1l = ψ1l(0)− 1√
2
, a−2l = ψ2l(0) − e

−iπl
N√
2
.

�* -
2 $ -�2 ���!+��. &$& �.! � ��&$ ��3�� +$&�� ψ1l(0), ψ1l(n0), ψ2l(0)� ψ2l(n0)@⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

b1ψ1l(0) + c1ψ1l(n0) + d1ψ2l(0) + f1ψ2l(n0) = g1,

b2ψ1l(0) + b1ψ1l(n0) + d2ψ2l(0) + d1ψ2l(n0) = g2,

b3ψ1l(0) + c2ψ1l(n0) + b1ψ2l(0) + f2ψ2l(n0) = g3,

b4ψ1l(0) + b3ψ1l(n0) + b2ψ2l(0) + b1ψ2l(n0) = g4.

G��&3

d1 =
(2 cos πl

N + 1)e
iπl
N

4iA cos πl
N

, d2 =
(2 cos πl

N + 1)e
iπl
N

(1−n0)

4iA cos πl
N

,

b1 = 1 +
λ

4iA cos πl
N

, b2 =
λe−

iπln0
N

4iA cos πl
N

, b3 =
(2 cos πl

N + 1)e−
iπl
N

4iA cos πl
N

,

b4 =
(2 cos πl

N + 1)e−
iπl
N

(n0+1)

4iA cos πl
N

, c1 =
λe

iπl
N

4iA cos πl
N

, c2 =
(2 cos πl

N + 1)e−
iπl
N

(1−n0)

4iA cos πl
N

,

f1 =
(2 cos πl

N + 1)e
iπl
N

(1+n0)

4iA cos πl
N

, f2 =
λe

iπln0
N

4iA cos πl
N

,

g1 =
1√
2
, g2 =

e−
iπln0

N√
2

, g3 =
e−

iπl
N√
2
, g4 =

e−
iπl
N

(1+n0)

√
2

.



I�&&�(�$� 8��# ���� �� ��$.�&$ % !��������, ���� �!"#� ���

���������� ��	
� �� �
� ��� �

�&���3*!( )��.!� ���.��� $ )��.!�! -	�2� ��&�� ��&��6�7 ����"��*�%��$, $.��.

ψ1l(0) =
A cos πl

N√
2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) +O(ε),

ψ2l(0) =
A cos πl

N · e− iπl
N√

2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) +O(ε),

ψ1l(n0) =
A cos πl

N · e− iπln0
N√

2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) +O(ε),

ψ2l(n0) =
A cos πl

N · e− iπl(n0+1)
N√

2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) +O(ε).
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a+1 =
A cos πl

N√
2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) , a+2 =
e−

iπl
N A cos πl

N√
2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) ,

a−1 =
i(2 cos πl

N + 1)√
2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) , a−2 =
e−

iπl
N i(2 cos πl

N + 1)√
2
(
A cos πl

N − i(2 cos πl
N + 1)

) .

C"�*��+$. +���* P+ $ P− %���( ��& $ ���7�6���$( $ � ��6��$( &�� %� & %����� >�$
8 �. %������ ��%��& %�

P+ = |a+1 |2 + |a+2 |2, P− = |a−1 |2 + |a−2 |2.
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P+ =
A2 cos2 πl

N

A2 cos2 πl
N + (2 cos πl

N + 1)2
+O(ε),

P− =
(2 cos πl

N + 1)2

A2 cos2 πl
N + (2 cos πl

N + 1)2
+O(ε).

������� � �� �*  ����. 	 &���!� � + � %���( ��& 3 ���7�6���$( P+ "�$*#� # �!�'� �&�$
A = kl/ε ≈ 0, $ %���( ��& 3 ���7�6���$( P+ "�$*#� # ��$�$A�� �&�$ A = kl/ε ≈ ∞, �  �#6�
�&�$ 2 cos (πl/N) + 1 ≈ 0� ���.�  ���� �&�$ cos (πl/N) > 0�  � %���( ��& 3 ���7�6���$( P+

%�*��& �� � � �&�$ cos (πl/N) < 0,  � !"%�� & ��& �. l�
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