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�àññìàòðèâàåòñÿ âûïóêëàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñî ñòðî-

ãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûì öåëåâûì �óíêöèîíàëîì, ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì è ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Îáðàçû çàäàþùèõ ïîòî÷å÷íûå

�àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ âêëàäûâàþòñÿ â ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ s-é ñòåïåíüþ
�óíêöèé ïðè s ∈ (1, 2). Â ñâîþ î÷åðåäü, ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò ëåáåãîâó ïðîñòðàíñòâó

ñ ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè r ∈ (2,+∞). Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå,

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâûå ê îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ, ñåêâåíöèàëüíûå ïðèíöèï Ëàãðàíæà

â íåäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå è ïîòî÷å÷íûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñåêâåíöèàëüíàÿ îï-

òèìèçàöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, óñòîé÷èâîñòü, ïîòî÷å÷íîå �àçîâîå îãðàíè÷åíèå â ëåáåãîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïðèíöèï Ëàãðàíæà, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

DOI: 10.20537/vm170202

Ââåäåíèå

Çàäà÷àì îïòèìèçàöèè â öåëîì è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè â ÷àñòíîñòè ñâîéñòâåííû ðàçëè÷íûå

ïðîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè [1℄. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè ðåàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷,

êîãäà èõ èñõîäíûå äàííûå ìîãóò çàäàâàòüñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, à ïðîöåññ ðåøåíèÿ íåèçáåæíî

ñâÿçàí ñ ïðèìåíåíèåì ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëü-

íûìè, òðåáóþùèìè èõ îáÿçàòåëüíîãî ó÷åòà. Íåóñòîé÷èâîñòü îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïîðîæäàåò è ¾íåóñòîé÷èâîñòü¿ êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè òà-

êèõ, êàê ïðèíöèï Ëàãðàíæà (ÏË), ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ). Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ

â âûäåëåíèè èìè ñêîëü óãîäíî äàëåêèõ ¾âîçìóùåííûõ¿ îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ îò èõ ¾íåâîç-

ìóùåííûõ¿ àíàëîãîâ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷ [2℄.

Åñòåñòâåííî, óêàçàííûå ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðíû è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íè-

æå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå ëèíåé-

íîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ åé êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé îï-

òèìàëüíîñòè � ÏË è ÏÌÏ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðåîäîëåâàòü ïðîáëåìû íåêîððåêò-

íîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íà îñíîâå ìåòîäà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè [2�7℄ è îäíî-

âðåìåííîãî ïåðåõîäà ê ïîíÿòèþ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ

êàê îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ îïòèìèçàöèîííîé òåîðèè, òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåõîäà ñ ÿçû-

êà îïòèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ñåêâåíöèàëüíûé ÿçûê ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû â èçó÷àåìîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäå-

ëåííûìè ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå, èëè, äðóãèìè

ñëîâàìè, óñòîé÷èâûå ê îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ, ñåêâåíöèàëüíûå ÏË è ïîòî÷å÷íûé ÏÌÏ.

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 15�47�02294-ð

−
ïîâîëæüå−à) è Ìèíîáð-

íàóêè �Ô â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñ�åðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â 2014�2016 ãã.

(êîä ïðîåêòà 1727).
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Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ óïðàâ-

ëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ êëàññè÷åñêîãî

ÏÌÏ è óñëîâèé åãî îáîáùàþùèõ, íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ òðèäöàòè ïÿòè ëåò (ñì., íàïðè-

ìåð, ðàáîòû [8�10℄ è áèáëèîãðà�èþ â íèõ). Îäíàêî âî âñåõ ðàáîòàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ, ïî

ñóòè äåëà, âíèìàíèå óäåëÿëîñü ëèøü çàäà÷àì ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè. Îä-

íîâðåìåííî îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ óêàçàííûõ âûøå, à òàêæå áîëüøîãî ÷èñëà äðóãèõ

ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè ÏÌÏ â çàäà÷àõ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â íèõ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èçó÷àëèñü ëèøü ïðè óñëîâèè

òî÷íîãî çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Ñ öåëüþ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîñòè êëàññè-

÷åñêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ðàáîòàõ [11�13℄ áûëè

ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ íåäè��åðåíöèàëüíîãî ÏË

è ÏÌÏ â âûïóêëîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà.

Îòëè÷èòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ðàáîò [11�13℄ ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, ó÷åò âîçìîæíîãî íåòî÷-

íîãî çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è è, êàê ñëåäñòâèå, ó÷åò åå âîçìîæ-

íîé íåóñòîé÷èâîñòè è, âî-âòîðûõ, âëîæåíèå îáðàçîâ îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ �àçîâûå îãðàíè÷å-

íèÿ, â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì �óíêöèé. Ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòü

â [11�13℄ â òåðìèíàõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è îáû÷íûõ �óíêöèé Ëàãðàíæà

è �àìèëüòîíà�Ïîíòðÿãèíà ðàçëè÷íûå âåðñèè òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðèçèðîâàííûõ (óñòîé÷è-

âûõ ñåêâåíöèàëüíûõ) ÏË, ÏÌÏ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíîâðåìåííî è ðåãóëÿðèçèðóþùèå

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷. Âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðèçîâàííûõ óñëîâèé îïòèìàëüíî-

ñòè ÿâëÿþòñÿ: 1) ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ëþáîé èìåþùåé ðåøåíèå çàäà÷è âíå çàâèñèìîñòè îò

�àêòîâ ñóùåñòâîâàíèÿ èëè íåñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé äâîéñòâåííîé çàäà÷è;

2) óñòîé÷èâîñòü ïî âîçìóùåíèþ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþùèõ èì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ãåíåðèðóåìûõ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà äâîéñòâåííîé

ðåãóëÿðèçàöèè; 3) îòñóòñòâèå àáñòðàêòíûõ ìåð, â òîì ÷èñëå è ìåð �àäîíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ

�îðìóëèðîâêàõ; 4) ïîëó÷åíèå îáû÷íûõ êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (çàïèñûâàåìûõ,

â ÷àñòíîñòè, è â òåðìèíàõ òðàäèöèîííûõ äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ìåð �àäîíà) êàê ïðåäåëüíûõ

âàðèàíòîâ óêàçàííûõ ðåãóëÿðèçîâàííûõ óñëîâèé.

Â ðàáîòàõ [14,15℄ ðåçóëüòàòû [11�13℄ áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà äëÿ ëèíåéíîãî

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì. òàêæå ðàáîòû [2,16℄, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü, â ÷àñòíîñòè, çàäà-

÷è ñ �àçîâûìè ðàâåíñòâàìè). Â ýòèõ ðàáîòàõ, êàê è â [11�13℄, îáðàçû îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ

�àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, âêëàäûâàëèñü â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì

�óíêöèé. Îäíàêî, åñëè â ñëó÷àå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé êîíå÷íûé ðåçóëüòàò â âèäå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÏÌÏ, ïî ñóòè äåëà, íå çàâèñèò îò òîãî,

â êàêîå ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè p ∈ (1,+∞) âêëàäûâàòü îáðàçû

çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ (ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ñîïðÿ-

æåííûõ óðàâíåíèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ñóììèðóåìîñòè âõîäÿùèõ â íèõ

�óíêöèîíàëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðèíàäëåæàùèõ ñîïðÿæåííîìó ëåáåãîâó ïðîñòðàí-

ñòâó ñ ïîêàçàòåëåì ñóììèðóåìîñòè s, 1/s+1/p = 1), òî â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì ýòî óæå íå òàê: îò òîãî, êàêîâ ïîêàçàòåëü ñóììèðóåìîñòè ýëåìåíòîâ ëåáåãîâà ïðîñòðàí-

ñòâà, êóäà âêëàäûâàþòñÿ îáðàçû çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, çàâèñèò ¾êà÷åñòâî¿ ïîëó-

÷àåìîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÏÌÏ. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ è òî, â êàêîå ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî âêëàäûâàþòñÿ óïðàâëåíèÿ, êî-

ý��èöèåíòû óïðàâëÿåìîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå è òî, êàêèìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè îáëàäàåò

ãðàíèöà îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ óïðàâëÿåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Ïåðå÷èñëåííûå îáñòîÿòåëüñòâà, à òàêæå ðÿä äðóãèõ îáñòîÿòåëüñòâ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþò

èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ¾ñîñðåäîòî÷åííûìè¿ àíàëîãàìè, çàäàþò ìíîãîîáðàçèå èõ ïîñòàíîâîê.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå óïðàâëÿåìûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàò-

ðèâàòü ðàçëè÷íûå ïî ñëîæíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â çàâèñèìîñòè
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îò òîãî, êàêîé òèï óïðàâëåíèé èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷å (ðàñïðåäåëåííûå, íà÷àëüíûå, ãðàíè÷íûå

óïðàâëåíèÿ), êàêîé òèï ïîòî÷å÷íûõ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ â íåé (ðàñïðåäåëåí-

íûå, äèñêðåòíûå, ãðàíè÷íûå �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ).

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ñèòóàöèè íàñòîÿùåé ðàáîòû îò ðåçóëüòàòîâ [11�13℄, à òàê-

æå [14, 15℄ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé, âî-ïåðâûõ, óïðàâëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè ïðî-

ñòðàíñòâó ñóììèðóåìûõ ñ r-é ñòåïåíüþ �óíêöèé ïðè r ∈ (2,+∞) (à íå ïðîñòðàíñòâó L2), è,

âî-âòîðûõ, îáðàçû çàäàþùèõ ðàñïðåäåëåííûå ïîòî÷å÷íûå �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ

âêëàäûâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ s-é ñòåïåíüþ �óíêöèé ïðè s ∈ (1, 2) (à íå â ïðî-
ñòðàíñòâî L2). Óêàçàííîå èñïîëüçîâàíèå ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñ íåðàâíûì äâóì ïîêàçàòåëåì

ñóììèðóåìîñòè) ïîçâîëÿåò: 1) ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â ÷àñòíîñòè ñ �óíêöèîíàëàìè, çàâèñÿùèìè

îò çíà÷åíèé ðåøåíèé óïðàâëÿåìûõ óðàâíåíèé â êîíêðåòíûõ �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ; 2) ïîëó÷àòü çà ñ÷åò áîëåå õîðîøèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé

çàäà÷è, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ëåáåãîâûì ïðîñòðàí-

ñòâàì ñ äîñòàòî÷íî âûñîêèìè ïîêàçàòåëÿìè q ∈ (2,+∞) ñóììèðóåìîñòè �óíêöèé, ïîòî÷å÷íûå

ïðèíöèïû ìàêñèìóìà, â òîì ÷èñëå è â çàäà÷àõ ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè è �óíêöèîíàëàìè,

çàâèñÿùèìè îò çíà÷åíèé ðåøåíèé óðàâíåíèé â êîíêðåòíûõ �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëå-

æàùèõ ãðàíèöå îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (ê òàêèì çàäà÷àì ñâîäÿòñÿ, íà-

ïðèìåð, îáðàòíûå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ãðàíè÷íîãî íàáëþäåíèÿ); 3) îáåñïå÷èâàòü äè��åðåíöè-

ðóåìîñòü ïî Ôðåøå ïî óïðàâëÿþùèì ïåðåìåííûì �óíêöèîíàëîâ Ëàãðàíæà ðàññìàòðèâàåìûõ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïî íàõîæäåíèþ

èõ òî÷åê ìèíèìóìà è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â èñõîäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ.

Ïðè îáîñíîâàíèè ïîëó÷àåìûõ â ðàáîòå è âûðàæàåìûõ â òåðìèíàõ ìèíèìèçèðóþùèõ ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé â ñìûñëå Äæ. Âàðãè [17℄ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÏË, ÏÌÏ, ïîìèìî óêàçàííîé

âûøå îáùåé ñõåìû ðàáîò [11�15℄, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ è ðàçðàáîòàííàÿ ðàíåå

ñõåìà ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ÏË â ñåêâåíöèàëüíîé �îðìå â çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, äîïóñòèìûå ýëåìåíòû â êîòîðîé, à òàêæå îáðàçû çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ

âêëàäûâàþòñÿ â ðå�ëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà [19, 20℄. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à, íî ëèøü

ñ ðàñïðåäåëåííûì óïðàâëåíèåì, áûëà ðàññìîòðåíà â [21℄.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ÏóñòüW ⊂ R
1
� âûïóêëûé êîìïàêò, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R

n
, n > 2, QT ≡ Ω×(0, T ),

S ≡ ∂Ω, ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}, ΓT ≡ ST ∪ {(x, t) : x ∈ Ω, t = 0}, D ≡ {w ∈ Lr(ST ) :
w(x, t) ∈W ï. â. íà ST}, Lr(ST ) ≡ B, L2(ST ), r > 2 (ñì.2).

�àññìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëîãî �óíêöèîíàëà

(P δ) f δ(w) ≡ 〈Aδ(·, ·)zδ [w](·, ·), zδ [w](·, ·)〉L2(ST ) + ‖w‖γ
Lr(ST ) → min, w ∈ D ⊂ B, γ > 1,

gδ1(w)(x, t) = hδ(x, t), gδ2(w)(x, t) 6 0 ïðè ï. â. (x, t) ∈ X ⊂ Qι,T , ι ∈ (0, T ),

ãäå f δ : D → R
1
� íåïðåðûâíûé ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûé �óíêöèîíàë, gδ1(w)(x, t) ≡

≡ ϕδ
1(x, t)z

δ [w](x, t), gδ2(w)(x, t) ≡ ϕδ
2(x, t, z

δ [w](x, t)), X = l

◦

X, zδ[w] � ðåøåíèå êëàññà

V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) òðåòüåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèâåð-

ãåíòíîãî âèäà [22, ãë. III, � 5℄ (ñì. òàêæå [9℄):

zt −
∂

∂xi
(ai,j(x, t)zxj

) + aδ(x, t)z + uδ0(x, t) = 0,

z(x, 0) = vδ0(x), x ∈ Ω,
∂z

∂N
+ σδ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST . (1.1)

2

Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ ïðèíÿòûå â ìîíîãðà�èè [22℄ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ QT , ST , Qi,T , à òàêæå

äëÿ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è íîðì èõ ýëåìåíòîâ.
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Âåðõíèé èíäåêñ δ â èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (P δ
) îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äàííûå ëèáî ñîîòâåòñòâóþò

ñèòóàöèè èõ òî÷íîãî çàäàíèÿ (δ = 0), ëèáî ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåííûìè (δ > 0), òî åñòü çàäàþòñÿ
ñ îøèáêîé, δ ∈ (0, δ0], δ0 > 0 � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (P 0
) (åäèíñòâåííîãî) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ íåãî

îáîçíà÷åíèå w0
. Íèæå áóäóò íóæíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (P δ

):

(à) Aδ : ST → R
1
� èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó �óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà 0 6

6 Aδ(x, t) 6 L ïðè ï. â. (x, t) ∈ ST , ãäå L > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ;

(á) ϕδ
1, h

δ ∈ L∞(X) � çàäàííûå �óíêöèè, ϕδ
2 : X×R

1 → R
1
� íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ, âûïóêëàÿ ïî z ïðè âñåõ (x, t) ∈ X �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

|ϕδ
2(x, t, z) − ϕδ

2(x, t, y)| 6 LM |z − y| ∀ (x, t) ∈ X, z, y ∈ S1
M  íåçàâèñÿùåé îò (x, t) ∈ X

ïîñòîÿííîé LM > 0, ãäå S1
M ≡ {z ∈ R

1 : |z| 6M};

(â) ai,j ∈ L∞(QT ), i, j = 1, . . . , n, aδ ∈ L∞(QT ), u
δ
0 ∈ L∞(QT ), σ

δ ∈ L∞(ST ), v
δ
0 ∈ C(Ω) �

çàäàííûå �óíêöèè, ν|ξ|2 6 ai,j(x, t)ξiξj 6 µ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ QT , ν, µ > 0, ai,j(x, t) = aj,i(x, t);

(ã) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: |aδ(x, t)| 6 K ïðè ï. â. (x, t) ∈ QT , |σ
δ(s, t)| 6 K,

ïðè ï. â. (s, t) ∈ ST , ãäå K > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ;

(ä) ãðàíèöà S ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖Aδ −A0‖∞,ST
, ‖aδ − a0‖∞,QT

, ‖uδ0 − u00‖∞,QT
, ‖vδ0 − v00 |

(0)

Ω
, ‖σδ − σ0‖∞,ST

6 δ, (1.2)

‖ϕδ
1 − ϕ0

1‖∞,X , ‖h
δ − h0‖∞,X 6 δ, |ϕδ

2(x, t, z) − ϕ0
2(x, t, z)| 6 KMδ

(

1 + |z|
)

∀ (x, t) ∈ X, z ∈ S1
M ,

ãäå KM > 0 � íåêîòîðàÿ çàâèñÿùàÿ îò M > 0 ïîñòîÿííàÿ.

Èç óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå è òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äèâåðãåíòíîãî âèäà [9, òåîðåìà 3.2℄ ñëåäóåò

ðàçðåøèìîñòü â êëàññå V 1,0
2 (QT ) ∩C(QT ) ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé êðàåâûõ çàäà÷.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ w ∈ B = Lr(ST ) ïðè ëþáîì T > 0 è ëþáîì

δ ∈ [0, δ0] îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) ïðÿìàÿ çàäà÷à (1.1) è ñïðàâåäëèâà ïðè

r > n+ 1 àïðèîðíàÿ îöåíêà

|zδ[w]|
(0)

QT

6 CT (‖u
δ
0‖r,QT

+ |vδ0|
(0)

Ω
+ ‖w‖r,ST

), (1.3)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ CT íå çàâèñèò îò δ è óïðàâëåíèÿ w ∈ B.

Ïîìèìî òîãî, îäíîâðåìåííî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â V 1,0
2 (QT )∩C(QT ) äëÿ ëþáîé òðîéêè

(χ,ψ, ω), χ ∈ Lr(QT ), ψ ∈ C(Ω), ω ∈ Lr(ST ), è ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à

−ηt −
∂

∂xj
ai,j(x, t)ηxi

+ aδ(x, t)η = χ(x, t),

η(x, T ) = ψ(x), x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = ω(x, t), (x, t) ∈ ST .

Åå ðåøåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ηδ[χ,ψ, ω]. Äëÿ íåãî òàê æå, êàê â ñëó÷àå ïðÿìîé çàäà÷è,

ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

|ηδ [χ,ψ, ω]|
(0)

QT

6 CT (‖χ‖r,QT
+ |ψ|

(0)

Ω
+ ‖ω‖r,ST

), (1.4)

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ CT òàêæå íå çàâèñèò îò δ è òðîéêè (χ,ψ, ω).
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (P δ
) è ïðåäëîæåíèÿ 1 îáðàçû

çàäàþùèõ ïîòî÷å÷íûå �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ gδ1, g
δ
2 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ñó-

ùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé L∞(X). Òåì íå ìåíåå â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè

îáðàçû ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ls(X) ñóììèðóåìûõ ñ s-é ñòåïåíüþ �óíêöèé ïðè s ∈ (1, 2).
Ýòî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò ïîãðóæåíèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ðàññìàòðèâàåìîé îïòèìèçà-

öèîííîé çàäà÷è â ñîïðÿæåííîå ñ Ls(X) ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ q-é ñòåïåíüþ �óíêöèé,

1/q + 1/s = 1, q > 2. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû, à èìåííî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïîòî÷å÷íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å (P 0
), îáåñïå÷èâàÿ ¾íóæíóþ¿ ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîïðÿæåííûõ çàäà÷.

Ââåäåì �óíêöèþ Ëàãðàíæà è äâîéñòâåííóþ ê (P δ
) çàäà÷ó:

Lδ(w, λ, µ) ≡ f δ(w) + 〈λ, gδ1(w)− hδ〉+ 〈µ, gδ2(w)〉, w ∈ D, (λ, µ) ∈ Lq(X) × Lq(X),
1

q
+

1

s
= 1,

V δ(λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ Lq(X)× L+
q (X), V δ(λ, µ) ≡ min

w∈D
Lδ(w, λ, µ),

ãäå L+
q (X) ≡ {z ∈ Lq(X) : z(x, t) > 0 ï. â. íà X}. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ min â îïðåäåëåíèè

öåëåâîé �óíêöèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è êîððåêòíà, òàê êàê, áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì íà èñõîäíûå

äàííûå çàäà÷è (P δ
) è ïðåäëîæåíèþ 1, ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûé �óíêöèîíàë Lδ(·, λ, µ) ïðè

êàæäîé ïàðå (λ, µ) ∈ Lq(X)×L+
q (X) ÿâëÿåòñÿ è ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó íà âûïóêëîì çà-

ìêíóòîì ìíîæåñòâå D ïðîñòðàíñòâà Lr(ST ). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî åãî òî÷åê ìèíèìóìà ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîé òî÷êè wδ [λ, µ] ≡ argmin{Lδ(w, λ, µ) : w ∈ D} ∀(λ, µ) ∈ Lq(X)×Lq(X) (ñì. òåî-
ðåìó 1 â [23℄). Ôóíêöèÿ V δ(λ, µ) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé äëÿ ëþáîé òî÷êè (λ, µ) ∈ Lq(X)×L+

q (X)
è âîãíóòîé íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå.

Öåíòðàëüíûì â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ â ñìûñëå Äæ.Âàðãè [17℄ â çàäà÷å (P 0
), òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ wi ∈ D,

i = 1, 2, . . . , òàêîé, ÷òî f δ(wi) 6 β + δi, wi ∈ Dǫi
, äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿ-

ùèõñÿ ê íóëþ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë δi, ǫi, i = 1, 2, . . . , ãäå

Dǫ ≡ {w ∈ D : ‖gδ1(w)‖s,X 6 ǫ, min
z∈L−

s (X)
‖gδ2(w)− z‖s,X 6 ǫ}, ǫ > 0,

β ≡ β+0 ≡ lim
ǫ→+0

βǫ, βǫ ≡ inf
w∈Dǫ

f δ(w), βǫ ≡ +∞, åñëè Dǫ = ∅,

è ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå L−
s (X) ≡ {z ∈ Ls(X) : z(t) 6 0 ïðè ï. â. t ∈ X}.

Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå ïîíÿòèå îáîáùåííîé íèæíåé ãðàíè β, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå

ïîíÿòèå ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàâèñÿò �îðìàëüíî îò èíäåêñà s. Îäíàêî
áëàãîäàðÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1) (ñì. ïðåäëî-

æåíèå 1) è èõ ðåãóëÿðíîñòè (ýòè ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 10.1 â [22, ãë. III, � 10℄

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â íîðìå ã¼ëüäåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hα,α
2 (Q′), α ∈ (0, 1), äëÿ ëþ-

áîé ïîäîáëàñòè Q′ ⊂ QT , îòñòîÿùåé íà ïîëîæèòåëüíîå ðàññòîÿíèå îò íèæíåãî îñíîâàíèÿ è

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ST öèëèíäðà QT ), âëåêóùèì êîìïàêòíîñòü â ìåòðèêå Lp(QT ) ïðè ëþáîì

p ∈ [1,+∞) âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé {zδ[w] : w ∈ D}, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ýòè îáîá-

ùåííûå ãðàíè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñàì 1 6 s < +∞, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîþ. Ïðè ýòîì

îäíîâðåìåííî ëþáîå ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå �îðìàëüíî

èíäåêñó s ∈ [1,+∞), ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì è äëÿ ñëó÷àÿ ëþáîãî äðóãîãî èíäåêñà, âçÿòîãî èç òîãî

æå ÷èñëîâîãî äèàïàçîíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (P δ
) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà

â âèäå çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå Lr(ST ) ñ îãðàíè÷åíèÿìè,
çàäàâàåìûìè îïåðàòîðàìè, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå Ls(X):

f δ(w) → min, w ∈ D ⊂ B, gδ1(w) = hδ, gδ2(w) 6 0,
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ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå óïîðÿäî÷åííîñòè ïî êîíóñó L−
s (X) íåïîëî-

æèòåëüíûõ �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Ls(X). Îäíîâðåìåííî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ýòîé

çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ (P δ
)) â ñèëó îöåíîê (1.2) è ïðåäëîæåíèÿ 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè îòêëîíåíèÿ

âîçìóùåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ îò òî÷íûõ:

|f δ(w) − f0(w)| 6 C1δ ∀w ∈ D, (1.5)

‖gδ1(w) − g01(w)‖s,X , ‖g
δ
2(w) − g02(w)‖s,X 6 C2δ(1 + ‖w‖r,ST

) ∀w ∈ D,

ãäå ïîñòîÿííûå C1, C2 > 0 íå çàâèñÿò îò δ ∈ [0, δ0] è w ∈ D.

� 2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè �óíêöèè Ëàãðàíæà,

äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè Ëàãðàíæà

Öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè �îðìóëèðîâàíèè è äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè

â � � 4, 5, ñâÿçàííûõ ñ ðåãóëÿðèçîâàííûìè ÏË è ÏÌÏ äëÿ çàäà÷è (P 0
), èãðàåò çàäà÷à ìèíè-

ìèçàöèè åå �óíêöèè Ëàãðàíæà Lδ(w, λ, µ) → min, w ∈ D, ïðè ïðîèçâîëüíîé �èêñèðîâàííîé

ïàðå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ, µ) ∈ Lq(X) × L+
q (X). Èìåííî â òåðìèíàõ ðåøåíèé ýòîé çà-

äà÷è è �îðìóëèðóþòñÿ óêàçàííûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äàííîì ïàðàãðà�å

ìû �îðìóëèðóåì ïîòî÷å÷íûé ÏÌÏ â ýòîé ¾ïðîñòåéøåé¿ çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü åãî �îðìóëèðîâêó, â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (à)�(ä) íà èñõîäíûå äàí-

íûå, ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî ïî z ãðàäèåíòà ∇zϕ
δ
2(x, t, z), (x, t, z) ∈ X×R

1
.

Ââåäåì òàêæå ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå Hw(s, t, w, η) ≡ −(wη + |w|r).

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Hw(s, t, w
δ [λ, µ](s, t), ηδ [wδ [λ, µ]](s, t)) = max

w∈W
Hw(s, t, w, η

δ [wδ[λ, µ]](s, t)) ï.â. íà ST , (2.1)

ãäå ηδ[wδ[λ, µ]] ∈ V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi

) + aδ(x, t)η = λ(x, t)ϕδ
1(x, t) + µ(x, t)∇zϕ

δ
2(x, t, z

δ [w[λ, µ]](x, t)),

η(x, T ) = 0, x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = 2Aδ(s, t)zδ [w[λ, µ]](s, t), (x, t) ∈ ST ,

ïðè w[λ, µ] = wδ [λ, µ].

Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ñòàòüè ìû íå ïðèâîäèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû.

Îòìåòèì, ÷òî èìåííî ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ �àêò ïðèíàäëåæíîñòè

ïàðû äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ, µ) ïðîñòðàíñòâó Lq(X) × L+
q (X) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì

ïîêàçàòåëåì q, q > 2. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé äîêàçà-

òåëüñòâà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ëåììû 6 â [18℄. Ïðè ýòîì îíî îïèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì,

êàê è â [18℄, íà ëåììó î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ëè-

íåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ëåììó 4 â [18℄, à òàêæå ëåììó 3 â [3℄), ñëåäñòâèåì

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóåìîå ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîé âàðèàöèè, íà îñíîâå

èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè �óíêöèè Ëàãðàíæà, ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ åå ïðèðàùåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïàðå óïðàâëåíèé w1, w ∈ D

Lδ(w1, λ, µ) − Lδ(w, λ, µ) = (2.2)

=

∫

ST

(

w1(s, t)− w(s, t)
)

ηδ[w1, w](s, t) ds dt +

∫

ST

(

|w1(s, t)|r − |w(s, t)|r
)

ds dt,

ãäå ηδ[w1, w] ∈ V 1,0
2 (QT ) ∩ C(QT ) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi

) + aδ(x, t)η =
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= λ(x, t)ϕδ
1(x, t) + µ(x, t)

∫ 1

0
∇zϕ

δ
2

(

x, t, zδ [w](x, t) + γ
(

zδ [w1](x, t)− zδ[w](x, t)
)

)

dγ,

η(x, T ) = 0, x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = Aδ(s, t)(zδ [w1](s, t) + zδ [w](s, t)), (x, t) ∈ ST .

Ïðè âû÷èñëåíèè óêàçàííîé ïåðâîé âàðèàöèè �óíêöèè Ëàãðàíæà ïðèíàäëåæíîñòü ïàðû (λ, µ)
ïðîñòðàíñòâó Lq(X) × L+

q (X) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïîêàçàòåëåì q îáåñïå÷èâàåò ¾íóæíóþ¿

ñòåïåíü ñóììèðóåìîñòè êîý��èöèåíòîâ ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è è, êàê ñëåä-

ñòâèå, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðè ïîäñ÷åòå ïåðâîé âàðèàöèè îöåíêè (1.4).

Ïðåäñòàâëåíèå (2.2) äëÿ ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà îáåñïå÷èâàåò âûïîëíèìîñòü è

åùå îäíîãî âàæíîãî îáñòîÿòåëüñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îñíîâíûõ ðå-

çóëüòàòîâ ñòàòüè èç � � 4, 5. Òàê êàê êîíñòðóèðóåìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðèçîâàííûìè ÏË

è ÏÌÏ ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â çàäà÷å (P 0
) ñîñòîèò èç òî÷åê ìèíèìóìà

�óíêöèè Ëàãðàíæà, âçÿòûõ ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òî äëÿ

èõ íàõîæäåíèÿ óäîáíî èìåòü �îðìóëó äëÿ ãðàäèåíòà �óíêöèè Ëàãðàíæà ñ öåëüþ îðãàíèçà-

öèè òîãî èëè èíîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, íàïðèìåð àëãîðèòìà ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà �óíêöèè Ëàãðàíæà îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíåíèå ëåáåãîâà

ïðîñòðàíñòâà Lr(ST ) ïðè r > n + 1 â êà÷åñòâå íåñóùåãî ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé. Âîñïîëü-

çóåìñÿ �îðìóëîé äëÿ ïðèðàùåíèÿ �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà (2.2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

Ôðåøå ýòîãî �óíêöèîíàëà. Âìåñòî äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé w1, w ∈ D;
âîçüìåì w1 = wδ [λ, µ] + h, h ∈ Lr(ST ), w = wδ [λ, µ]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Lδ(wδ [λ, µ] + h, λ, µ) − Lδ(wδ[λ, µ], λ, µ) =

∫

ST

(|wδ [λ, µ](s, t) + h(s, t)|r − |wδ [λ, µ](s, t)|r) ds dt+

+

∫

ST

(wδ [λ, µ](s, t) + h(s, t)− wδ [λ, µ](s, t))ηδ [wδ[λ, µ](s, t) + h(s, t), wδ [λ, µ](s, t)](s, t) ds dt.

Âûäåëåíèå ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê óñòàíîâëå-

íèþ �àêòà äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè Ëàãðàíæà è âûðàæåíèþ äëÿ åå ïðîèçâîäíîé Ôðåøå

∇wL
δ(wδ [λ, µ], λ, µ)(s, t) = ηδ[wδ[λ, µ]](s, t) + rwδ[λ, µ](s, t)|wδ [λ, µ](s, t)|r−2, (s, t) ∈ ST .

� 3. Äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Áëàãîäàðÿ îöåíêàì (1.5) äëÿ îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ îò òî÷íûõ, óêà-

æåì àëãîðèòì óñòîé÷èâîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â çà-

äà÷å (P 0). Ïðèìåíèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè [2�6℄, èñïîëü-

çîâàííûé ðàíåå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè [11�13℄

è ðàñïðåäåëåííûìè [14,15℄ ñèñòåìàìè ñ ïîòî÷å÷íûìè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàâàåìûìè

îïåðàòîðàìè, îáðàçû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâàì.

Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (P 0
) ñóùåñòâóåò. Äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ çàäà÷è (P 0) çà-

êëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè äâîéñòâåííîé ê íåé è ñòàáèëèçèðîâàííîé ïî Òèõîíîâó çàäà÷è

Rδ,α(δ)(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ)− α(δ) ‖(λ, µ)‖k → max, (λ, µ) ∈ Lq(X)× L+
q (X), k > 2,

ïðè óñëîâèè ñîãëàñîâàíèÿ

δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, α(δ) > 0, δ → 0. (3.1)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèîíàë Rδ,α(δ)(λ, µ), (λ, µ) ∈ Lq(X)×L+
q (X), ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì,

íåïðåðûâíûì è êîýðöèòèâíûì. Îòìåòèì, ÷òî î êîýðöèòèâíîñòè íåêîòîðîãî âîãíóòîãî �óíê-

öèîíàëà F íà ìíîæåñòâå M â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V ìû ãîâîðèì, åñëè,

êàê îáû÷íî [24, ñ. 44℄, limF (v) = −∞ ïðè v ∈ M, ‖v‖ → ∞. Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèé 1.1
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è 1.2 [24, ãë. 2, � 1, ñ. 44℄ ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ìàêñèìóìà �óíêöèîíàëà

Rδ,α(δ)
íåïóñòî, âûïóêëî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M δ,α(δ)

. Ëþáàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ìàêñèìèçèðóþùàÿ Rδ,α(δ)
íà ìíîæåñòâå Lq(X)×L+

q (X), ñõîäèòñÿ ê óêàçàííîìó

ìíîæåñòâó âñåõ òî÷åê ìàêñèìóìà M δ,α(δ)
(ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 501℄). Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

M δ,α(δ)
, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñîñòîÿòü è íå èç îäíîé òî÷êè. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñ íåêî-

òîðîé ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà èç ìíîæåñòâà M δ,α(δ)
, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç

(λδ,α(δ), µδ,α(δ)). Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] ñõîäÿòñÿ ïðè δ → 0 ê ðåøåíèþ w0

èñõîäíîé çàäà÷è (P 0) ïðè óñëîâèè ñîãëàñîâàíèÿ (3.1). Íèæå ñ ýòîé öåëüþ íàì ïîíàäîáÿòñÿ

ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Ñóïåðäè��åðåíöèàë (â ñìûñëå âûïóêëîãî àíàëèçà) �óíêöèîíàëà V δ : Lq(X) ×
× Lq(X) → R

1
â òî÷êå (λ, µ) ìíîæåñòâà Lq(X) × L+

q (X) ðàâåí

∂V δ(λ, µ) =
(

gδ1(w
δ [λ, µ])− hδ, gδ2(w

δ [λ, µ])
)

.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãè÷íîé ëåì-

ìû 2 â [11℄. Â îòëè÷èå îò [11℄ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñ�îðìóëèðîâàííîé ëåììû âìåñòî ïîíÿòèÿ

ïðîêñèìàëüíîé íîðìàëè ê çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò îïåðèðî-

âàòü ïîíÿòèÿìè òàê íàçûâàåìûõ íîðìàëåé Ôðåøå (ñì., íàïðèìåð, [26℄) ê çàìêíóòûì ìíîæå-

ñòâàì â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îáîáùåííûõ ñóáäè��åðåíöèàëîâ [26℄.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæà-

ùåãîñÿ â ñëåäñòâèè 4.3.6 â [25℄.

Ëåììà 2. Ïóñòü B � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f : B → R1 ∪ {+∞} � ñîáñòâåííàÿ âû-

ïóêëàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó �óíêöèÿ, Ω ⊂ B � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

x ∈ Ω � òî÷êà ìèíèìóìà f íà Ω â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè 0 ∈ ∂f(x) +NΩ(x), ãäå
NΩ(x) ≡ {p ∈ B∗ : 〈p, x〉 = max{〈p, y〉 : y ∈ Ω}} � íîðìàëüíûé êîíóñ ê Ω â x.

Èç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 10 â [25, ãë. 4, � 3℄ ñëåäóåò ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòü ðåãóëÿðè-

çèðóþùåãî �óíêöèîíàëà Rδ,α(δ)
, ïðè÷åì ñóïåðäè��åðåíöèàë ∂Rδ,α(δ)

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂Rδ,α(δ)(λ, µ) = ∂V δ(λ, µ)− α(δ)k(λ′ ‖λ‖k−1 , µ′ ‖µ‖k−1),

ãäå (λ′, µ′) ∈ Ls(X)×Ls(X) � òàêèå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 〈λ, λ′〉 =
= ‖λ‖ , ‖λ′‖ = 1, 〈µ, µ′〉 = ‖µ‖, ‖µ′‖ = 1. Â ñèëó ñïåöè�èêè ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ls(X)
è Lq(X) è êëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåðàâåíñòâà �¼ëüäåðà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîé ñèòóàöèè

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

λ′(x, t) =

(

|λ(x, t)|

||λ||Lq(X)

)q−1

sign λ(x, t), µ′ =

(

|µ(x, t)|

||µ||Lq(X)

)q−1

signµ(x, t).

Áëàãîäàðÿ ñóáäè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèîíàëà Rδ,α(δ)
è ëåììå 2 ìîæåì çàïèñàòü

〈

(λ, µ)− (λδ,α(δ), µδ,α(δ)), (gδ1(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− hδ, gδ2(w

δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])) −

− α(δ)k
(

λδ′
∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
, µδ′

∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1 )
〉

6 0 ∀ (λ, µ) ∈ Lq(X)× L+
q (X), (3.2)

ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, ýëåìåíòû λδ′, µδ′ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì
〈

λδ,α(δ), λδ′
〉

=

=
∥

∥λδ,α(δ)
∥

∥

,

∥

∥λδ′
∥

∥ = 1,
〈

µδ,α(δ), µδ′
〉

=
∥

∥µδ,α(δ)
∥

∥

,

∥

∥µδ′
∥

∥ = 1.
Èç íåðàâåíñòâà (3.2) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

gδ1(w
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− hδ = α(δ)kλδ′

∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
, (3.3)

〈

µ− µδ,α(δ), gδ2(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− α(δ)kµδ′

∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
〉

6 0 ∀µ ∈ L+
q (X). (3.4)
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Èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ï. â. (x, t) ∈ {(x, t) ∈ X : µδ,α(δ)(x, t) > 0} âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

gδ2(w
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) = α(δ)kµδ′

∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
, gδ2(w

δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])µδ,α(δ) > 0, (3.5)

à ïðè ï. â. (x, t) ∈ {(x, t) ∈ X : µδ,α(δ)(x, t) = 0} èç (3.4) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

gδ2(w
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 0. (3.6)

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé (3.3)�(3.6) âûâîäèì, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

〈

(

λδ,α(δ), µδ,α(δ)
)

,
(

gδ1(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− hδ, gδ2(w

δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])
)

〉

=

= α(δ)k
( ∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k

+
∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k )

> 0. (3.7)

Êðîìå òîãî, èç (3.3)�(3.6), ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî δ ýëåìåíòîâ gδ1(w
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])−hδ

è gδ2(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]), â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè D, è òîãî �àêòà, ÷òî

∥

∥λδ′
∥

∥ = 1 è

∥

∥µδ′
∥

∥ = 1,

çàêëþ÷àåì, ÷òî α(δ)
∥

∥λδ,α(δ)
∥

∥

k−1
6 C1, α(δ)|µ

δ,α(δ)|k−1 6 C1.
Òàê êàê k > 2, òî èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

α(δ)
∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥
→ 0, α(δ)

∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥
→ 0, α(δ) → 0. (3.8)

Äàëåå, òàê êàê ýëåìåíò wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] äîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëó

Ëàãðàíæà Lδ(w, λδ,α(δ), µδ,α(δ)), w ∈ D, òî åñòü

f δ(w)− f δ(wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) +
〈

λδ,α(δ), gδ1(w) − gδ1(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

〉

+

+
〈

µδ,α(δ), gδ2(w) − gδ2(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

〉

> 0 ∀w ∈ D,

òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî èç (3.7), âûâîäèì

f δ(w) − f δ(wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) +
〈

λδ,α(δ), gδ1(w)− hδ
〉

+
〈

µδ,α(δ), gδ2(w)
〉

>

> α(δ)k
(
∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k

+
∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k )

> 0 ∀w ∈ D. (3.9)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà, îöåíêè (1.2) è (1.5), à òàêæå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (3.1) äëÿ

(3.8) è îãðàíè÷åííîñòü óïðàâëåíèé, ïîëó÷àåì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

∣

∣

∣

〈

λδ,α(δ), gδ1(w
0)− hδ

〉

+
〈

µδ,α(δ), gδ2(w
0)
〉 ∣

∣

∣
→ φ1(δ), φ1(δ) → 0, δ → 0.

Èç (3.9) ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì, â ñâîþ î÷åðåäü, íåðàâåíñòâî

0 6 α(δ)k
( ∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k

+
∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k )

6 f δ(w0)− f δ(wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + φ1(δ). (3.10)

Èç íåðàâåíñòâà (3.10) âûâîäèì îöåíêó

f0(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 f0(w0) + φ2(δ), φ2(δ) → 0, δ → 0. (3.11)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (1.3), à òàêæå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðà-

âåäëèâû îöåíêè |f δ(w0)| 6 C3, |f δ(wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])| 6 C3, C3 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè èç (3.10) âûâîäèì íàêîíåö ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

α(δ)
∥

∥

∥
λδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
→ 0, α(δ)

∥

∥

∥
µδ,α(δ)

∥

∥

∥

k−1
→ 0, α(δ) → 0.
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Ïîñëåäíèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ (3.3) è (3.5) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì

||gδ1(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− hδ|| → 0, gδ2(w

δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 φ̄(δ), ||φ̄(δ)|| → 0, δ → 0, (3.12)

â êîòîðûõ íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå óïîðÿäî÷åííîñòè ïî êîíóñó L−
s (X) íåïîëîæèòåëü-

íûõ �óíêöèé. Èç (3.12) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè D âûâîäèì íàêîíåö, ÷òî

||g01(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− h0|| → 0, g02(w

δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 φ(δ), ||φ(δ)|| → 0, δ → 0, (3.13)

ãäå íåðàâåíñòâî, òàê æå êàê è â (3.12), ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå óïîðÿäî÷åííîñòè ïî êîíóñó L−
s (X)

íåïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.11) è (3.13) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ìèíèìèçèðó-

þùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ìîæåì çàïèñàòü äàëåå, ÷òî

f0(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) → f0(w0), δ → 0. (3.14)

Ïîêàæåì, ÷òî íàðÿäó ñ ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì (3.14) ñïðàâåäëèâà è ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)] → w0
ñëàáî â Lr(ST ). (3.15)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî �àêòà ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (3.9) â âèäå

f0(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 (f0(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f δ(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])) +

+ f δ(w) +
〈

λδ,α(δ), gδ1(w) − hδ
〉

+
〈

µδ,α(δ), gδ2(w)
〉

∀w ∈ D.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî íåðàâåíñòâî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w èç ìíîæåñòâà D0 ≡ {w ∈ D : g01(w) = h0,
g02(w) ∈ L−

s (X)}, â ñèëó îöåíêè (1.5) ïîëó÷àåì

f0(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) 6 2C1δ + f0(w) + φ1(δ), φ1(δ) → 0, δ → 0. (3.16)

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè D áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] → w∗
ñëàáî â Lr(ST ), δ → 0, w∗ ∈ D. (3.17)

Ïîëüçóÿñü ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñíèçó â ïðîñòðàíñòâå Lr(ST ) ñòðîãî ðàâíîìåðíî âû-

ïóêëîãî �óíêöèîíàëà f0 è óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ (3.1), âûâîäèì èç (3.16), ÷òî f0(w∗) 6 f0(w)
∀w ∈ D0

. Òàê êàê â òî æå âðåìÿ, áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèÿì (3.13), ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó

íåïðåðûâíîãî âûïóêëîãî �óíêöèîíàëà â ðàâíîìåðíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå è ñëàáîé ñõîäè-

ìîñòè (3.17), ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî w∗ ∈ D0
, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è

ïîëó÷àåì w∗ = w0
, òî åñòü ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (3.15) äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñèëó ñïåöè�èêè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîìèìî ñëàáîé ñõîäèìîñòè (3.15),

ñïðàâåäëèâà è ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïî àðãóìåíòó. Òàê êàê ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëûé �óíê-

öèîíàë f0 ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì â ñìûñëå Ôðåøå â òî÷êàõ D (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî

òàê æå, êàê è äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèîíàëà Ëàãðàíæà â � 2), òî, ó÷èòûâàÿ åãî âûïóê-

ëîñòü è äè��åðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå f0, à òàêæå îïðåäåëåíèå ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëîé
�óíêöèè, ìîæåì çàïèñàòü ïðè âñåõ α ∈ (0, 1)

〈

∂f0(w0), α(wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− w0)
〉

+ f0(w0) 6 f0(αwδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)] + (1− α)w0) 6

6 αf0(wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + (1− α)f0(w0)− α(1− α)∆(||wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− w0||).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α→ +0 â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, è ïðèìåíÿÿ (3.14) è (3.15), èìååì

∆(||wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− w0||) → 0, δ → 0. (3.18)
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Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, êàê â [1, ãë. 4, � 7, ëåììà 2℄, âûÿñíÿåì, ÷òî ìîäóëü âûïóêëîñòè

∆(t), t ∈ [0,diamD], ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëîãî �óíêöèîíàëà f0 ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì ïðè t > 0,
à çíà÷èò, t → 0 ïðè ∆(t) → 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.18) ïîëó÷àåì ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ïî

àðãóìåíòó:

||wδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− w0|| → 0, δ → 0.

Îäíîâðåìåííî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3.14), îãðàíè÷åííîñòè D è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (3.1)

ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

〈

(

λδ,α(δ), µδ,α(δ)
)

,
(

gδ1(w
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− hδ, gδ2(w

δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])
)

〉

→ 0, δ → 0. (3.19)

Äàëåå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
δ→+0

V 0(λδ,α(δ), µδ,α(δ)) = sup
(λ,µ)∈Lq(X)×L+

q (X)

V 0(λ, µ), (3.20)

ãîâîðÿùåå î òîì, ÷òî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ (λδ,α(δ), µδ,α(δ)), δ ∈ (0, δ0) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçèðó-

þùèì ïðè δ → 0 â äâîéñòâåííîé ê (P 0
) çàäà÷å. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî �àêòà äîñòàòî÷íî

ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî ïðåäåëüíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ â [7℄ (ñì. òàêæå [5℄).

Ïîäâîäÿ èòîã ïðîâåäåííûì ðàññóæäåíèÿì, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

ñõîäèìîñòè ìåòîäà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è (P 0
).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (P 0
) ðàçðåøèìà. Òîãäà âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçðåøèìà

èëè íåò äâîéñòâåííàÿ ê (P 0
) çàäà÷à, äëÿ âûðàáàòûâàåìîãî ìåòîäîì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðè-

çàöèè ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], δ ∈ (0, δ0], èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøå-

íèÿ (3.13), (3.14), (3.19), (3.20) è, êàê ñëåäñòâèå, â ñèëó ñòðîãîé ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè è

äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå �óíêöèîíàëà f0, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü wδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] → w0
,

δ → 0.

� 4. �åãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï Ëàãðàíæà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Òåîðåìà ñõîäèìîñòè ìåòîäà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè 2 îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïîëó-

÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ â çàäà÷å (P 0), �îðìóëèðóåìûõ â âèäå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÏË [2,6,7℄ â íåäè��åðåíöè-

àëüíîé �îðìå. Ïîä÷åðêíåì ïðè ýòîì, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ, âûðàæåííûå â ñåêâåíöèàëüíîé �îðìå, ìîãëè áû â ðàâíîé ñòåïåíè íîñèòü

íàçâàíèå è ðåãóëÿðèçîâàííîé òåîðåìû Êóíà�Òàêêåðà [2,6,7℄, òàê êàê ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ ðå-

ãóëÿðíîé �óíêöèåé Ëàãðàíæà. Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå âåêòîðà Êóíà�Òàêêåðà

â çàäà÷å îïðåäåëÿåò ëèøü ñâîéñòâà âûðàáàòûâàåìîé ïàðàëëåëüíî ñ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ ìàêñèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîéñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ â çàäà÷å, ÿâëÿþùåéñÿ äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé çàäà÷å. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ

âåêòîðà Êóíà�Òàêêåðà óêàçàííàÿ ìàêñèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-

íîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íå îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (P 0
) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîéñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ (λk, µk) ∈ Lq(X) × L+
q (X), k = 1, 2, . . . , òàêàÿ, ÷òî δk

∥

∥(λk, µk)
∥

∥ → 0 ïðè k → ∞,

è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

wδk [λk, µk] ∈ D0εk , εk → 0, k → ∞, (4.1)

〈

(

λk, µk
)

,
(

gδ
k

1 (wδk [λk, µk])− hδ
k

, gδ
k

2 (wδk [λk, µk])
)

〉

→ 0, k → ∞. (4.2)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wδk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðè-

áëèæåííûì ðåøåíèåì, è â ñèëó äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå f0 ýëåìåíòû wδk [λk, µk] ñèëü-
íî ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞ ê w0

. Êàê ñëåäñòâèå (4.1) è (4.2), âûïîëíÿåòñÿ è ñîîòíîøåíèå

V 0(λk, µk) → sup
(λ′,µ′)∈Lq(X)×L+

q (X)

V 0(λ′, µ′). (4.3)

Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λk, µk), k = 1, 2, . . . , ìîæåò áûòü âçÿòà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (λδ
k ,α(δk), µδ

k ,α(δk)), k = 1, 2, . . . , ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè

òåîðåìû 2 ïðè δ = δk, δk → 0, k → ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷à (P 0
) ðàçðåøèìà.

Âêëþ÷åíèå (4.1) è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (4.2) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè òåîðåìû 2, åñëè â êà-

÷åñòâå òî÷åê (λk, µk) âçÿòü òî÷êè (λδ
k ,α(δk)

, µδ
k,α(δk)), k = 1, 2, . . .. Îäíîâðåìåííî, â ñèëó ñïðà-

âåäëèâîãî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (3.14), îãðàíè÷åííîñòè D, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (3.1) è

ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.2), ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è ñîîòíîøåíèå (4.3). Ïðè

ýòîì íà îñíîâàíèè ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó âîãíóòîãî íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà V 0

ëþáàÿ ñëàáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λk, µk) ∈ Lq(X)×L+
q (X), k = 1, 2, . . . , äî-

ñòàâëÿåò ìàêñèìóì â íåâîçìóùåííîé äâîéñòâåííîé çàäà÷å.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âêëþ÷åíèÿ wδk [λk, µk] ∈ D0εk , îãðà-

íè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wδk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , è óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå çàäà-

÷è (P 0
) ìíîæåñòâî D0

íåïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (P 0
) ðàçðåøèìà. Äàëåå, òàê êàê òî÷êà

wδk [λk, µk] ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë Ëàãðàíæà Lδk(·, λk, µk), òî ìîæåì çàïèñàòü

f δ
k

(wδk [λk, µk]) +
〈

(

λk, µk
)

,
(

gδ
k

1 (wδk [λk, µk])− hδ
k

, gδ
k

2 (wδk [λk, µk])
)

〉

6

6 f δ
k

(w) +
〈

(

λk, µk
)

,
(

gδ
k

1 (w)− hδ
k

, gδ
k

2 (w)
)

〉

∀w ∈ D.

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ïîëó÷àåì

f δ
k

(wδk [λk, µk]) 6 f δ
k

(w) +
〈

(

λk, µk
)

,
(

gδ
k

1 (w) − hδ
k

, gδ
k

2 (w)
)

〉

+ ψk ∀w ∈ D, ψk → 0, k → ∞.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî w = w0
è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî δk

∥

∥(λk, µk)
∥

∥ → 0, k → ∞,

ïîëó÷àåì f0(wδk [λk, µk]) 6 f0(w0) + ψk, ψk → 0, k → ∞. Òàê êàê, ê òîìó æå, wδk [λk, µk] ∈

∈ D0εk
, òî èç ïîñëåäíèõ äâóõ �àêòîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wδk [λk, µk],

k = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

wδk [λk, µk] → w0
ïðè k → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäåëüíîå ñîîòíîøå-

íèå (4.3). �

� 5. �åãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â ëåáåãîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ îïòè-

ìèçàöèîííîé çàäà÷è (P 0
) èãðàþò òî÷êè, ìèíèìèçèðóþùèå åå �óíêöèîíàë Ëàãðàíæà. Ñ îäíîé

ñòîðîíû, èõ ìîæíî ïðèáëèæåííî íàõîäèòü íà îñíîâå òîãî èëè èíîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà,

íàïðèìåð ãðàäèåíòíîãî òèïà, äëÿ îðãàíèçàöèè êîòîðîãî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïîëó÷åí-

íàÿ â � 2 �îðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå (�óíêöèîíàë Ëàãðàíæà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ

ýòîé öåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ÏÌÏ òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì ñ ýòîé öåëüþ ÷åðåç W δ
max[λ, µ],

(λ, µ) ∈ Lq(X) × L+
q (X), ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ w ∈ D, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿ ÏÌÏ (2.1) òåîðåìû 1 ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è (P 0) è ïðè

äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ïî z ãðàäèåíòà ∇zϕ
δ
2(x, t, z). Òàê êàê
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�óíêöèÿ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ðàâíîìåðíî âûïóêëîé ïî êîìïîíåíòå w ïðè ïðîèçâîëü-

íîé �èêñèðîâàííîé ïàðå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (λ, µ) ∈ Lq(X)×L+
q (X), òî ýòî ìíîæåñòâî

ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè wδ
max[λ, µ]. Åñòåñòâåííî, ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå

äàííûå çàäà÷è (P 0) è ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ïî z ãðàäè-
åíòà ∇zϕ

δ
2(x, t, z) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî wδ

max[λ, µ] = wδ [λ, µ]. Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà, ñ ó÷åòîì ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ, ìû ìîæåì òðàíñ�îðìèðîâàòü ðåãóëÿðèçîâàííûé

ÏË òåîðåìû 3 â ñëåäóþùèé ðåãóëÿðèçîâàííûé ÏÌÏ â çàäà÷å (P 0
).

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (P 0
) ñóùåñòâîâàëî ìèíèìèçèðóþùåå ïðèáëèæåí-

íîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λk, µk) ∈
∈ Lq(X) × L+

q (X), k = 1, 2, . . ., òàêàÿ, ÷òî δk
∥

∥(λk, µk)
∥

∥ → 0, k → ∞, è äëÿ ýëåìåíòîâ

wδk

max[λ
k, µk], óäîâëåòâîðÿþùèõ ï. â. íà ST ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Hw(s, t, w
δk

max[λ
k, µk](s, t), ηδ

k

[wδk

max[λ
k, µk]](s, t)) = max

w∈W
Hw(s, t, w, η

δk [wδk

max[λ
k, µk]](s, t)),

ãäå ηδ
k

[wδk

max[λ
k, µk]] ∈ V 1,0

2 (QT ) ∩C(QT ) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

−ηt −
∂

∂xj
(ai,j(x, t)ηxi

) + aδ
k

(x, t)η = λk(x, t)ϕδk

1 (x, t) + µk(x, t)∇zϕ
δk

2 (x, t, zδ
k

[wδk

max[λ
k, µk]]),

η(x, T ) = 0, x ∈ Ω,
∂η

∂N
+ σδ

k

(x, t)η = 2Aδk(s, t)zδ
k

[wδk

max[λ
k, µk]](s, t), (x, t) ∈ ST ,

âûïîëíÿþòñÿ ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

wδk

max[λ
k, µk] ∈ D0εk , εk → 0, k → ∞,

〈

(λk, µk), (gδ
k

1 (wδk

max[λ
k, µk])− hδ

k

, gδ
k

2 (wδk

max[λ
k, µk]))

〉

→ 0, k → ∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wδk

max[λ
k, µk], k = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ìèíèìèçèðóþùèì ïðèáëè-

æåííûì ðåøåíèåì, è â ñèëó äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå f0 ýëåìåíòû wδk

max[λ
k, µk] ñèëüíî

ñõîäÿòñÿ ïðè δk → 0 ê w0
. Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (λk, µk), k = 1, 2, . . . , ìîæåò áûòü

âçÿòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (λδ
k ,α(δk), µδ

k ,α(δk)), k = 1, 2, . . . , ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì äâîéñòâåí-

íîé ðåãóëÿðèçàöèè òåîðåìû 2 ïðè δ = δk, δk → 0, k → ∞.
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A onvex optimal ontrol problem is onsidered for a paraboli equation with a stritly uniformly onvex ost

funtional, with boundary ontrol and distributed pointwise state onstraints of equality and inequality type.

The images of the operators that de�ne pointwise state onstraints are embedded into the Lebesgue spae of

integrable with s-th degree funtions for s ∈ (1, 2). In turn, the boundary ontrol belongs to Lebesgue spae

with summability index r ∈ (2,+∞). The main results of this work in the onsidered optimal ontrol problem

with pointwise state onstraints are the two stable, with respet to perturbation of input data, sequential or,

in other words, regularized priniples: Lagrange priniple in nondi�erential form and Pontryagin maximum

priniple.
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