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Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ìåòîäû äëÿ îáíàðóæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê íà à��èííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè èëè ïîä-

òâåðæäåíèÿ ãëàäêîñòè ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ

ê äàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé îñîáîé òî÷êè íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà

àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ñîâîêóïíîñòü êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âû-

äåëåííóþ òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óðàâíåíèå îñíîâàíî íà �îðìóëå äëÿ äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíà

îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíî �èêñèðîâàííîé ñòåïåíè ãèïåðïîâåðõíîñòè íàìè ïðåäëîæåí

äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà

ãèïåðïîâåðõíîñòè, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ. Ìû �îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîñòè, ïðî-

âåðÿåìîå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ ãëàäêèõ à��èííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ýòî óñëîâèå

âûïîëíåíî. Ýòîò íàáîð âêëþ÷àåò ãðà�èêè êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à òàê-

æå äðóãèå ïðèìåðû êóáè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ýòî íå ìåøàåò ïðèìåíåíèþ ìåòîäà

â íèçêèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Òàêæå ïîèñê îñîáûõ òî÷åê âàæåí äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ìàøèííîãî

çðåíèÿ, â òîì ÷èñëå äëÿ îáíàðóæåíèÿ óãëà ó ïðåïÿòñòâèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàäðîâ ñ îäíîé êàìåðû

íà äâèæóùåìñÿ òðàíñïîðòíîì ñðåäñòâå.
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Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè à��èííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îñíîâàííûå íà èññëåäîâàíèè êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû î êðèâûõ è ïîâåðõíîñòÿõ ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè ìàøèííîãî çðåíèÿ. Íî ìíîãèå ðåçóëü-

òàòû ñïðàâåäëèâû è â âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ

ìíîãîîáðàçèå, ó êîòîðîãî ðàçìåðíîñòü êàæäîé êîìïîíåíòû íà åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè

îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè è ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå � ýòî ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Ïîèñê îñîáîé òî÷êè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â ìàëûõ ðàç-

ìåðíîñòÿõ ïðèìåíèìû àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà âû÷èñëåíèè áàçèñà �ð¼áíåðà [1℄ è ðåàëèçî-

âàííûå âî ìíîãèõ ïàêåòàõ ïðîãðàìì äëÿ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé [2℄. Òàêæå ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü îáëà÷íûé ñåðâèñ MathPartner, äîñòóïíûé ïî àäðåñó http://mathpar.
loud.unihub.ru. Äëÿ

ñèñòåìû n àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò n íåèçâåñòíûõ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ðÿ-

äà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà îò êîý��èöèåíòîâ [3℄. �àçðàáîòàíû âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû [4℄.

Èíîãäà âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ, åñëè óðàâíåíèå ïðèâåäåíî ê ñïåöèàëüíîìó âèäó. Èçâåñòåí

èòåðàöèîííûé àëãîðèòì äëÿ ïðèâåäåíèÿ êóáè÷åñêîé �îðìû ê âèäó áåç ìîíîìîâ îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ [5℄. Îäíàêî âñå ýòè ìåòîäû îáëàäàþò âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ, à ïîëó÷à-

åìûé ðåçóëüòàò ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ â èñõîäíûõ äàííûõ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ìàðêó Ñïèâàêîâñêîìó (Mark Spivakovsky) çà îáñóæäåíèå ïîñòàíîâêè

çàäà÷è âî âðåìÿ êîí�åðåíöèè Polynomial Computer Algebra'2016.
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Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò � 14�50�00150).
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ðàâåí íóëþ, åñëè íåêîòîðûé êîðåíü êðàòíûé. Äèñêðèìèíàíò ñàì ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî-

÷ëåíîì ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè îò âñåõ êîý��èöèåíòîâ èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà. Íàïðèìåð,

äëÿ ìíîãî÷ëåíà at2 + bt + c äèñêðèìèíàíò ðàâåí b2 − 4ac; äëÿ ìíîãî÷ëåíà at3 + bt2 + pt + q
äèñêðèìèíàíò ðàâåí b2p2 − 4ap3 − 4b3q − 27a2q2 + 18abpq.

Ïðè ïîäñòàíîâêå êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d − k áåç êðàòíûõ êîðíåé â �îðìó-

ëó äèñêðèìèíàíòà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d (ïðè ñòàðøèõ êîý��èöèåíòàõ, ðàâíûõ íóëþ)

ðåçóëüòàò îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè k = 1 è ðàâåí íóëþ ïðè k > 2.

Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ, åñëè îí íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò äðóãîãî

ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ äèñêðèìèíàíò � ýòî ìíîãî÷ëåí ∆ îò êî-

ý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f , êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè ìíîãî÷ëåí f íå ñâîáîäåí îò

êâàäðàòîâ èëè ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè f = 0 îñîáîå [6℄. Åãî ñòåïåíü ðàâíà

deg∆ = (n + 1)(d − 1)n. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà f âòîðîé ñòåïåíè ýòîò äèñêðèìèíàíò

ïðîïîðöèîíàëåí îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé �îðìû, ïîëó÷àåìîé ïðè ãîìîãåíèçàöèè

ìíîãî÷ëåíà f . Ïðè d > 3 ñòåïåíü äèñêðèìèíàíòà áûñòðî ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè n.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

∑
pαx

α1

1 . . . xαn

n îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê α = (α1, . . . , αn)
â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõ êîý��èöèåíò pα îòëè÷åí îò íóëÿ. Âûïóê-

ëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà I íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Ìíîãîãðàí-

íèê çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò; îí ìîæåò èìåòü íåïîëíóþ ðàçìåðíîñòü. Íàïðèìåð,

äëÿ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ìíîæåñòâî I ëåæèò â îäíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îáúåäèíåíèåì à��èííîãî ïðîñòðàíñòâà è áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííîé ïðîåêòèâíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì,

CP
n = C

n ∪ CP
n−1 = C

n ∪ C
n−1 ∪ · · · ∪ {∞}.

� 2. �åçóëüòàòû

Ïóñòü à��èííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì f = 0, ãäå f � ñâîáîäíûé îò êâàä-

ðàòîâ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d. À��èííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó U ñ êîîðäèíàòà-

ìè (u1, . . . , un), ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè êàê ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè

((x1 − u1)t + u1, . . . , (xn − un)t + un), ãäå t � ýòî êîîðäèíàòà íà ïðÿìîé. Îãðàíè÷åíèå íà ýòó

ïðÿìóþ ìíîãî÷ëåíà f � ýòî ìíîãî÷ëåí r(t) îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå d. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç D[f, U ] äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà r(t). Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà r(t) ìåíüøå

d, òî D[f, U ] âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå äëÿ äèñêðèìèíàíòà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d; �îðìàëü-
íî ìíîãî÷ëåí r(t) ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d ñ íóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè ïðè

ñòàðøèõ ìîíîìàõ. Â îáùåì ñëó÷àå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà D[f, U ](x1, . . . , xn) ðàâíà d2 − d. Åñ-
ëè ìíîãî÷ëåí f îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ ïëîñêóþ êðèâóþ, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà D[f, U ] ðàâíà
ñòåïåíè äâîéñòâåííîé êðèâîé, âû÷èñëÿåìîé ïî �îðìóëå Ïëþêêåðà. Åñëè ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïðî-

åêòèâíîãî çàìûêàíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè èëè ïðîõîäèò ÷åðåç åå îñîáóþ òî÷êó, òî äèñêðèìèíàíò

ìíîãî÷ëåíà r(t) ðàâåí íóëþ. Åñëè n = 1, òî D[f, U ] � ýòî êîíñòàíòà. Ïóñòü n > 2. Åñëè U íå

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òî óðàâíåíèå D[f, U ](x1, . . . , xn) = 0 çàäàåò êîíóñ

ñ âåðøèíîé â òî÷êå U . Åñëè òî÷êà U îñîáàÿ, òî ìíîãî÷ëåí D[f, U ] òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Åñëè òî÷êà U ïðèíàäëåæèò ãèïåðïîâåðõíîñòè è íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, òî êîíóñ ïðèâîäèìûé è

ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü; òîãäà ìíîãî÷ëåí D[f, U ] äåëèòñÿ íà êâàäðàò ëèíåéíîé

�óíêöèè, îïðåäåëÿþùåé êàñàòåëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Åñëè â òî÷êå V ïðîåêòèâíîå çàìûêà-

íèå ãèïåðïîâåðõíîñòè êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî ïðè U → V ïðåäåë

ìíîãî÷ëåíîâ D[f, U ] èìååò ñòåïåíü íå âûøå d2 − d− 1. Ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ D[f, U ] äëÿ
âñåõ òî÷åê U ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Wf â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðå-

ìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå d2 − d íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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Ýòà êîíñòðóêöèÿ äîïóñêàåò óïðîùåíèå â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíà êîíóñà ïðèíàäëåæèò ãè-

ïåðïîâåðõíîñòè. Ïóñòü U � ãëàäêàÿ òî÷êà ãèïåðïîâåðõíîñòè f = 0. Òîãäà ìíîãî÷ëåí r(t) íå
èìååò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ñëåäîâàòåëüíî, îí äåëèòñÿ íà t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B[f, U ] äèñêðèìè-
íàíò ìíîãî÷ëåíà r(t)/t, âû÷èñëÿåìûé ïî �îðìóëå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d− 1. Ìíîãî÷ëåí

B[f, U ](x1, . . . , xn) ðàâåí íóëþ â êàæäîé îñîáîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè, íî åãî ñòåïåíü íà äâà

ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà D[f, U ].

Òåîðåìà 1. Äàí ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ñòåïåíè d. Åñëè ïðî-

ñòðàíñòâó Wf ïðèíàäëåæèò íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà èëè ìíîãî÷ëåí âèäà 1+fg äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîãî÷ëåíà g ñòåïåíè deg g 6 d2 − 2d, òî à��èííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü f = 0 ãëàäêàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåçàâèñèìî îò âûáîðà òî÷êè U , â êàæäîé îñîáîé òî÷êå (x1, . . . , xn)
ãèïåðïîâåðõíîñòè ìíîãî÷ëåí D[f, U ] ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìíîãî÷ëåíû èç Wf îäíî-

âðåìåííî ðàâíû íóëþ â êàæäîé îñîáîé òî÷êå. �

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f = x2 + y. Òî÷êå U ñ êîîðäèíàòàìè (0, v) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí

D[f, U ] = (2
√
vx + y − v)(−2

√
vx + y − v) = −4vx2 + y2 − 2vy + v2 èç Wf . Ïîëóñóììà äâóõ

òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ òî÷åê (0, v) è (0,−v) ðàâíà y2 + v2. Âû÷èòàÿ èç íåå ìíîãî÷ëåí y2,
ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå (0, 0), ïîëó÷àåì êîíñòàíòó v2, ïðèíàäëåæàùóþ Wf .

Ïðèìåð 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè f = f2 + 1, ãäå f2(x1, . . . , xn) �

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, òî D[f,O] = −4f2 = 4 − 4f . Ñëåäîâàòåëüíî, 1 − f ∈ Wf . Äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ãëàäêîñòè êâàäðèêè f = 0 âûïîëíåíî. Àíàëîãè÷íî: åñëè ìíîãî÷ëåí f = f3 + 1, ãäå
f3(x1, . . . , xn) � êóáè÷åñêàÿ �îðìà, òî D[f,O] = −27f2

3 = −27 − 27f(f − 2). Ñëåäîâàòåëüíî,
1 + f(f − 2) ∈ Wf . Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîñòè êóáè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 2. Äàí ìíîãî÷ëåí g(x1, . . . , xn) òðåòüåé ñòåïåíè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f = g + y îò

n+ 1 ïåðåìåííîé ïîäïðîñòðàíñòâî Wf ñîäåðæèò íåíóëåâûå êîíñòàíòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g3 îäíîðîäíóþ êîìïîíåíòó òðåòüåé ñòåïåíè â ðàç-

ëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà g. �àññìîòðèì òî÷êè U ñ êîîðäèíàòàìè (uτ1, . . . , uτn, v), èç êîòîðûõ ïî-

ñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé y.

f((x1 − uτ1)t+ uτ1, . . . , (xn − uτn)t+ uτn, (y − v)t+ v) = at3 + bt2 + pt+ q,

ãäå êîý��èöèåíòû a è b íå çàâèñÿò îò v, à êîý��èöèåíòû p è q � ëèíåéíûå �óíêöèè îò v. Åãî
äèñêðèìèíàíò D[f, U ] = b2p2 − 4ap3 − 4b3q − 27a2q2 + 18abpq ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò u è v,
êîý��èöèåíòû êîòîðîãî � ìíîãî÷ëåíû îò x1,. . . , xn è y. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ u è v ïîëó÷àåòñÿ
ìíîãî÷ëåí èç Wf . Âûäåëèì ÷ëåíû â D[f, U ], èìåþùèå ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé v,
à ñðåäè íèõ � ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé u. (Ýòè ÷ëåíû ïîëó÷àþòñÿ èç ñëàãàåìîãî

−4ap3.) Ïîëó÷àåì D[f, U ] = −4v3g3(uτ1, . . . , uτn)+ . . .. Ïðè êàæäîì âûáîðå çíà÷åíèé τ1, . . . , τn,
u è v ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí èç Wf . Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ïðåäåë îòíîøåíèÿ

h(x1, . . . , xn, y) = lim
|v|→∞

D[f, U ]

v3
= −4g3(uτ1, . . . , uτn) + . . . .

Â ñèëó çàìêíóòîñòè ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåí h ïðèíàäëåæèò Wf . Àíàëîãè÷íî:

ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
|u|→∞

h

u3
= −4g3(τ1, . . . , τn)

ïðèíàäëåæèòWf . Ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ðàâíà òðåì, íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà τ1, . . . , τn,
÷òî çíà÷åíèå g3(τ1, . . . , τn) îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Wf . �
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Çàìå÷àíèå 1. À��èííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü g(x1, . . . , xn) + y = 0 ãëàäêàÿ, ïîñêîëüêó îíà

ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì ìíîãî÷ëåíà. Îäíàêî ïðè deg g > 3 åå ïðîåêòèâíîå çàìûêàíèå îñîáîå. Ñëå-

äîâàòåëüíî, óñëîâèå 1 ∈ Wf íå ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ îñîáîé òî÷êè ó ïðîåêòèâíîãî

çàìûêàíèÿ à��èííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 3. Äàí ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn). Â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëå-

íà D[f, (u1, . . . , un)] ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò u1,. . . , un êàæäûé êîý��èöèåíò ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó Wf . Ýòè ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ x1,. . . , xn ïîðîæäàþò âñå ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî Wf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ðàâåí ìíîãî÷ëåíó D[f,O](x1, . . . , xn)
ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ u1 = · · · = un = 0. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf .

Øàã èíäóêöèè ïî ÷èñëó öåëûõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåí-

íûõ u1,. . . , un. �àññìîòðèì ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà D[f, (u1, . . . , un)]. Ïóñòü öåëàÿ
òî÷êà α ñëóæèò âåðøèíîé ýòîãî ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà, â êîòîðîé äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íåêî-

òîðûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë h ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè hk. Ïðè ýòîì �óíêöè-

îíàë h äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â åäèíñòâåííîé âåðøèíå ìíîãîãðàííèêà. �àññìîòðèì îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè uk = τhk
, ãäå ïàðàìåòð τ � ïîëîæèòåëüíîå âåùå-

ñòâåííîå ÷èñëî. Ïðè τ → ∞ ìíîãî÷ëåí D[f, (u1, . . . , un)] àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê �óíêöèè

âèäàDα(x1, . . . , xn)τ
h(α)

, ãäåDα � êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà D[f, (u1, . . . , un)]. Ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè τ ýòîò ìíîãî÷ëåí îò x1,. . . ,xn ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf . Ïðåäåë

lim
τ→∞

D[f, (τh1 , . . . , τhn)](x1, . . . , xn)

τh(α)
= Dα(x1, . . . , xn)

òîæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçíîñòü D[f, (u1, . . . , un)] − Dα(x1, . . . , xn)u
α1

1 · · · uαn

n , ãäå α1,. . . , αn �

ýòî êîîðäèíàòû òî÷êè α. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà íå ñîäåðæèò âåðøèíó α.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî öåëûõ òî÷åê â ìíîãîãðàííèêå óìåíüøàåòñÿ. Âûáèðàÿ íîâóþ âåðøèíó β
è ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íîâîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷èì Dβ ∈ Wf .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òåîðåìà âåðíà, êîãäà ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ñîäåðæèò íå

áîëåå N öåëûõ òî÷åê. Èìåÿ ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé N+1 öåëóþ òî÷êó, ìû òåì æå ñïîñîáîì

âûäåëèì íåêîòîðóþ âåðøèíó è ïåðåéäåì ê ìíîãîãðàííèêó ñ ìåíüøèì ÷èñëîì öåëûõ òî÷åê. Ïðè

ýòîì êàæäàÿ öåëàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîíîìó â ìíîãî÷ëåíå D[f, (u1, . . . , un)], ðàíî èëè

ïîçäíî îêàæåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà Íüþòîíà íà íåêîòîðîì øàãå.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ u1, . . . , un ìíîãî÷ëåí D[f, (u1, . . . , un)] ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn. Ïîýòîìó ýòè ìíîãî÷ëåíû ïîðîæäàþò âñå ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî Wf . �

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ãèïåðáîëó f = 0, ãäå f = xy+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (u, v) êîîðäèíàòû
òî÷êè U . �àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà D[f, U ] ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò u è v ðàâíî

D[f, U ] = y2u2 − (2xy + 4)uv + 4yu+ x2v2 + 4xv − 4xy.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîý��èöèåíòà −2xy− 4 ïðè ìîíîìå uv è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà −4xy ðàâíà

íåíóëåâîé êîíñòàíòå, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf . Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîñòè

âûïîëíåíî. Áîëåå òîãî, ïðîñòðàíñòâî Wf ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

íå âûøå âòîðîé îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y. Åãî ðàçìåðíîñòü dimWf = 6.

Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ f = 0, ãäå f = x3 + y3 +1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (u, v)
êîîðäèíàòû òî÷êè U , ÷åðåç Dij � êîý��èöèåíò ïðè ìîíîìå uivj â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà
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D[f, U ] ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò u è v. Òîãäà íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû ðàâíû

D60 = −27y6 − 54y3 − 27,
D06 = −27x6 − 54x3 − 27,
D33 = 540x3y3 + 54x3 + 54y3 − 54,
D30 = 54x3y3 − 54y6 + 540x3 + 54y3,
D03 = −54x6 + 54x3y3 + 54x3 + 540y3,
D00 = −27x6 − 54x3y3 − 27y6.

Ýòè øåñòü ìíîãî÷ëåíîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ

−106D60 − 106D06 + 15D33 − 11D30 − 11D03 + 128D00 = 4914

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf . Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîñòè âûïîëíåíî.

Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü f = 0, ãäå f = xyz + 1. Ïðîåêòèâíîå çà-

ìûêàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè îñîáîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (u, v, w) êîîðäèíàòû òî÷êè U , ÷åðåç

Dijk(x, y, z) � êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà D[f, U ] ïðè ìîíîìå uivjwk
â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïå-

íÿì êîîðäèíàò u, v è w. Òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ êîý��èöèåíòû D600, D500, D510 è äðóãèå,

ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ. Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Wf ìàëà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðè ìíîãî÷ëåíà, D222, D111 è D000, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå.

D222 = −6x2y2z2 + 24xyz − 27,

D111 = −24x2y2z2 + 216xyz,

D000 = −27x2y2z2.

Èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ −81D222 + 9D111 + 10D000 = 2187 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Wf .

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëàäêîñòè à��èííîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 4. Äàí ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ñòåïåíè d. Ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âû-

øå d, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåíà g èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî dimWg > dimWf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà D[g, U ] íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò êîý��è-
öèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà g. Ïîýòîìó â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè ìíîãî÷ëåíà f ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ D[f, U ] è D[g, U ] áëèçêè äðóã äðóãó. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû òîæå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íåáîëüøîå èçìåíåíèå ïåðåâîäèò

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Wf â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Wg. �

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü f = 0 ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà Wf íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ îò n − 1 ïåðåìåííîé òîé æå

ñòåïåíè.

×àñòíûì ñëó÷àåì öèëèíäðà ñëóæèò íàáîð ïàðàëëåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Â íåêîòîðîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò îí îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì f îò îäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè f íå èìååò

êðàòíûõ êîðíåé, òî dimWf = 1, èíà÷å ìíîãî÷ëåí f íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn) òðåòüåé ñòåïåíè îò

n > 14 ïåðåìåííûõ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Wf ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå øåñòîé îò n ïåðåìåííûõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîñòðàíñòâî Wf ïîðîæäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè D[f, U ]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç N = (n + 6)!/(720n!) ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå øåñòîé

îò n ïåðåìåííûõ. Ïðîèçâîëüíî �èêñèðóåì N òî÷åê U (1), . . . , U (N)
. �àññìîòðèì ìàòðèöó ‖Aij‖
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ïîðÿäêà N , ñîñòîÿùóþ èç êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ D[f, U (1)], . . . ,D[f, U (N)]. Êàæäûé ýëå-

ìåíò Aij � ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå øåñòîé îò êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f . Îïðåäå-
ëèòåëü ýòîé ìàòðèöû � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 6N îò êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f . Ýòîò
îïðåäåëèòåëü çàâåäîìî ðàâåí íóëþ, åñëè äèñêðèìèíàíò ∆ ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðè-

ìèíàíò ∆ äåëèò îïðåäåëèòåëü det ‖Aij‖. Ïîýòîìó åñëè ýòîò îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî

åãî ñòåïåíü íå âûøå ñòåïåíè ∆, òî åñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî deg∆ = (n + 1)2n 6 6N . Ýòî

íåðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ ïðè n > 14. Ïðè n = 14 ñòåïåíü äèñêðèìèíàíòà ðàâíà deg∆ = 245760,
à ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà 6N = 232560. Èòàê, ïðè n > 14 îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ

ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê U (1), . . . , U (N)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü dimWf < N . �

Ïðèìåð 6. �àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè âèäà f = g1(x1) + · · · + gn(xn). Äëÿ
ëþáîé òî÷êè U ìíîãî÷ëåí D[f, U ] ðàâåí äèñêðèìèíàíòó ìíîãî÷ëåíà at3 + bt2 + pt + q îò

îäíîé ïåðåìåííîé t. Åãî êîý��èöèåíòû � ýòî ìíîãî÷ëåíû âèäà a = a1(x1) + · · · + an(xn),
b = b1(x1)+· · ·+bn(xn), p = p0+p1x1+· · ·+pnxn, ñâîáîäíûé ÷ëåí q íå çàâèñèò îò x1,. . . , xn; êàæ-
äûé ìîíîì � ýòî ñòåïåíü íåêîòîðîé ïåðåìåííîé. Êàæäûé ìîíîì ìíîãî÷ëåíà D[f, U ](x1, . . . , xn)
çàâèñèò ñàìîå áîëüøåå îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, dimWf = O(n4); ïðè n > 5 ðàç-
ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Wf ñòðîãî ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå

âûøå øåñòîé îò n ïåðåìåííûõ. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé ãëàäêîé òî÷êè U ãèïåðïîâåðõíîñòè

f = 0 êàæäûé ìîíîì ìíîãî÷ëåíà B[f, U ](x1, . . . , xn) çàâèñèò ñàìîå áîëüøåå îò äâóõ ïåðå-

ìåííûõ. �àçìåðíîñòü ïîðîæäàåìîãî ýòèìè ìíîãî÷ëåíàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åíà

ñâåðõó �óíêöèåé O(n2).

Òåîðåìà 6. Äàí ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) ñòåïåíè d. À��èííàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü f = 0 ãëàäêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ èç

ïðîñòðàíñòâà Wf íå èìååò îáùåãî íóëÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ, òî

ó íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà èç ïðîñòðàíñòâà Wf ñâîáîäíûé ÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â êàæäîé îñîáîé òî÷êå ãèïåðïîâåðõíîñòè âñå ìíîãî÷ëåíû èç Wf

îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ. Îáðàòíî, ïóñòü ãèïåðïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè V
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà U , íå ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè, ÷òî ïðÿìàÿ UV íå êàñàåò-

ñÿ ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó òî÷êà V íå ïðèíàäëåæèò êîíóñó ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà

ñ âåðøèíîé â òî÷êå U , ÷üè îáðàçóþùèå êàñàþòñÿ ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷-
êå V íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî âñå ìíîãî÷ëåíû èç Wf . Ïîñêîëüêó òî÷êà V âûáðàíà

ïðîèçâîëüíî, òî îáùèõ íóëåé íåò. Î÷åâèäíî, åñëè ó âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç Wf ñâîáîäíûé ÷ëåí

ðàâåí íóëþ, òî îáùèé íóëü ñóùåñòâóåò. �

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé íèçêîé ñòåïå-

íè, òî âû÷èñëåíèå áàçèñà �ð¼áíåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî èäåàëà âûïîëíÿåòñÿ áûñòðåå, ÷åì äëÿ

ñèñòåìû, ãäå ÷èñëî óðàâíåíèé áëèçêî ê ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà ýëèìè-

íàöèÿ ìíîãèõ ìîíîìîâ, ïîñëå ÷åãî ìîãóò áûòü ý��åêòèâíûìè äðóãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4℄. Èíîãäà âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ìíîãî÷ëå-

íû, ðàâíûå íóëþ â êàæäîé îñîáîé òî÷êå (åñëè òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò), íî íå îáÿçàòåëüíî

ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó Wf . Åñëè íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà gk ðàâíà íóëþ â êàæ-

äîé îñîáîé òî÷êå, òî òàêîâ è ìíîãî÷ëåí g. Îäíàêî íåèçâåñòíî, âñåãäà ëè óñëîâèå gk ∈ Wf äëÿ

íåêîòîðîãî k > 2 âëå÷åò ïðèíàäëåæíîñòü g ∈ Wf .

Ïðèìåð 7. Ïóñòü f = x3 + px+ q − y2. Êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè U îáîçíà÷èì ÷åðåç (u, v).
Â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà D[f, U ] ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò u è v êîý��èöèåíò ïðè ìîíîìå u6

ðàâåí −27y4 + 54qy2 − 4p3 − 27q2; êîý��èöèåíò ïðè ìîíîìå v6 ðàâåí 4(x3 + px + q). Îáà îíè

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Wf . Ïîñêîëüêó 4(x3 + px+ q) ∈ Wf , îðäèíàòà îñîáîé òî÷êè êðèâîé

f = 0 ðàâíà íóëþ. Ïðè y = 0 ìíîãî÷ëåí −27y4 + 54qy2 − 4p3 − 27q2 ∈ Wf ðàâåí êîíñòàíòå.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êðèâàÿ f = 0 îñîáàÿ, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî −4p3 − 27q2 = 0. Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí x3+px+q èìååò êðàòíûé êîðåíü, ðàâíûé àáñöèññå îñîáîé òî÷êè ýòîé êðèâîé.
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Ïðèìåð 8. Ïóñòü f = x2y + z3. Êîîðäèíàòû (x, y, z) òî÷êè U îáîçíà÷èì ÷åðåç (u, v, w). Â
ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà D[f, U ] ïî ñòåïåíÿì êîîðäèíàò u, v è w êîý��èöèåíò ïðè ìîíîìå v3w3

ðàâåí −4x6. Ïîñêîëüêó −4x6 ∈ Wf , àáñöèññà îñîáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè f = 0 ðàâíà íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ïîâåðõíîñòü èìååò îñîáûå òî÷êè íà ïðÿìîé x = z = 0.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü f(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, U � ïðîèçâîëüíàÿ

ãëàäêàÿ òî÷êà ïëîñêîé êðèâîé f = 0. Ìíîãî÷ëåí B[f, U ](x, y) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó

äëÿ êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó U , ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí r(t)/t � ýòî

ëèáî ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, ëèáî íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, B[f, U ] ðàâåí íåíóëåâîé

êîíñòàíòå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ãëàäêîñòè êðèâîé.

� 3. Îáñóæäåíèå

Åñëè êîý��èöèåíòû ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåíà f � öåëûå ÷èñëà, òî áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà Wf ìîæíî âû÷èñëèòü äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè,

êàê îïèñàíî â òåîðåìå 3. Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü áûñòðî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì

ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíà f òðåòüåé ñòåïåíè îò n ïåðåìåííûõ èçâåñòåí áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà Wf . Òîãäà ïðîâåðêà òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç Wf

ðàâíà íåíóëåâîé êîíñòàíòå èëè ìíîãî÷ëåíó âèäà 1 + fg, òðåáóåò O(n18) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé, åñëè èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì �àóññà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòà îöåíêà ìîæåò

áûòü óëó÷øåíà ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêè áîëåå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé

àëãåáðû [7℄.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Wf ìîæíî âûáðàòü èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæå-

ñòâà D[f, U ] äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ òî÷åê U . Ïðîâåðêà ãëàäêîñòè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà

áûñòðåå, åñëè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå òî÷åê U ïîëó÷àþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñ ìàëûì ÷èñëîì ìî-

íîìîâ [4℄.

Èñïîëüçîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ B[f, U ] ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ý��åêòèâíîãî ñïîñîáà âûáèðàòü
òî÷êè U ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèå ãèïåðïîâåðõíîñòè f = 0. Òàêèå òî÷-
êè ñóùåñòâóþò íå âñåãäà. Îäíàêî èõ ëåãêî íàéòè, åñëè èçâåñòíà ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòè íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåðû òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè êóáè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé îïèñàíû â ðàáîòå [8℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãëàäêèå ïëîñêèå êóáè÷åñêèå êðèâûå

íåëüçÿ ïàðàìåòðèçîâàòü ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè.

Ïðèìåð 2 è òåîðåìà 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñóùåñòâóþò

ãëàäêèå êóáè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñ�îðìóëèðîâàííîå â òåîðåìå 1 óñëîâèå

âûïîëíÿåòñÿ. Íî â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîâåðêè ãëàäêîñòè êóáè÷åñêîé

ãèïåðïîâåðõíîñòè, âåðîÿòíî, î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè, ïîñêîëü-

êó ê íåé ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ íå èçâåñòíû ðàçðåøàþùèå

àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîãî âðåìåíè [9℄. Ïðè÷èíó âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé îáúÿñíÿþò òåî-

ðåìû 4 è 5. Ýòî íå ìåøàåò ïðèìåíåíèþ íàéäåííûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ

äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷-

íîãî óñëîâèÿ èç òåîðåìû 6. Äëÿ âåùåñòâåííîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè f = 0 êîíóñ D[f, U ]
îïðåäåëÿåò âèäèìûé êîíòóð ïðè íàáëþäåíèè èç òî÷êè U . Ïîñêîëüêó âèäèìûé êîíòóð ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè ìîæåò èìåòü òî÷êè âîçâðàòà, äëÿ ïðîâåðêè ãëàäêîñòè íåîáõîäèìî ñîïîñòàâëÿòü

âèäèìûå êîíòóðû ñ ðàçíûõ ðàêóðñîâ. Åñëè ïîâåðõíîñòü íåïðîçðà÷íàÿ, òî ñóùåñòâåííî òðåáî-

âàíèå îáîçðèìîñòè [10℄. Âñÿêîå êîìïàêòíîå âûïóêëîå òåëî îáîçðèìîå, òî åñòü êàæäàÿ òî÷êà âíå

ýòîãî òåëà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì. Äðóãèå îáîáùåíèÿ

êëàññà âûïóêëûõ òåë ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [11, 12℄.

Îñìàòðèâàÿ öèëèíäð, ìîæíî ïðîâåðèòü ãëàäêîñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè èëè îïðåäåëèòü

ïîëîæåíèå óãëà, åñëè îí ñóùåñòâóåò. Åñëè ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ, òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íà-

áëþäåíèÿõ èç ðàçíûõ òî÷åê íèêàêèå òðè êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîé

è òîé æå ïðÿìîé. Íàïðîòèâ, â îñîáîé òî÷êå (íà óãëó) ïåðåñåêàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ

ïëîñêîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óäà÷íî âûáðàííûì ðàêóðñàì. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ, ñäåëàííûõ îäíîé ïåðåìåùàþùåéñÿ êàìåðîé.
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�àññìîòðåííûé ìåòîä ïðèìåíèì ê èññëåäîâàíèþ ïðîçðà÷íûõ ïëåíîê èëè ãðàíèö, íà êîòî-

ðûõ ñêà÷êîì ìåíÿåòñÿ îïòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñðåäû, íàïðèìåð äå�åêòîâ âíóòðè ïðîçðà÷íûõ

ìàòåðèàëîâ. Ïðè ýòîì êàñàòåëüíûå ïðÿìûå íå âû÷èñëÿþòñÿ, à îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íî ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ. Åñëè èññëåäóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà

àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ìàëîé ñòåïåíè, òî ìíîãî÷ëåí D[f, U ] âû÷èñëÿåòñÿ ïî êîíå÷íîìó

÷èñëó êàñàòåëüíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó U . Íàïðîòèâ, ìíîãî÷ëåí B[f, U ] òðóä-
íî îïðåäåëèòü íåïîñðåäñòâåííî ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, åñëè íàáëþäàòåëü ðàñïîëàãàåòñÿ

âäàëè îò èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè.
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The arti
le fo
uses on methods to look for singular points of an a�ne hypersurfa
e or to 
on�rm the smooth-

ness of the hypersurfa
e. Our approa
h is based on the des
ription of tangent lines to the hypersurfa
e. The

existen
e of at least one singular point imposes a restri
tion on the algebrai
 equation that determines the

set of tangent lines passing through the sele
ted point of the spa
e. This equation is based on the formula

for the dis
riminant of a univariate polynomial. For an arbitrary �xed hypersurfa
e degree, we have pro-

posed a deterministi
 polynomial time algorithm for 
omputing a basis for the subspa
e of the 
orresponding

polynomials. If a linear 
ombination of these polynomials does not vanish on the hypersurfa
e, then the

hypersurfa
e is smooth. We state a su�
ient smoothness 
ondition, whi
h is veri�able in polynomial time.

There are smooth a�ne hypersurfa
es for whi
h the 
ondition is satis�ed. The set in
ludes the graphs of


ubi
 polynomials in many variables as well as other examples of 
ubi
 hypersurfa
es. On the other hand, the


ondition is violated for some high-dimensional 
ubi
 hypersurfa
es. This does not prevent the appli
ation of

the method in low dimensions. Sear
hing for singular points is also important for solving some problems of

ma
hine vision, in
luding dete
tion of a 
orner by means of the frame sequen
e with one 
amera on a moving

vehi
le.
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