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Àëãîðèòì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ñ èñïîëüçîâàíèåì

îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ (ÎÈÄ) äîïóñêàåìîé àëãåáðû Ëè ìîäè�èöèðîâàí äëÿ

ñèñòåì ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêàþùèõ ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåíû

èíâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ââåäåí ÎÈÄ

ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ÎÈÄ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîçâîëÿþùèé

ïîëó÷àòü ïåðâûé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà

äëÿ ñëó÷àåâ ïîëíîãî è íåïîëíîãî íàñëåäîâàíèÿ àëãåáðû Ëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè, èíâàðèàíòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå, îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

DOI: 10.20537/vm180202

Ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà óñïåøíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) (ñì., íàïðèìåð, [1�6℄). Íàïðèìåð, ìåòîä

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, à â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ � è ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ

èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ [7�11℄.

Â [11℄ ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ èí-

âàðèàíòîâ è îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ (ÎÈÄ) äîïóñêàåìîé àëãåáðû Ëè.

Äîáàâëåíèå ñëàãàåìûõ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â óðàâíåíèå îáû÷íî ðàçðóøàåò äîïóñêàåìóþ

ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ

èñïîëüçîâàíèå êîíöåïöèè ïðèáëèæåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ

ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé: îäèí ïðåäëîæåí Â.À. Áàéêî-

âûì, �.Ê. �àçèçîâûì è Í.Õ. Èáðàãèìîâûì (ñì., íàïðèìåð, [12℄), à äðóãîé � Â.È. Ôóùè÷åì

è Â.Ì. Øòåëåíåì (ñì. [13℄). Ñïîñîáû èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ïðèáëèæåííûõ ñèììåòðèé ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [6, 14, 15℄ è äð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ïîíèæåíèÿ ïîðÿä-

êà [11℄ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêàþùèì ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè.

Èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãåáð Ëè, ââåäåííûå â [12℄. Âîïðîñ îá èíâà-

ðèàíòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåì ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â îáùåì ñëó÷àå îáñóæäàëñÿ â ðà-

áîòàõ [16�19℄.

Â ïåðâîì ïàðàãðà�å äåòàëüíî ðàçîáðàíû èíâàðèàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿä-

êà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêàþùèõ ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè, ïðè ïîëíîì è ÷àñòè÷íîì

íàñëåäîâàíèè òî÷íîé äâóìåðíîé àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ è ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿä-

êà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêàþùèõ ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè, ïðè ïîëíîì è ÷àñòè÷íîì

íàñëåäîâàíèè òî÷íîé ÷åòûðåõìåðíîé àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ. Âî âòîðîì ïàðàãðà�å ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè ìîæíî ïîñòðîèòü ÎÈÄ, è ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ÎÈÄ ñïåöèàëüíîãî âèäà, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë èñõîä-

íîé ñèñòåìû. Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ïðèìåíåíèå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïî ãîñóäàð-

ñòâåííîìó çàäàíèþ � 1.3103.2017/4.6.

http://dx.doi.org/10.20537/vm180202
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ñ èñïîëüçîâàíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è ÎÈÄ äîïóñêàåìîé àëãåáðû Ëè ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíî íà ïðèìåðàõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì

ïàðàìåòðîì, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåííûõ àëãåáð Ëè êàê ñ ïîëíûì, òàê è ñ ÷à-

ñòè÷íûì íàñëåäîâàíèåì.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε (ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî

ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε2). Ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ðàâåíñòâî f(x, ε)= o(ε)

îçíà÷àåò, ÷òî lim
ε→0

f(x, ε)

ε
= 0; ïîä ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì f ≈ g ïîíèìàåòñÿ, ÷òî

f(x, ε) = g(x, ε) + o(ε).

� 1. Ñèñòåìû ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæåííûõ

ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó n ÎÄÓ p-ãî ïîðÿäêà âèäà

u
(p)
i (t) = fi,(0)(t, u1, . . . , un, u

′

1, . . . , u
(p−1)
n ) + εfi,(1)(t, u1, . . . , un, u

′

1, . . . , u
(p−1)
n ), (1.1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ui = ui(t), i = 1, . . . , n, � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, u
(q)
i = dqui

(dt)q
�

ïðîèçâîäíàÿ q-ãî ïîðÿäêà �óíêöèè ui(t).
Ïóñòü ñèñòåìà (1.1) äîïóñêàåò (ñ òî÷íîñòüþ o (ε)) ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè ñ áàçèñíûìè

îïåðàòîðàìè

Xα0 = Xα0,(0) + εXα0,(1), α0 = 1, . . . , r0, r0 6 r,

Xα1 = εXα1,(0), α1 = r0 + 1, . . . , r,

ãäå

Xα,(0) = ξα,(0)(t, u1, . . . , un)
∂

∂t
+

n
∑

l=1

ηlα,(0)(t, u1, . . . , un)
∂

∂ul
, α = 1, . . . , r,

Xα0,(1) = ξα0,(1)(t, u1, . . . , un)
∂

∂t
+

n
∑

l=1

ηlα0,(1)
(t, u1, . . . , un)

∂

∂ul
, α0 = 1, . . . , r0,

è îïåðàòîðû Xα,(0) îáðàçóþò òî÷íóþ àëãåáðó Ëè Lr ñèììåòðèé íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ,

r = pn.

Èíâàðèàíòû ïðèáëèæåííûõ àëãåáð Ëè è èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíå-

íèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèñòåìû (1.1), ïðåäñòàâèìûå ÷åðåç äè��åðåí-

öèàëüíûå èíâàðèàíòû äîïóñêàåìîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû

îïðåäåëåíû â ïðîäîëæåííîì ïðîñòðàíñòâå R
(1+p)n+1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà R

n+1

äîáàâëåíèåì ïåðåìåííûõ u
(q)
i , i = 1, . . . , n, q = 1, . . . , p. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîäîëæåííîãî

ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç N, N = 1 + n+ pn.

Â ïðîäîëæåííîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóþò îïåðàòîðû X̂
(p)
α , α = 1, . . . , r, òî åñòü îïåðàòî-

ðû Xα, ïðîäîëæåííûå íà ïðîèçâîäíûå p-ãî ïîðÿäêà. Èíâàðèàíòîì ïðîäîëæåííîé ãðóïïû ïðå-

îáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâà R
N
è äëÿ êîòîðîé

ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â ðàáîòàõ [16, 17℄. À èìåííî, ïî êðèòåðèþ èí-

âàðèàíòíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [16℄) �óíêöèÿ Ip = Ip,(0) + εIp,(1) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì

èíâàðèàíòîì p-ãî ïîðÿäêà ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

X̂(p)
α (Ip) ≈ 0, α = 1, . . . , r, (1.2)

ãäå X̂
(p)
α � îïåðàòîð Xα, ïðîäîëæåííûé íà ïðîèçâîäíûå p-ãî ïîðÿäêà. Ñèñòåìà (1.2) ÿâëÿ-

åòñÿ ñèñòåìîé ïðèáëèæåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
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ïîðÿäêà. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ðàññìîòðåíû â [16, 17℄. �àñùåïëÿÿ óðàâíåíèÿ ñèñòå-

ìû (1.2) ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì

Ω0 : X̂
(p)
α,(0)

(

Ip,(0)
)

= 0, α = 1, . . . , r,

Ω1 : X̂
(p)
α0,(0)

(

Ip,(1)
)

+ X̂
(p)
α0,(1)

(

Ip,(0)
)

≈ 0, α0 = 1, . . . , r0.
(1.3)

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) òðåáóþò èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì Ω0 è Ω1 íà ïîëíîòó è ñîâ-

ìåñòíîñòü. Ïîëíîòà ñèñòåìû Ω1 ýêâèâàëåíòíà çàìêíóòîñòè ñèñòåìû îïåðàòîðîâ {Yi}:

Yα0 = X̂
(p)
α0,(0)

+
(

X̂
(p)
α0,(1)

(Ip,(0))
) ∂

∂Ip,(1)
, α0 = 1, . . . , r0,

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ.

Â [17℄ èññëåäîâàíà ñîâìåñòíîñòü ïîäñèñòåì âèäà Ω1. Äëÿ ýòîãî ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå

ìàòðèöû ∆
(p)
r0,(0)

, ∆
(p)
r0,(1)

, Λ
(p)
r,(0), ñîñòàâëåííûå èç êîîðäèíàò îïåðàòîðîâ X̂

(p)
α0,(0)

, X̂
(p)
α0,(1)

è X̂
(p)
α,(0)

ñîîòâåòñòâåííî:

∆
(p)
r0,(0)

=









ξ1,(0) η11,(0) . . . ηn1,(0) ζ
1,(1)
1,(0) . . . ζ

n,(p)
1,(0)

.

.

.

ξr0,(0) η1
r0,(0)

. . . ηn
r0,(0)

ζ
1,(1)
r0,(0)

. . . ζ
n,(p)
r0,(0)









,

∆
(p)
r0,(1)

=









ξ1,(1) η11,(1) . . . ηn1,(1) ζ
1,(1)
1,(1) . . . ζ

n,(p)
1,(1)

.

.

.

ξr0,(1) η1
r0,(1)

. . . ηn
r0,(1)

ζ
1,(1)
r0,(1)

. . . ζ
n,(p)
r0,(1)









,

Λ
(p)
r,(0) =









ξ1,(0) η11,(0) . . . ηn1,(0) ζ
1,(1)
1,(0) . . . ζ

n,(p)
1,(0)

.

.

.

ξr,(0) η1
r,(0) . . . ηn

r,(0) ζ
1,(1)
r,(0) . . . ζ

n,(p)
r,(0)









,

à òàêæå áëî÷íûå ìàòðèöû

M (p) =

(

∆
(p)
r0,(0)

∆
(p)
r0,(1)

0 Λ
(p)
r,(0)

)

,

ãäå p � ïîðÿäîê ïðîäîëæåíèÿ, à êîîðäèíàòû ïðîäîëæåíèé ζ
i,(q)
α,(0), ζ

i,(q)
α0,(1)

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñòàí-

äàðòíûì �îðìóëàì (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Ïóñòü

rg∆
(p)
r0,(0)

= R
(p)
∆ , rgΛ

(p)
r,(0) = R

(p)
Λ , rgM (p) = R

(p)
M .

Â [17℄ äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà Ω1 ñîâìåñòíà íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû Ω0, åñëè R
(p)
M = R

(p)
Λ +R

(p)
∆ .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê ñèñòåìå Ω0 íåîáõîäèìî äîáàâèòü s óðàâíåíèé, íà êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ

óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè, s = R
(p)
M −

(

R
(p)
Λ +R

(p)
∆

)

, è ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó ïðîâåðêè ïîëíîòû

è ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì Ω0 è Ω1.

�åøåíèåì ñèñòåìû (1.3) â îáùåì ñëó÷àå áóäóò N −R
(p)
∆ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâà-

ðèàíòîâ ïîðÿäêîâ qk 6 p, ïðè÷åì N −R
(p)
Λ − s èç íèõ èìåþò ¾íóëåâîé¿ ïîðÿäîê ïî ε:

Iqk = Iqk,(0) + εIqk,(1) + o(ε), k = 1, . . . , N −R
(p)
Λ − s,
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à îñòàëüíûå � ¾ïåðâûé¿ ïîðÿäîê ïî ε:

Iqm = εIqm,(0) + o(ε), m = N −R
(p)
Λ − s+ 1, . . . , N −R

(p)
∆ .

Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

âèäà (1.1), ñîãëàñíî [16�19℄ èìååò âèä

Ψi(Ip, ε) ≡ Ψi,(0)

(

Iq1 , . . . , Iq
N−R

(p)
Λ

−s

)

+ εΨi,(1)

(

Iq1,(0), . . . , Iq
N−R

(p)
Λ

−s
,(0)

)

≈ 0,

i = 1, . . . , n, qk 6 p.

(1.4)

�àññìîòðèì èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì è èõ ñèñòåì íà ïðèìåðå

ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

ẍ = f0(t, x, ẋ) + εf1(t, x, ẋ) (1.5)

è äîïóñêàåò äâà îïåðàòîðà X1 è X2, îáðàçóþùèõ ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè, ïðè ýòîì X1,(0)

è X2,(0) îáðàçóþò òî÷íóþ äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè (ò. å. îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè).

Èçâåñòíî, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè èìååò 4 êàíîíè÷åñêèå íåïîäîáíûå ðå-

àëèçàöèè (ñì. êëàññè�èêàöèþ, íàïðèìåð, â [6℄). Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìóùåííîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â çàâèñèìîñòè îò ðàíãîâ ìàòðèö Λp

2,(0) èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

R
(0)
Λ R

(1)
Λ R

(2)
Λ Èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå

2 2 2 I2,(0) = F
(

I1,(0)
)

1 2 2 I2,(0) = F
(

I0,(0)
)

Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ íàññëåäîâàíèÿ äâóìåðíûõ àëãåáð Ëè íà îñíîâå êëàññè�è-

êàöèè ïðèáëèæåííûõ àëãåáð Ëè ñ äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè îïåðàòîðàìè (ñì. [20℄) ïîêàçàëî, ÷òî

èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ

âèäîâ.

1. Ïóñòü íàñëåäîâàíèå ïîëíîå, òî åñòü Xα = Xα,(0) + εXα,(1), α = 1, 2. Òîãäà R
(2)
Λ = R

(2)
∆ ,

R
(2)
M = R

(2)
∆ + R

(2)
Λ , R

(2)
Λ = 2, R

(2)
M = 4 è äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé íà Ik,(0) íå âîçíèêàåò.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàíã R
(0)
Λ ìàòðèöû Λ

(0)
2,(0).

(a) Åñëè R
(0)
Λ = 2, òî èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèä

Ψ0 (I1, I2) + εΨ1

(

I1,(0), I2,(0)
)

≈ 0,

èëè

I2 ≈ F0 (I1) + εF1

(

I1,(0)
)

.

(b) Åñëè R
(0)
Λ = 1, òî èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèä

Ψ0 (I0, I2) + εΨ1

(

I0,(0), I2,(0)
)

≈ 0,

èëè

I2 ≈ F0 (I0) + εF1

(

I0,(0)
)

.
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Çäåñü I2 = I2,(0) + εI2,(1) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà, I1 = I1,(0)+
+ εI1,(1) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, I0 = I0,(0) + εI0,(1) � àëãåá-

ðàè÷åñêèé èíâàðèàíò.

2. Ïóñòü íàñëåäîâàíèå ÷àñòè÷íîå, íàïðèìåð: X1 = X1,(0) + εX1,(1), X2 = εX2,(0). Â ýòîì ñëó-

÷àå ðàíãè ìàòðèö ∆
(0)
1,(0), ∆

(1)
1,(0) è ∆

(2)
1,(0) ðàâíû 1. �àíãè ìàòðèö Λ

(2)
2,(0) è M (2)

â ýòîì ñëó÷àå

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû R
(2)
Λ = 2, R

(2)
M = 3, òî åñòü, R

(2)
M = R

(2)
∆ + R

(2)
Λ , è äîïîëíèòåëüíûõ

óðàâíåíèé íà Ik,(0) íå âîçíèêàåò. Äàëåå ñíîâà ðàññìîòðèì ðàíã R
(0)
Λ ìàòðèöû Λ

(0)
2,(0).

(a) Åñëè R
(0)
Λ = 2, òî èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèä

Ψ0 (I1, I2) + εΨ1

(

I1,(0), I0,(0), I2,(0)
)

≈ 0,

èëè

I2 ≈ F0 (I1) + εF1

(

I1,(0), I0,(0)
)

.

(b) Åñëè R
(0)
Λ = 1, òî èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèä

Ψ0

(

I10 , I2
)

+ εΨ1

(

I10,(0), I
2
0,(0), I2,(0)

)

≈ 0,

èëè

I2 ≈ F0

(

I10
)

+ εF1

(

I10,(0), I
2
0,(0)

)

.

Çäåñü I2 = I2,(0) + εI2,(1) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà, I1 = I1,(0)+
+εI1,(1) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, I0 = I0,(0) + εI0,(1), I

1
0 = I10,(0)+

+εI10,(1), I
2
0 = εI20,(0) � àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû.

Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà:

{

ẍ = f0(t, x, y, ẋ, ẏ) + εf1(t, x, y, ẋ, ẏ),

ÿ = g0(t, x, y, ẋ, ẏ) + εg1(t, x, y, ẋ, ẏ)
(1.6)

è äîïóñêàåò ÷åòûðå ïðèáëèæåííûõ îïåðàòîðà X1, . . . ,X4.

Â [10℄ íà îñíîâå êëàññè�èêàöèè ÷åòûðåõìåðíûõ àëãåáð áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èíâàðèàíòíîå

ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â çàâèñèìîñòè îò ðàí-

ãîâ ìàòðèö Λp èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

R
(0)
Λ R

(1)
Λ R

(2)
Λ Èíâàðèàíòíàÿ ñèñòåìà

3 4 4 I12,(0) = F
(

I1,(0)
)

, I22,(0) = G
(

I1,(0)
)

2 4 4 I12,(0) = F
(

I0,(0)
)

, I22,(0) = G
(

I0,(0)
)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ â çàâèñèìîñòè îò òèïà íàñëåäîâàíèÿ è ðàíãîâ ìàò-

ðèö ∆
(2)
r0,(0)

, Λ
(2)
4,(0) è M (2)

ñèñòåìà (1.6) èìååò îäíî èç ñëåäóþùèõ èíâàðèàíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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1. Íàñëåäîâàíèå ïîëíîå, ðàíãè ìàòðèö ∆
(2)
4,(0), Λ

(2)
4,(0) ðàâíû R

(2)
∆ = 4, R

(2)
Λ = 4, RM,2 = R

(2)
∆ +

+R
(2)
Λ . Òîãäà ñóùåñòâóåò N − R

(2)
∆ = 3 �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

èíâàðèàíòà è èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä











F0

(

I, I12 , I
2
2

)

+ εF1

(

I(0), I
1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

G0

(

I, I12 , I
2
2

)

+ εG1

(

I(0), I
1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

ãäå Ii2 = Ii2,(0) + εIi2,(1), i = 1, 2, � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà,

I = I(0) + εI(1) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè R
(0)
Λ = 3, èëè

àëãåáðàè÷åñêèé èíâàðèàíò, åñëè ðàíã ìàòðèöû R
(0)
Λ = 2.

2. Íàñëåäîâàíèå ÷àñòè÷íîå, R
(2)
∆ = 3, R

(2)
Λ = 4, RM,2 = R

(2)
∆ + R

(2)
Λ . Òîãäà ñóùåñòâóåò

N −R
(2)
∆ = 4 �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà è èíâàðèàíò-

íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä











F0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εF1

(

I1(0), I
2
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

G0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εG1

(

I1(0), I
2
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

ãäå Ii2 = Ii2,(0) + εIi2,(1), i = 1, 2, � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, I1 =

= I1(0) + εI1(1) è I2(0) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà è àëãåáðàè÷åñêèé

èíâàðèàíò ñîîòâåòñòâåííî, åñëè R
(0)
Λ = 3, è â îáðàòíîì ïîðÿäêå, åñëè R

(0)
Λ = 2.

3. Íàñëåäîâàíèå ÷àñòè÷íîå, R
(2)
∆ = 2, R

(2)
Λ = 4, RM,2 = R

(2)
∆ + R

(2)
Λ . Òîãäà ñóùåñòâóåò

N −R
(2)
∆ = 5 �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è èíâàðè-

àíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä











F0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εF1

(

I1(0), I
2
(0), I

3
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

G0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εG1

(

I1(0), I
2
(0), I

3
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

ãäå Ii2 = Ii2,(0) + εIi2,(1), i = 1, 2, � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, I1 =

= I1(0) + εI1(1) è I2(0) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà è àëãåáðàè÷åñêèé

èíâàðèàíò ñîîòâåòñòâåííî, åñëè R
(0)
Λ = 3, è â îáðàòíîì ïîðÿäêå, åñëè R

(0)
Λ = 2, I4 = εI4(0) �

àëãåáðàè÷åñêèé èíâàðèàíò.

4. Íàñëåäîâàíèå ÷àñòè÷íîå, R
(2)
∆ = 1, R

(2)
Λ = 4, RM,2 = R

(2)
∆ + R

(2)
Λ . Òîãäà ñóùåñòâóåò

N −R
(2)
∆ = 6 �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è èíâàðè-

àíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âèä











F0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εF1

(

I1(0), I
2
(0), I

3
(0), I

4
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

G0

(

I1, I12 , I
2
2

)

+ εG1

(

I1(0), I
2
(0), I

3
(0), I

4
(0), I

1
2,(0), I

2
2,(0)

)

≈ 0,

ãäå Ii2 = Ii2,(0) + εIi2,(1), i = 1, 2, � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, I1 =

= I1(0) + εI1(1) è I2(0) � äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà è àëãåáðàè÷åñêèé

èíâàðèàíò ñîîòâåòñòâåííî, åñëè R
(0)
Λ = 3, è â îáðàòíîì ïîðÿäêå, åñëè R

(0)
Λ = 2, I3(0) è I4(0) �

àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêîãî äðóãîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (1.6) íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-

ñìàòðèâàÿ ñèñòåìó (1.4) êàê àëãåáðàè÷åñêóþ, ìîæíî ðàçðåøèòü åå îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå















I12 ≈ F(0)

(

I1
)

+ εF(1)

(

I1(0), . . . , I
5−R

(2)
∆

(0)

)

,

I22 ≈ G(0)

(

I1
)

+ εG(1)

(

I1(0), . . . , I
5−R

(2)
∆

(0)

)

,

ãäå Im � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ, m = 1, . . . , 5−R
(2)
∆ , à R

(2)
∆ , â çà-

âèñèìîñòè îò íàñëåäîâàíèÿ, ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4.

Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå, ïåðåïèøåì (1.4) â âèäå

Ijp = Fj,(0)(I
1) + εFj,(1)(I

1
(0), I

2
(0), . . . , I

N−R
(p)
∆ −n

(0) ), j = 1, . . . , n, (1.7)

ãäå Im � äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ, m = 1, . . . , N − R
(p)
∆ − n, R

(p)
∆ ,

â çàâèñèìîñòè îò íàñëåäîâàíèÿ, ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî r.

� 2. Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïåðàòîðîì èíâàðèàíòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ (ÎÈÄ) ãðóïïû ïðå-

îáðàçîâàíèé Gr íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð λ(t, x, y, . . .)Dt, ðåçóëüòà-

òîì äåéñòâèÿ êîòîðîãî íà äè��åðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûé

èíâàðèàíò áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òîé æå ãðóïïû. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ÎÈÄ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð,

êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ èí�èíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè äîïóñêàåìîé ãðóïïû, òî åñòü

[X̂(p)
α , λDt] = 0, α = 1, . . . , r,

à ðåøåíèÿ ñèñòåìû âèäà

X̂(p)
α (λ)− λDt(ξα) = 0

íà �óíêöèþ λ äàþò íàáîð �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ÎÈÄ äàííîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïîñòðîèì äëÿ ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè îïåðàòîð, ñâÿçûâàþùèé åå èíâàðèàíòû. Òîãäà,

ïî àíàëîãèè ñ íåâîçìóùåííûì ñëó÷àåì, ÎÈÄ ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

îïåðàòîð λDt òàêîé, ÷òî

X̂(p)
α (λDt (Ip)) ≈ 0.

Âèä �óíêöèè λ áóäåì îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ïðèáëèæåííîãî êîììóòèðîâàíèÿ

[X̂(p)
α , λDt] ≈ 0. (2.1)

Ïóñòü �óíêöèÿ λ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé λ0 + ελ1. Îïðåäåëèì âèä �óíêöèé λ0 è λ1.

Óñëîâèå (2.1) ïåðåïèøåì â âèäå

[X̂
(p)
α,(0) + εX̂

(p)
α,(1), (λ0 + ελ1)Dt] = [X̂

(p)
α,(0), λ0] + ε

(

[X̂
(p)
α,(0), λ1Dt] + [X̂

(p)
α,(1), λ0Dt]

)

+ o(ε).

�àñêëàäûâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì

[X̂
(p)
α,(0), λ0] = 0, [X̂

(p)
α1,(0)

, λ1Dt] + [X̂
(p)
α1,(1)

, λ0Dt] ≈ 0.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà êîììóòàòîðîâ äàåò ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

íà λ0:

X̂
(p)
α,(0) (λ0)− λ0Dt

(

ξα,(0)
)

= 0, α = 1, . . . , r, (2.2)



150 À.À. �àéíåòäèíîâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

à âòîðàÿ ñèñòåìà êîììóòàòîðîâ � ñèñòåìó íà λ0 è λ1:

X̂
(p)
α1,(0)

(λ1) + X̂
(p)
α1,(1)

(λ0)− λ0Dt

(

ξα1,(1)

)

− λ1Dt

(

ξα1,(0)

)

≈ 0, α1 = 1, . . . , r0. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) äàíî â [2℄. Ñèñòåìà (2.3) äîëæíà áûòü

ïîëíà è ñîâìåñòíà íà ðåøåíèÿõ (2.2). Èññëåäîâàíèå ïîëíîòû è ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñèñòåìû (2.3)

àíàëîãè÷íî èññëåäîâàíèþ ïîëíîòû è ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû Ω1.

Ïðèìåíåíèå òàêîãî ÎÈÄ ê äè��åðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòàì ìëàäøèõ ïîðÿäêîâ Iq, ãäå

q = 1, . . . , (N −R
(p)
∆ − n− 1), íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1.7) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ











λDt(Iq1)|(1.7) ≈ H0(Iq1) + εH1(Iq1,(0), . . . , Iq
N−R

(p)
∆

−n−1
,(0)),

λDt(Iqk)|(1.7) ≈ εHk(Iq1,(0), . . . , Iq
N−R

(p)
∆

−n−1
,(0)), k = 2, . . . , N −R

(p)
∆ − n− 1.

ñ íåêîòîðûìè �óíêöèÿìè Hν . �àñùåïëÿÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó























λ0Dt(Iq1,(0)) = H0(Iq1,(0)),

λ0Dt(Iq1,(1)) + λ1Dt(Iq1,(0)) ≈ H1(Iq1,(0), . . . , Iq
N−R

(p)
∆

−n−1
,(0)),

λ0Dt(Iqk,(0)) = Hk(Iq1,(0), . . . , Iq
N−R

(p)
∆

−n−1
,(0)), k = 2, . . . , N −R

(p)
∆ − n− 1.

(2.4)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ĥ0(Iq1,(0))dIq1,(0) =
dt

λ0
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èíòåãðèðóåìà, åñëè λ0 = (Dt(Φ0))
−1 , ñ íåêîòîðîé äè��å-

ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé Φ0. Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.4) â îñòàëüíûå è ó÷èòû-

âàÿ ïðåäñòàâëåíèå λ0, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.4)

�óíêöèÿ λ1 äîëæíà èìåòü âèä Dt(Φ1) (Dt(Φ0))
−1 , ãäå Φ1 òàêæå äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

Íàéäåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÎÈÄ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ �óíêöèåé λ âèäà

(Dt(Φ0 + εΦ1))
−1 .

Óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ ÎÈÄ ñ îïåðàòîðàìè ãðóïïû äàåò ñèñòåìó











Dt

(

X̂
(p)
α,(0)(Φ0)

)

= 0,

Dt

(

X̂
(p)
α1,(0)

(Φ1) + X̂
(p)
α1,(1)

(Φ0)
)

≈ 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñî-

ñòîÿùóþ èç äâóõ ïîäñèñòåì:

Π0 : X̂
(p−1)
α,(0) (Φ0) = Cα,(0),

Π1 : X̂
(p−1)
α1,(0)

(Φ1) + X̂
(p−1)
α1,(1)

(Φ0) ≈ Cα1,(1),

(2.5)

ãäå Cα,(0) è Cα1,(1) � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, åñëè ïîäñèñòå-

ìà Π0 ïîëíà è ñîâìåñòíà, à ïîäñèñòåìà Π1 ïîëíà è ñîâìåñòíà íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû Π0.

Ñîãëàñíî [21℄ ïîëíîòà ïîäñèñòåìû Π0 ñèñòåìû (2.5) ýêâèâàëåíòíà çàìêíóòîñòè ñèñòåìû

îïåðàòîðîâ

Yα = X̂
(p−1)
α,(0) +

∂

∂Φ0
.
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Â ðàáîòå [11℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäîâàíèå çàìêíóòîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ ñâîäèòñÿ ê èññëå-

äîâàíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

r
∑

σ=1

cσπρCσ,(0) = 0, π, ρ = 1, . . . , r,

ãäå cσπρ � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû òî÷íîé àëãåáðû, ïîðîæäàåìîé îïåðàòîðàìè Xα,(0).

Ñîâìåñòíîñòü ïîäñèñòåìû Π0 ñèñòåìû (2.5) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû Λ
(p−1)
r,(0) ìàê-

ñèìàëåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñèñòåìà Π0 âñåãäà ñîâìåñòíà (ñì. [11℄). Ïîëíîòà è ñîâìåñòíîñòü

ïîäñèñòåìû Π1 èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî èññëåäîâàíèþ ïîëíîòû è ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû Ω1.

Åñëè Cα,(0) = 0, α = 1, . . . , r, è Cα1,(1) = 0, α1 = 1, . . . , r0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî Φ = Φ0 + εΦ1 �

èíâàðèàíò ðàññìàòðèâàåìîé ïðèáëèæåííîé àëãåáðû Ëè, è óðàâíåíèÿ (2.4) ïðåâðàùàþòñÿ

â òîæäåñòâî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (òî åñòü åñëè ñðåäè Cα,(0), Cα1,(1) åñòü õîòÿ áû îäíà íåíóëå-

âàÿ ïîñòîÿííàÿ) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.4), ïîäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà â ñèñòåìó (1.7)

è èñêëþ÷åíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî

èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ âèäà

(

Cρ,(0) + εCρ,(1)

)

X̂(p−1)
π −

(

Cπ,(0) + εCπ,(1)

)

X̂(p−1)
ρ . (2.6)

Äåéñòâèòåëüíî,

(

(

Cρ,(0) + εCρ,(1)

)

X̂(p−1)
π −

(

Cπ,(0) + εCπ,(1)

)

X̂(p−1)
ρ

)

(Φ0 + εΦ1) =

=
(

Cρ,(0) + εCρ,(1)

) (

Cπ,(0) + εCπ,(1)

)

−
(

Cπ,(0) + εCπ,(1)

) (

Cρ,(0) + εCρ,(1)

)

= 0.

Ïóñòü Cρ,(0) 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Φ0 áóäåò èíâàðèàíòîì òî÷íîé àëãåáðû Lr.

Äàëåå îáîçíà÷èì

(

Cρ,(0) + εCρ,(1)

)

= Cρ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (2.6) ìîæíî âûäåëèòü r − 1 ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé, êîòîðûå îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü C1 6= 0. Òîãäà ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

Xπ−1 = CπX̂
(p−1)
1 − C1X̂

(p−1)
π , π = 2, . . . , r.

Ýòè îïåðàòîðû ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òàê êàê îïåðàòîðû X1, . . . ,Xr

îáðàçóþò áàçèñ àëãåáðû Lr.

Ëþáàÿ äðóãàÿ êîìáèíàöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç âûáðàííûå:

CνX̂
(p−1)
µ − CµX̂

(p−1)
ν = CνX̂

(p−1)
µ − CµX̂

(p−1)
ν ±

CµCν

C1
X̂

(p−1)
1 =

Cµ

C1
Xν−1 −

Cν

C1
Xµ−1.

Ìíîæåñòâî

{

Xπ

}

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ îáðàçóåò ïðèáëèæåííóþ àëãåá-

ðó Ëè:

[Xµ−1, Xν−1] = [CµX̂
(p−1)
1 − C1X̂

(p−1)
µ , CνX̂

(p−1)
1 − C1X̂

(p−1)
ν ] =

= CµCν [X̂
(p−1)
1 , X̂

(p−1)
1 ]−C1Cµ[X̂

(p−1)
1 , X̂

(p−1)
ν ] + C1Cν [X̂

(p−1)
1 , X̂

(p−1)
µ ] + C2

1 [X̂
(p−1)
µ , X̂

(p−1)
ν ] ≈

≈
∑r

σ=1

(

C1Cνc
σ
1ν − C1Cµc

σ
1µ + C2

1c
σ
µν

)

X̂
(p−1)
σ =

= C1

(

Cνc
1
1ν − Cµc

1
1µ + C1c

1
νµ

)

X̂
(p−1)
1 + C1

∑r
σ=2

(

Cνc
σ
1ν −Cµc

σ
1µ +C1c

σ
µν

) CσX̂
(p−1)
1 −Xσ−1

C1
=

=
∑r

σ=1

(

Cνc
σ
1ν − Cµc

σ
1µ + C1c

σ
µν

)

CσX̂
(p−1)
1 −

∑r
σ=2

(

Cνc
σ
1ν − Cµc

σ
1µ + C1c

σ
µν

)

Xσ−1 =

= −
∑r

σ=2

(

Cνc
σ
1ν − Cµc

σ
1µ + C1c

σ
µν

)

Xσ−1.
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû Xπ îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè. �

Ñîîòíîøåíèå âèäà S(Φ, I, C) = 0, ïîëó÷èâøååñÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (2.4), äî-

áàâëÿåòñÿ ê ñèñòåìå (1.7). Ïîñëå óäàëåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé ê ïîëó÷èâøåéñÿ ñè-

ñòåìå ñ r − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïðèáëèæåííûìè ñèììåòðèÿìè òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü

îïèñàííóþ ïðîöåäóðó.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëîæèòü Cα1,(1) ≡ 0, α1 = 1, . . . , r0.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñèñòåì ÎÄÓ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, äîïóñêà-

þùèõ ïðèáëèæåííûå àëãåáðû Ëè, ñëåäóþùèé:

1) íàéòè èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû;

2) ïîñòðîèòü ÎÈÄ ñïåöèàëüíîãî âèäà;

3) â ñëó÷àå óñïåøíîãî ïîñòðîåíèÿ � ïîäåéñòâîâàòü ïîëó÷åííûì ÎÈÄ íà èíâàðèàíòû ìëàä-

øèõ ïîðÿäêîâ, ïîëó÷èòü ñèñòåìó (2.4);

4) ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (2.4);

5) äîáàâèòü ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ê èñõîäíîé ñèñòåìå;

6) óäàëèòü äè��åðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ è ïîëó÷èòü ñèñòåìó ìåíüøåãî ïîðÿäêà.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå åñëè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ìåíüøåãî ïîðÿäêà íå íàñëåäóåò íèêàêîé

òî÷íîé àëãåáðû, òî åñòü äîïóñêàåò òîëüêî îïåðàòîðû âèäà Xα1 = εXα1,(0), α1 = 1, . . . , r0, òî
ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê ñèñòåìå ïðè ε = 0.

� 3. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî àëãîðèòìà ê èíòåãðèðîâàíèþ ÎÄÓ âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì è ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåì äâóõ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì

ïàðàìåòðîì.

Âåçäå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÎÈÄ λDt èùåì â âèäå (Dt(Φ))
−1Dt, Φ = Φ0 + εΦ1.

Èíòåãðèðîâàíèå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-

êà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Ïðèìåð 1. Ïðèáëèæåííûå îïåðàòîðû

X1 =
∂

∂t
+ εx

∂

∂x
, X2 = εx

∂

∂t
+

∂

∂x

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè ([X1, X2] ≈ −εX2). Óðàâíåíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëü-
íî ýòîé àëãåáðû, èìååò âèä

ẍ = f0(ẋ) + ε
(

f1(ẋ)− f0(ẋ)(2xẋ − t) + f ′

0(ẋ)ẋ(xẋ− t)
)

.

Àëãåáðà èìååò ñëåäóþùèå äè��åðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû:

I1 = ẋ+ εẋ(xẋ− t), I2 = ẍ+ εẍ(2xẋ− t).

Óðàâíåíèå â èíâàðèàíòàõ çàïèøåòñÿ êàê

I2 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0)).
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Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü, íàïðèìåð,

Φ = t− ε
x2

2
, λDt = (1 + εxẋ)Dt.

Ïðèìåíÿÿ ÎÈÄ ê I1, ïîëó÷èì

(1 + εxẋ)Dt(I1) = (1 + εxẋ)Dt (ẋ+ εẋ(xẋ− t)) = I2 + ε (I1)
3 − εI1 + o(ε) ≈

≈ F0(I1) + ε
(

F1(I1,(0)) +
(

I1,(0)
)3

− I1,(0)

)

.

�àñùåïëÿÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó







Dt

(

I1,(0)
)

= Dt (Φ0)F0(I1,(0)),

Dt

(

I1,(1)
)

≈ Dt (Φ1)F0(I1,(0)) +Dt (Φ0)
(

I1,(1)F
′

0(I1,(0)) + F1(I1,(0)) +
(

I1,(0)
)3

− I1,(0)

)

.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâåëîñü ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

I1 ≈ H0 (Φ0) + ε (Φ1H1 (Φ0) +H2 (Φ0)).

Ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííî äîïóñêàåò îïåðàòîð X2 = εx
∂

∂t
+

∂

∂x
è èíòåãðèðóåìî.

Ïðèìåð 2. Îïåðàòîðû

X1 = ε
∂

∂x
, X2 = (t+ εt2)

∂

∂t
+ (x+ εtx)

∂

∂x

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó ([X1, X2] ≈ X1). Óðàâíåíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýòîé
àëãåáðû, èìååò âèä

ẍ =
1

t
f0(ẋ) + ε

(

1

t
f1(ẋ,

x

t
)− 2f0(ẋ) +

tẋ− x

t
f ′

0(ẋ)

)

.

Äè��åðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ

I1 = ẋ+ ε(tẋ− x), I2 = tẍ+ 2εt2ẍ, I0 = ε
x

t
.

Òîãäà óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

I2 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0), I0,(0)).

Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü, íàïðèìåð,

Φ = ln t− εt, λDt = (t+ εt2)Dt.

Ïðèìåíÿÿ ÎÈÄ ê I1 è I0, ïîëó÷èì

(t+ εt2)Dt(I1) = (t+ εt2)Dt(ẋ+ ε(tẋ− x)) = I2 + o(ε) ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0)),

(t+ εt2)Dt(I0) = (t+ εt2)Dt

(

ε
x

t

)

= I0 + εI1 + o(ε).

�àñùåïëÿÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó























Dt

(

I1,(0)
)

= Dt (Φ0)F0(I1,(0)),

Dt

(

I1,(1)
)

≈ Dt (Φ1)F0(I1,(0)) +Dt (Φ0)
(

I1,(1)F
′

0(I1,(0)) + F1(I1,(0))
)

,

Dt

(

I0,(0)
)

= Dt (Φ0)
I1,(0)

I0,(0)
.
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâåëîñü ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

I1 ≈ H0 (Φ0) + ε (Φ1H1 (Φ0) +H2 (Φ0)).

Ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííî äîïóñêàåò îïåðàòîð X1 = ε
∂

∂x
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà âîçìîæíî òîëüêî â ¾òî÷íîì¿ ñìûñëå.

À èìåííî, äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïîñòðîèòü ÎÈÄ λ0Dt, ãäå λ0 =
(

Dt

(

Φ2
0

))

−1
. Âûáåðåì

Φ2
0 = x, òîãäà ÎÈÄ èìååò âèä

1
ẋ
Dt. Èíâàðèàíòàìè îïåðàòîðà X1 ÿâëÿþòñÿ t è ẋ. Ïðèìåíÿÿ

ïîëó÷åííûé ÎÈÄ ê èíâàðèàíòó t, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

dt

Ĥ(t)
= ẋdt,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå ïîëó÷èì íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Îïåðàòîðû

X1 = εt
∂

∂t
, X2 = (t+ εtx)

∂

∂x

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó ([X1, X2] ≈ εX2). Óðàâíåíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî

ýòîé àëãåáðû, èìååò âèä

ẍ =
1

t2
f0(tẋ− x) + ε

(

x

t2
f0(tẋ− x) +

(

x2

2t2
−

xẋ

t

)

f ′

0(tẋ− x) +
1

t2
f1(t, tẋ− x) +

2tẋ− x2

t2

)

.

Äè��åðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ

I1 = tẋ− x+ ε

(

x2

2
− txẋ

)

, I2 = t2ẍ+ ε
(

x2 − 2txẋ− t2xẍ
)

, I0 = εt.

Òîãäà óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùåå èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

I2 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0), I0,(0)).

Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü, íàïðèìåð,

Φ = ln t, òîãäà λDt = tDt. Ïðèìåíÿÿ ÎÈÄ ê I1 è I0, ïîëó÷èì

tDt(I1) = tDt(tẋ− x+ ε

(

x2

2
− txẋ

)

) = I2 − εI21 + o(ε) ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0))− ε(I1,(0))
2,

tDt(I0) = tDt (εt) = I0.

�àñùåïëÿÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó











Dt

(

I1,(0)
)

= Dt (Φ0)F0(I1,(0)),

Dt

(

I1,(1)
)

≈ Dt (Φ0)
(

I1,(1)F
′

0(I1,(0)) + F1(I1,(0))− I21,(0)

)

,

Dt

(

I0,(0)
)

= Dt (Φ0)
(

I0,(0)
)

.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâåëîñü ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

I1 ≈ H0 (Φ0) + ε (Φ1H1 (Φ0) +H2 (Φ0)).

Ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííî äîïóñêàåò îïåðàòîð X2 = (t+εtx)
∂

∂x
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü

ïðîèíòåãðèðîâàíî.
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Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Ïðèìåð 4. Îïåðàòîðû

X1 = (1 + εt)
∂

∂t
, X2 = (1 + εx)

∂

∂x
, X3 = (1 + εt)

∂

∂y
, X4 = (t+ εt2)

∂

∂t
+ (y + εty)

∂

∂y

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = εX3, [X1, X4] = X1 + εX4,

[X2, X3] = 0, [X2, X4] = 0, [X3, X4] = X3.

Äëÿ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (1.6) â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ èíâàðèàíòû

I1 = ẏ + ε(tẏ − y), I12 =
ẍ

ẋ2
(1 + ε(xẍ+ 2ẋ)), I22 =

ÿ + εÿ(t+ x)

ẋ
.

Òîãäà â èíâàðèàíòàõ ñèñòåìà (1.6) áóäåò èìåòü âèä

{

I12 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0)),

I22 ≈ G0(I1) + εG1(I1,(0)).

Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü,

íàïðèìåð, Φ0 = x, Φ1 = −
x2

2
. Òîãäà ÎÈÄ èìååò âèä

1 + εx

ẋ
Dt.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ÎÈÄ ê èíâàðèàíòó ìëàäøåãî ïîðÿäêà I1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ âèäà (2.4),

à èìåííî:











1

ẋ
Dt(ẏ) = G0(ẏ),

1

ẋ
Dt(tẏ − y) +

x

ẋ
Dt(ẏ) ≈ (tẏ − y)G′

0(ẏ) +G1(ẏ),

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ñèñòåìû äàåò ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû, äîáàâèâ êîòîðûé ê ñàìîé ñèñòåìå

è èçáàâèâøèñü îò äè��åðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó:

{

I1 ≈ H1(Φ0) + ε(Φ1H2(Φ0) +H3(Φ0)),

I12 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0)).

êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ o(ε) äîïóñêàåò îïåðàòîðû X1, X3 è X4.

Ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü åùå òðè ðàçà.

Ïðèìåð 5. Îïåðàòîðû

X1 = (1 + εt)
∂

∂t
, X2 = εx

∂

∂x
, X3 = (1 + εt)

∂

∂y
, X4 = (t+ εt2)

∂

∂t
+ (y + εty)

∂

∂y

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = εX3, [X1, X4] = X1 + εX4,

[X2, X3] = 0, [X2, X4] = 0, [X3, X4] = X3.
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Äëÿ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (1.6) â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ èíâàðèàíòû

I1 = ẏ + ε(tẏ − y), I12 =
xẍ

ẋ2
(1 + 2εẋ), I22 =

xÿ + εtxÿ

ẋ
, I0 = εx.

Òîãäà â èíâàðèàíòàõ ñèñòåìà (1.6) áóäåò èìåòü âèä

{

I12 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0), I0,(0)),

I22 ≈ G0(I1) + εG1(I1,(0), I0,(0)).

Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü,

íàïðèìåð, Φ0 = lnx, Φ1 = 0. Òîãäà ÎÈÄ èìååò âèä

x

ẋ
Dt.

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ÎÈÄ ê èíâàðèàíòàì I1 è I0 è ðàñùåïëÿÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

âèäà (2.4), à èìåííî:



























x

ẋ
Dt(ẏ) = G0(ẏ),

x

ẋ
Dt(tẏ − y) ≈ (tẏ − y)G′

0(ẏ) +G1(ẏ),

x

ẋ
Dt(εx) = εx.

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîé ñèñòåìû äàåò ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû, äîáàâèâ êîòîðûé ê ñàìîé ñèñòåìå

è èçáàâèâøèñü îò äè��åðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó

{

I1 ≈ H1(Φ0) + ε(Φ1H2(Φ0) +H3(Φ0)),

I12 ≈ F0(I1) + εF1(I1,(0), I0,(0)),

êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ o(ε) äîïóñêàåò îïåðàòîðû X1, X3 è X4.

Ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü åùå òðè ðàçà.

Ïðèìåð 6. Îïåðàòîðû

X1 = εt
∂

∂t
, X2 = (1 + εx)

∂

∂x
, X3 = (1 + εt)

∂

∂y
, X4 = (t+ εt2)

∂

∂t
+ (y + εty)

∂

∂y

îáðàçóþò ïðèáëèæåííóþ àëãåáðó Ëè:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] ≈ 0, [X1, X4] ≈ 0,

[X2, X3] = 0, [X2, X4] = 0, [X3, X4] = X3.

Äëÿ èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû (1.6) â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ èíâàðèàíòû

I11 = tẋ+ εtẋ(t− 1), I21 = εẏ, I12 = t2ẍ+ ε(2t3ẍ− t2xẍ+ 2t2ẋ), I22 =
tÿ

ẏ
+ ε

t2ẏÿ + tyÿ

ẏ2
.

Òîãäà â èíâàðèàíòàõ ñèñòåìà (1.6) áóäåò èìåòü âèä

{

I12 ≈ F0(I
1
1 ) + εF1(I

1
1,(0), I

2
1,(0)),

I22 ≈ G0(I
1
1 ) + εG1(I

1
1,(0), I

2
1,(0)).

Ôóíêöèÿ Φ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÈÄ íàõîäèòñÿ êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (2.5). Ïóñòü,

íàïðèìåð, Φ0 = ln t, Φ1 = −t. Òîãäà ÎÈÄ èìååò âèä

(t+ εt2)Dt.
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Ïðèìåíåíèå ýòîãî ÎÈÄ ê èíâàðèàíòàì ïåðâîãî ïîðÿäêà I1 ïîçâîëèò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ







(t+ εt2)Dt(I
1
1 ) = F0(I

1
1 ) + εF1(I

1
1,(0), I

2
1,(0)) + I11 − ε

(

I11
)2
,

(t+ εt2)Dt(I
2
1 ) ≈ I21

(

G0(I
1
1 ) + εG1(I

1
1,(0), I

2
1,(0))

)

.

�àñùåïëÿÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε, ïîëó÷èì ñèñòåìó











tDt(tẋ) = F0(tẋ) + tẋ,

tDt(t
2ẋ− txẋ) + t2Dt(tẋ) ≈ (t2ẋ− txẋ)F ′

0(tẋ) + F1(tẋ, ẏ) + t2ẋ− txẋ+ (tẋ)2,

tDt(ẏ) = ẏG0(tẋ).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòó ñèñòåìó, äîáàâèâ ðåçóëüòàò ê èñõîäíîé ñèñòåìå è èçáàâèâøèñü îò äè�-

�åðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó:















I11 ≈ H1(Φ0) + ε(Φ1H2(Φ0) +H3(Φ0)),

I21 ≈ εH4(Φ0),

I22 ≈ G0(I
1
1 ) + εG1(I

1
1,(0), I

2
1,(0)),

êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ o(ε) äîïóñêàåò îïåðàòîðû X2, X3 è X4.

Ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü åùå òðè ðàçà.
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