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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ìàéîðàíîâñêèå ëîêàëèçîâàííûå ñî-

ñòîÿíèÿ (ÌËÑ) è ñîïóòñòâóþùèå èõ âîçíèêíîâåíèþ ÿâëåíèÿ, òàêèå êàê èçìåíåíèå êîíäàêòàíñà, ÷òî

îáóñëîâëåíî âåñüìà âåðîÿòíûì ïðèìåíåíèåì ÌËÑ â êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Íåñìîòðÿ íà àêòóàëü-

íîñòü, ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ è ðàññåÿíèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî

îïåðàòîðà Áîãîëþáîâà�äå Æåíà H, îáû÷íî èñïîëüçóåìîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÌËÑ, ïî÷òè íå ïðîâî-

äèëîñü; ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêè è �èçè÷åñêè èíòåðåñíûå

ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî èçó÷åí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ÌËÑ (ò. å. ñóùåñòâîâàíèÿ

íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ) äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Áîãîëþáîâà�äå Æåíà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé îäíî-

ìåðíîé p-âîëíîâîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ñòðóêòóðû ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà; ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ÌËÑ. Òàêæå èçó÷åíà çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Áîãîëþáîâà�äåÆåíà ñ ïîòåíöèàëîì. Ïðè

ðåøåíèè äàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà H, êîòîðàÿ òàêæå íàéäåíà â ñòàòüå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíèàí Áîãîëþáîâà�äå Æåíà, �óíêöèÿ �ðèíà, ñïåêòð, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,

çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ, ìàéîðàíîâñêèå ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ.

DOI: 10.20537/vm180208

Â ïîñëåäíèå ïîëòîðà äåñÿòèëåòèÿ â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âåñüìà àêòóàëüíû èññëåäî-

âàíèÿ ìàéîðàíîâñêèõ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé (ÌËÑ, ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [1�3℄). ÌËÑ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàçè÷àñòèöû (âîçáóæäåíèÿ âèäà ¾÷àñòèöà ïëþñ äûðêà¿) ñ íóëåâîé ýíåð-

ãèåé â ñòðóêòóðàõ ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì ïîðÿäêîì. ÌËÑ ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè àíòè÷àñòèöàìè,

÷òî äåëàåò èõ óñòîé÷èâûìè ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì, è, êðîìå òîãî, ïîä÷èíÿþòñÿ íåàáåëåâîé

êâàíòîâîé ñòàòèñòèêå; ïðè èõ ïåðåìåùåíèÿõ âîçíèêàåò ìíîæåñòâî íîâûõ ñîñòîÿíèé, ÷òî ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî â êâàíòîâûõ êîìïüþòåðàõ [2�4℄. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðåòè÷åñêè

ñóùåñòâîâàíèå ÌËÑ äîêàçàíî íåîäíîêðàòíî (ñì., íàïðèìåð, [5�8℄), ýêñïåðèìåíòàëüíîãî äîêà-

çàòåëüñòâà äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíî [1, 3℄. Êðîìå òîãî, ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ

ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ è ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Áîãîëþáîâà�äå Æåíà â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ

ïî÷òè íå ïðîâîäèëîñü (îò÷àñòè çà èñêëþ÷åíèåì ñòàòüè [5℄), â òî âðåìÿ êàê ïðåäëîæåííûå â ðà-

áîòå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü �èçè÷åñêè è ìàòåìàòè÷åñêè èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè

èññëåäîâàíèè ÌËÑ èñïîëüçóåòñÿ îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí (îïåðàòîð ýíåðãèè) Áîãîëþáî-

âà�äå Æåíà. ÌËÑ îïèñûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà, îòâå÷àþ-

ùèìè íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (íóëåâîé ýíåðãèè). Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò âåðî-

ÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû (ýëåêòðîíà) ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (äàííàÿ âåðîÿòíîñòü

ïðîïîðöèîíàëüíà ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìîìó êîíäàêòàíñó), çàâèñÿùàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò

ñóùåñòâîâàíèÿ ÌËÑ. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü

ýêñïåðèìåíòàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó ïðèñóòñòâèÿ ÌËÑ.

� 1. Ñïåêòð è �óíêöèÿ �ðèíà

�àññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí äëÿ p-âîëíîâîé ñâåðõïðîâîäÿùåé íàíîïðîâîëîêè (¾íåïðåðûâ-

íûé¿ àíàëîã ãàìèëüòîíèàíà Êèòàåâà [1, 2, 6℄) âèäà

H =

(
−∂2x − µ −i∆(−i∂x)
i∆(−i∂x) ∂2x + µ

)

(ïîëàãàåì ~/2m2 = 1, ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû). Çäåñü µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ∆ 6= 0 �

âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñïàðèâàíèÿ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ H ñîñòîèò èç

http://dx.doi.org/10.20537/vm180208
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(äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ) �óíêöèé ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x)), ãäå ψ1(x) îïèñûâàåò ýëåêòðîí, à ψ2(x) �
äûðêó.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(Fψ)(p) = ψ̂(p) =
1√
2π

∫

R

e−ipxψ(x) dx;

çäåñü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(R). Òîãäà îïåðàòîð Ĥ = FHF−1
óíèòàðíî ýêâèâàëåí-

òåí H, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ĥ − E =

(
p2 − µ− E −i∆p

i∆p −p2 + µ− E

)
, (1)

ãäå E � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð (ýíåðãèÿ). Âûïèøåì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (1):

d = −
(
(p2 − µ)2 − E2

)
−∆2p2 =

= −
(
p4 − 2(µ −∆2/2)p2 + µ2 − E2

)
=

= −
(
(p2 − µ+∆2/2)2 + µ∆2 −∆4/4 −E2

)
. (2)

Ñïåêòð îïåðàòîðà H ñîñòîèò èç çíà÷åíèé E, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêîå p, ÷òî
d = 0 èëè, ñîãëàñíî (2), áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E2 = (p2 − µ+∆2/2)2 + µ∆2 −∆4/4. (3)

Åñëè µ−∆2/2 > 0, òî p2 − µ+∆2/2 îáðàùàåòñÿ â íóëü, è E2
èçìåíÿåòñÿ îò

µ∆2 −∆4/4 = ∆2(µ −∆2/4) > 0

äî ∞, òàê ÷òî ñïåêòð ðàâåí îáúåäèíåíèþ ïðîìåæóòêîâ

(−∞,−|∆|
√
µ−∆2/4

]
∪
[
|∆|
√
µ−∆2/4,∞);

ñóùåñòâóåò ùåëü â ñïåêòðå äëèíîé 2|∆|
√
µ−∆2/4 = |∆|

√
4µ −∆2. Eñëè µ − ∆2/2 < 0, òî

ïðàâàÿ ÷àñòü (3) èçìåíÿåòñÿ îò

(µ −∆2/2)2 + µ∆2 −∆4/4 = µ2

äî ∞, è ñïåêòð ðàâåí (−∞,−|µ|] ∪ [|µ|,∞); äëèíà ùåëè ðàâíà 2|µ|.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà H îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

((H −E)−1ϕ)1(x) = −a−∆2/2 + E

4iα+a

∫

R

eiα+|x−x′|ϕ1(x
′) dx′ −

− a+∆2/2− E

4iα−a

∫

R

eiα−|x−x′|ϕ1(x
′) dx′ +

+
∆

4a

∫

R

(
eiα+|x−x′| − eiα−|x−x′|

)
sgn(x− x′)ϕ2(x

′) dx′, (4)

((H − E)−1ϕ)2(x) =
a−∆2/2− E

4iα+a

∫

R

eiα+|x−x′|ϕ2(x
′) dx′ +

+
a+∆2/2 + E

4iα−a

∫

R

eiα−|x−x′|ϕ2(x
′) dx′ −

− ∆

4a

∫

R

(
eiα+|x−x′| − eiα−|x−x′|

)
sgn(x− x′)ϕ1(x

′) dx′. (5)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì âíà÷àëå (Ĥ −E)−1, ðåøàÿ óðàâíåíèå

(Ĥ −E)ψ̂ = ϕ̂ (6)

îòíîñèòåëüíî ψ̂. Èìååì

1

d
= − 1

(p2 − µ+∆2/2)2 − a2
=

= − 1

2a

(
1

p2 − µ+∆2/2− a
− 1

p2 − µ+∆2/2 + a

)
, (7)

ãäå a =
√
E2 +∆4/4− µ∆2.

Èç (1), (6), (7) è �îðìóë Êðàìåðà íàõîäèì

ψ̂1(p) =
(p2 − µ+ E)ϕ̂1 − ip∆ϕ̂2

2a(p2 − α2
+)

− (p2 − µ+ E)ϕ̂1 − ip∆ϕ̂2

2a(p2 − α2
−)

,

ãäå

α± =
√
µ± a−∆2/2.

Çàìåòèì, ÷òî

p2 − µ+ E

2a(p2 − α2
±)

=
1

2a
+

±a−∆2/2 + E

2a(p2 − α2
±)

,

òîãäà

ψ̂1(p) =
(a−∆2/2 + E)ϕ̂1 − ip∆ϕ̂2

2a(p2 − α2
+)

− (−a−∆2/2 + E)ϕ̂1 − ip∆ϕ̂2

2a(p2 − α2
−)

. (8)

Èìååì èçâåñòíîå ëåãêî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî

1√
2π

∫

R

eipxϕ̂(p) dp

p2 − α2
= − 1

2iα

∫

R

eiα|x−x′|ϕ(x′) dx′, (9)

îòêóäà

1√
2π

∫

R

peipxϕ̂(p) dp

p2 − α2
= − 1

2i

∫

R

eiα|x−x′|sgn(x− x′)ϕ(x′) dx′. (10)

Ïîëüçóÿñü (8)�(10), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (4). Àíàëîãè÷íî: èç

ψ̂2 =
1

d

(
(p2 − µ− E)ϕ̂2 − ip∆ϕ̂1

)

íàõîäèì ðàâåíñòâî (5). �

� 2. Ìàéîðàíîâñêèå ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ

�àññìîòðèì âîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí H + V, ãäå

V = V (x) = V0

(
1 0
0 −1

)
δ(x), (11)

ãäå δ(x) � δ-�óíêöèÿ Äèðàêà, V0 � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ ïîèñêà ÌËÑ ðåøèì óðàâíå-

íèå

ψ = −(H − E)−1V ψ (12)

ñ E = 0. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ãëàäêèå ÷åòíûå ïðè-

áëèæåíèÿ δn → δ, n→ ∞, òàêèå, ÷òî
∫

R

δn(x) dx = 1, n = 1, 2, . . . ,

ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè V (x) îòíîñèòåëüíî
íóëÿ.

Îáîçíà÷èì a′ = |∆|
√

∆2/4− µ, α′
± =

√
µ± a′ −∆2/2.
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Òåîðåìà 1. ×èñëî E = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà V0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

V0 = 4ia′
(
a′ −∆2/2

α′
+

+
a′ +∆2/2

α′
−

)−1

, (13)

ïðàâàÿ ÷àñòü (13) âåùåñòâåííà è α′
± = iτ±, ãäå τ± > 0. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî äâóìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ �óíêöèÿìè

ψj(x) =
V0
4a′

[
(a′ −∆2/2)Cj

iα′
+

· eiα′

+|x| +
(a′ +∆2/2)Cj

iα′
−

· eiα′

−
|x| +

+∆Cj′ ·
(
eiα

′

+|x| − eiα
′

−
|x|
)
sgn(x)

]
, j = 1, 2, (14)

ãäå C1, C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû; çäåñü è äàëåå j′ = j + (−1)j−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (12) äëÿ E = 0 ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 è (11) çàïèøåì â âèäå

ψj(x) =
(a′ −∆2/2)V0

4iα′
+a

′
· eiα′

+|x|ψj(0) +
(a′ +∆2/2)V0

4iα′
−a

′
· eiα′

−
|x|ψj(0) +

+
∆V0
4a′

·
(
eiα

′

+|x| − eiα
′

−
|x|
)
sgn(x)ψj′(0), j = 1, 2, (15)

ãäå ψj(0) =
1
2
(ψj(+0) + ψj(−0)). Óìíîæèì (15) íà δn(x), ïðîèíòåãðèðóåì è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó

ïðè n→ ∞; ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

ψj(0)

(
−1 +

(a′ −∆2/2)V0
4iα′

+a
′

+
(a′ +∆2/2)V0

4iα′
−a

′

)
= 0, j = 1, 2,

èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû. �

Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ èçâåñòíî ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé è íåòîïîëîãè÷åñêîé (òðèâèàëü-

íîé) �àç [1�3℄, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. Â ñëó-

÷àå ðàññìàòðèâàåìîãî ãàìèëüòîíèàíà H òîïîëîãè÷åñêàÿ (íåòîïîëîãè÷åñêàÿ) �àçà îïèñûâàåòñÿ

óñëîâèåì µ > 0 (ñîîòâåòñòâåííî µ < 0)(ñì. [2℄). Ïîä ÌËÑ â ñòàòüå áóäåì ïîíèìàòü ÷àñòèöû

ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, îïèñûâàåìûå òàêèìè ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè ψ = (ψ1, ψ2) îïåðàòîðà H,
÷òî

ψ∗
1 = ψ2, (16)

ãäå ∗ � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Âûïîëíåíèå (16) îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé àí-

òè÷àñòèöåé [1℄. Îáû÷íî ÌËÑ âîçíèêàþò íà ãðàíèöå ìåæäó òîïîëîãè÷åñêîé è íåòîïîëîãè÷åñêîé

�àçàìè, â ÷àñòíîñòè íà êîíöàõ ñâåðõïðîâîäÿùåé íàíîïðîâîëîêè [1,2℄, ïðè÷åì â òîïîëîãè÷åñêîé

�àçå ïðîâîäíèêà.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ ìàëî è |µ| ≪ ∆2/4. ×èñëî E = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ < 0 (ò. å. òîïîëîãè÷åñêàÿ �àçà òðèâèàëüíà)
è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî V0 = −|∆| + O(µ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò

âèä

ψj(x) =
[
−(sgn(µ)Cj + sgn(∆)sgn(x)Cj′)e

−| µ∆ ||x| +

+ (Cj + sgn(∆)sgn(x)Cj′)e
−|∆||x|

]
+O(µ), j = 1, 2. (17)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû ùåëü â ñïåêòðå ðàâíà (−|µ|, |µ|)
(ñì. � 1), è ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

a′ = (∆2/2)

√
1− 4µ

∆2
=

∆2

2
− µ− µ2

∆2
+O(µ3), (18)

α′
+ = i

∣∣∣ µ
∆

∣∣∣+O(µ2), α′
− = i|∆|+O(µ).
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Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé (13) ïðèìåò âèä

V0 = 2|∆| (sgn(µ)− 1)−1 +O(µ). (19)

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ òðèâèàëüíîé �àçû (µ < 0), ïðè ýòîì V0 = −|∆|+ O(µ).
Â ñèëó (18), (19) äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîëó÷åííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (14),

ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû:

(a′ −∆2/2)V0
4iα′

+a
′

= −1

2
sgn(µ) +O(µ),

(a′ +∆2/2)V0
4iα′

−a
′

=
1

2
+O(µ),

∆V0
4a′

= −1

2
sgn(∆) +O(µ).

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ áûëè ìàéîðàíîâñêèìè, äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (16). Òîãäà ïðè C1 = C2 = C ïîëó÷èì âîëíîâûå �óíêöèè ÌËÑ:

ψ1(x) = ψ2(x) = C
[
−(sgn(µ) + sgn(∆)sgn(x))e−|

µ

∆ ||x| +

+ (1 + sgn(∆)sgn(x))e−|∆||x|
]
+O(µ),

îáðàçóþùèå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé (17).

Ïóñòü òåïåðü ìàëî ∆ è ∆2 ≪ |µ|. Ñïåêòð îïåðàòîðà H â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâåí

(−∞,−|µ|] ∪ [|µ|,∞), è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà a′ = |∆|√−µ + O(∆2), α′
± =

√
µ + O(∆). Äëÿ

óáûâàíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå µ = −|µ| < 0 (íåòîïîëîãè÷åñêàÿ

�àçà), òîãäà

α′
± = i

√
|µ|+O(∆), a′ = |∆|

√
|µ|+O(∆2)

è óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé (13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

V0 = −2
√

|µ|+O(∆).

Ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

(a′ −∆2/2)V0
4iα′

+a
′

=
(a′ +∆2/2)V0

4iα′
−a

′
=

1

2
+O(∆),

∆V0
4a′

= −1

2
sgn(∆) +O(∆).

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆2 ≪ |µ|. ×èñëî E = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

åì H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ < 0 (ò. å. òîïîëîãè÷åñêàÿ �àçà òðèâèàëüíà) è âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî V0 = −2

√
|µ|+O(∆). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä

ψj(x) = Cje
−
√

|µ||x| +O(∆), j = 1, 2. (20)

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè C1 = C2 = C âîëíîâûå �óíêöèè (20)

ψ1(x) = ψ2(x) = Ce−
√

|µ||x| +O(∆)

îòâå÷àþò ÌËÑ. Ïðè óìåíüøåíèè |µ|, ò. å. ùåëè, ëîêàëèçàöèÿ ÌËÑ óáûâàåò, òàê êàê ìíîæèòåëü

â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ äâóõ ðàññìîòðåííûõ ïðåäïîëîæåíèé (ìàëîãî µ è ìàëîãî ∆) ÌËÑ

ñóùåñòâóþò ëèøü â òðèâèàëüíîé �àçå è îáðàçóþò îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â äâóìåðíîì

ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ãàìèëüòîíèàíà H, îòâå÷àþùåì E = 0. Îïèñàííûå ÌËÑ îòëè÷àþòñÿ

îò îáû÷íûõ [1, 3℄ òåì, ÷òî âîçíèêàþò â íåòîïîëîãè÷åñêîé �àçå, à èõ ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíî

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû; íåáîëüøîå èçìåíåíèå, íàïðèìåð, ïàðàìåòðà V0 ïðèâîäèò ê èõ
èñ÷åçíîâåíèþ.

� 3. �àññåÿíèå âáëèçè ñâåðõïðîâîäÿùåé ùåëè

Íàéäåì ðàññåèâàþùèå ñîñòîÿíèÿ ïðè V = 0. Èùåì ðåøåíèÿ ψ0 óðàâíåíèÿ (H − E)ψ0 = 0
â âèäå ψ0 = (D,B)T eikx, òîãäà èìååì d(k) = 0 è k = ±α± = ±

√
µ± a−∆2/2; äàëåå âûáèðàåì

çíàê ¾+¿ ïåðåä êîðíåì (÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñëåâà íàïðàâî).

�àññìîòðèì ñëó÷àé |µ| ≪ ∆2/4. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî E = |µ|+Aεm, ãäå m > 1, |µ| = ε, A > 0.
Èìååì

a =
√
µ2 + 2A|µ|εm +∆4/4− µ∆2 + o(εm) =

√
(∆2/2− µ)2 + 2A|µ|εm + o(εm) =

= (∆2/2− µ)

(
1 +

A|µ|εm
(∆2/2− µ)2

)
+ o

(
εm+1

)
= ∆2/2− µ+

2Aεm+1

∆2
+ o

(
εm+1

)
.

Îòñþäà

α+ =

√
2Aε

m+1

2

|∆| + o
(
ε

m+1

2

)
, α− = i|∆|+O(ε).

Âûáèðàåì äëÿ ψ0 çíà÷åíèå k = α+. Òîãäà

B =
α2
+ − µ− E

i∆p
D = − µ+ |µ|+Aεm + o(εm)

i
√
2Asgn(∆)ε

m+1

2 + o
(
ε

m+1

2

)D. (21)

�àññìîòðèì ñëó÷àé íåòðèâèàëüíîé �àçû, ò. å. µ > 0, òîãäà èç (21) ïîëó÷àåì B = O
(
ε

1−m

2

)
D.

Ïîñêîëüêó m > 1, òî ïîñëå íîðìèðîâêè

ψ0(x) = (0, 1)T eiα+x.

Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ �óíêöèè �ðèíà:

a−∆2/2 + E

4iα+a
=

√
Aε

m−1

2

2
√
2i|∆|

+ o
(
ε

m−1

2

)
,

a+∆2/2 −E

4iα−a
= − 1

2|∆| +O(ε),
∆

4a
=

1

2∆
+O(ε),

a−∆2/2− E

4iα+a
= − 1

i
√
2A|∆|εm−1

2

+O
(
ε

m−1

2

)
,

a+∆2/2 + E

4iα−a
= − 1

2|∆| +O(ε).

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

ψ = ψ0 − (H − E)−1V ψ

èìååò âèä

ψ1(x) = − V0
2|∆|ψ1(0)e

iα− |x| +
V0
2∆

sgn(x)ψ2(0)
(
eiα+|x| − eiα−|x|

)
+O

(
εl
)
,

ψ2(x) = eiα+x − V0

i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
ψ2(0)e

iα+ |x| − V0
2|∆|ψ2(0)e

iα− |x| +

+
V0
2∆

sgn(x)ψ1(0)
(
eiα+|x| − eiα−|x|

)
+O

(
εl
)
,
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ãäå l = min{1, m−1
2

}. Îòñþäà

ψ1(0)

(
1 +

V0
2|∆| +O

(
εl
))

= 0,

è ïðè V0 6= −2|∆|+O(εl) èìååì ψ1(0) = O
(
εl
)
. Äàëåå,

(
1 +

V0

i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
+

V0
2|∆|

)
ψ2(0) = 1 +O

(
εl
)
.

Çíà÷èò, ψ2(0) = O
(
εl
)
(ïðè V0 6= 0) è ψ1(x) = O

(
εl
)
, ò. å. ðàññåÿíèå â îñíîâíîì ïðîèñõîäèò ïî

âòîðîé êîìïîíåíòå. Èìååì

ψ2(x) = eiα+x − 2V0e
iα+|x|

2V0 + 2i
√
2Aε

m+1

2 |∆|+ V0i
√
2Aε

m+1

2

+O
(
εl
)
=

= eiα+x − eiα+|x| +O
(
εl
)
.

Òîãäà äëÿ àìïëèòóäû îòðàæåíèÿ a− ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

a− = −1 +O(εl),

è èìååò ìåñòî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå îòðàæåíèå ïî âòîðîé êîìïîíåíòå.

Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé �àçû, ò. å. ïðè µ < 0, èç (21) èìååì B = O
(
ε

m−1

2

)
D è

ψ0(x) = (1, 0)T eiα+x.

Ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ êîý��èöèåíòîâ �óíêöèè �ðèíà

a−∆2/2 + E

4iα+a
=

1

i
√
2A|∆|εm−1

2

+O
(
ε

m−1

2

)
,

a+∆2/2− E

4iα−a
= − 1

2|∆| +O(ε),

a−∆2/2− E

4iα+a
= −

√
Aε

m−1

2

2
√
2i|∆|

+ o
(
ε

m−1

2

)
,

a+∆2/2 + E

4iα−a
= − 1

2|∆| +O(ε),
∆

4a
=

1

2∆
+O(ε),

çàïèøåì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà:

ψ1(x) = eiα+x +
V0

i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
ψ1(0)e

iα+ |x| − V0
2|∆|ψ1(0)e

iα− |x| +

+
V0
2∆

sgn(x)ψ2(0)
(
eiα+|x| − eiα−|x|

)
+O

(
εl
)
, (22)

ψ2(x) = − V0
2|∆|ψ2(0)e

iα− |x| +
V0
2∆

sgn(x)ψ1(0)
(
eiα+|x| − eiα−|x|

)
+O

(
εl
)
,

ãäå l = min{1, m−1
2

}. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (22) ïîëó÷èì ψ2(0) = O
(
εl
)
ïðè V0 6= −2|∆|+O(εl).

Èç (
1− V0

i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
+

V0
2|∆|

)
ψ1(0) = 1 +O

(
εl
)

ïðè V0 6= 0 èìååì

ψ1(0) = − i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
V0

+O
(
εl
)
= O

(
εl
)

(23)

è ψ2(x) = O
(
εl
)
, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå.

Â ñèëó (23) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ψ1(x) = eiα+x +
V0

i
√
2Aε

m−1

2 |∆|
ψ1(0)e

iα+ |x| +O
(
εl
)
=

= eiα+x − eiα+|x| +O
(
εl
)
.

Òîãäà a− = −1 +O
(
εl
)
, è èìååò ìåñòî ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå îòðàæåíèå ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå.



Ìàéîðàíîâñêèå ñîñòîÿíèÿ âáëèçè ïðèìåñè â p-âîëíîâîé íàíîïðîâîëîêå 229

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E = |µ| + Aεm, ãäå m > 1, |µ| = ε, A > 0. Òîãäà â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé
�àçû (µ < 0) ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå, à â ñëó÷àå íåòðèâèàëü-

íîé �àçû (µ > 0) � òîëüêî ïî âòîðîé êîìïîíåíòå, ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåðîÿòíîñòü

îòðàæåíèÿ ðàâíà P− = |a−|2 = 1 +O
(
εl
)
, l = min{1, m−1

2
}.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè E = −|µ| −Aεm, |µ| = ε, A > 0, òî â ðàññóæäåíèÿõ ýëåêòðîíû è äûðêè

ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
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existene of MBSs (that is, the existene of a zero eigenvalue) for the Bogolyubov�de Gennes Hamiltonian in

the ase of an in�nite one-dimensional superonduting struture in the presene of a potential. Conditions

for the existene of MBSs are obtained. The sattering problem for the Bogolyubov�de Gennes operator with

a potential is studied. The Green's funtion of the operator H used in solving these problems is also found.
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