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СРАВНЕНИЕ НЕЧЕТКИХ ЧИСЕЛ ТРЕУГОЛЬНОГО ВИДА

Проблема сравнения нечетких чисел возникает во многих прикладных задачах. Существуют разные

подходы к решению этой проблемы, которые определяются спецификами рассматриваемых задач.

Предлагаемый в настоящей статье подход к сравнению нечетких чисел состоит в следующем. Вна-

чале строится правило сравнения действительного числа с множеством α-уровня нечеткого числа.

Затем с помощью процедуры усреднения по α строится правило сравнения действительного числа

с нечетким числом. С использованием процедуры разделения двух нечетких чисел с помощью дей-

ствительного числа вводится правило сравнения нечетких чисел. На основании развитого подхода

предлагается правило дефазификации нечеткого числа. В качестве примера рассмотрены нечеткие

числа треугольного вида.
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Введение

В задачах, в которых исследуются экономические и социальные процессы, информа-

ция об исследуемых объектах носит, как правило, расплывчатый, нечеткий характер. Для

исследования таких задач успешно применяется аппарат теории нечетких множеств. По-

сле опубликования Л. Заде своей работы по нечетким множествам [1] вышло большое

количество работ, в которых как развиваются отдельные разделы этой теории [2–4], так

и рассматриваются вопросы применения ее к исследованию разнообразных задач [5–8].

В задачах принятия решения и игровых задачах [9–12] возможна ситуация, когда при-

сутствуют неопределенности, задаваемые нечеткими множествами, а значение целевого

функционала является нечетким числом, которое зависит как от выбранной лицом при-

нимающим решением стратегии, так и от реализовавшейся неопределенности. Возникает

проблема действия с нечеткими числами [13–15] и их сравнения.

К настоящему времени предложено достаточно большое количество различных методов

сравнения нечетких чисел [16–21]. Однако ни один из них не является универсальным.

В данной работе продолжаются исследования [10, 11, 19–21].

§ 1. Описание правила сравнения нечетких чисел

Пусть задана функция µA : R → [0; 1]. Нечетким числом A называется [1] совокупность

пар (x, µA(x)), x ∈ R. Функция µA называется функцией принадлежности нечеткого чис-

ла A.

Для каждого числа α ∈ [0; 1] множество

A(α) = {x ∈ R : µA(x) > α}

называется множеством α-уровня нечеткого числа A.

https://doi.org/10.20537/vm190205
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Множества α-уровня удовлетворяют следующим свойствам:

A(0) = R;

0 6 α1 6 α2 6 1 ⇒ A(α2) ⊂ A(α1);

0 < α 6 1 ⇒
⋂

0<t61

A(t) = A(α).
(1.1)

Пусть при каждом α ∈ [0; 1] определено множество A(α) ⊂ R. Если совокупность этих

множеств удовлетворяет свойствам (1.1), то она является семейством множеств α-уровня

нечеткого числа A, функция принадлежности которого равна

µA(x) = sup {α ∈ [0; 1] : x ∈ A(α)} .

Далее будем рассматривать нечеткие числа, у которых при любом 0 < α 6 1 множества

α-уровня являются отрезками

A(α) = [gA(α), GA(α)] ⊂ R. (1.2)

Считаем, что функции gA : (0, 1] → R и GA : (0, 1] → R удовлетворяют следующим

свойствам:

gA(α1) 6 gA(α2) < GA(α2) 6 GA(α1) при любых 0 < α1 6 α2 < 1,

lim
t→α−0

gA(t) = gA(α), lim
t→α−0

GA(t) = GA(α) при любом 0 < α 6 1.
(1.3)

При выполнении этих условий отрезки (1.2) удовлетворяют свойствам (1.1). Отметим,

что из условий (1.3) следует, что gA(1) 6 GA(1).
Для заданного нечеткого числа A построим нечеткое число D(A), лингвистическое опи-

сание которого имеет вид D(A) =«число y ∈ R меньше или равно нечеткому числу A».

Для этого при фиксированных y ∈ R и α ∈ (0, 1] введем меру γ(α, y) ∈ [0, 1] того факта,

что число y ∈ R меньше или равно отрезку [gA(α), GA(α)], который является множеством

α-уровня нечеткого числа A. Положим

γ(α, y) =



















1, при y 6 gA(α);
GA(α)− y

GA(α)− gA(α)
, при gA(α) < y < GA(α);

0, при GA(α) 6 y.

(1.4)

Отметим, что при gA(α) < y < GA(α) число γ(α, y) задает долю тех чисел из отрезка

[gA(α), GA(α)], которые больше или равны числу y ∈ R. Если y = gA(1) = GA(1), то

полагаем γ(α, y) = 1.
Определим функцию принадлежности нечеткого числа D(A) следующей формулой:

µD(A)(y) =

∫ 1

0

γ(α, y) dα. (1.5)

Существование интеграла в (1.5) предполагаем.

Аналогично построим нечеткое число F (A), лингвистическое описание которого имеет

вид F (A) =«число y ∈ R больше или равно нечеткому числу A». Меру β(α, y) ∈ [0, 1], при

y ∈ R и α ∈ (0, 1], того факта, что число y ∈ R больше или равно отрезку [gA(α), GA(α)],
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зададим формулой β(α, y) = 1− γ(α, y). Аналогично (1.5) определим функцию принадлеж-

ности нечеткого числа F (A). Получим

µF (A)(y) = 1− µD(A)(y). (1.6)

Далее, рассмотрим нечеткое число L(A), лингвистическое описание которого имеет вид

L(A) =«число y ∈ R меньше или равно нечеткому числу A и число y ∈ R больше или

равно нечеткому числу A». Это нечеткое число L(A) является пересечением нечетких чисел

D(A) и F (A). Поэтому [1] его функция принадлежности равна

µL(A)(y) = min
{

µD(A)(y), µF (A)(y)
}

. (1.7)

Из формулы (1.4) следует, что γ(α, y2) 6 γ(α, y1) при всех y1 < y2 и α ∈ (0, 1]. Отсюда

и из формул (1.5) и (1.6) получим, что

µD(A)(y1) > µD(A)(y2), µF (A)(y1) 6 µF (A)(y2) при y1 < y2.

Используя эти свойства монотонности, из (1.7) можно получить, что если

µD(A)(yA) = µF (A)(yA) (1.8)

в некоторой точке yA ∈ R, то

µL(A)(yA) > µL(A)(y) при всех y ∈ R.

Поэтому, применяя метод максимума в процедуре дефазификации [22, с. 87] нечеткого чис-

ла L(A), получим действительное число yA. Два нечетких числа A и B можно сравнивать,

например, с помощью действительных чисел yA и yB , считая, что нечеткое число A меньше

или равно нечеткого числа B тогда и только тогда, когда yA 6 yB.

Подставив в формулу (1.8) равенство (1.6), получим что

µD(A)(yA) =
1

2
. (1.9)

Из равенства (1.9) следует, что если точка yA удовлетворяет (1.8), то она является попе-

речной точкой нечеткого числа D(A) [22, с. 57]. В этой точке индекс нечеткости нечеткого

числа D(A) принимает максимальное значение [22, с. 60].

Опишем теперь другой подход к сравнению нечетких чисел A и B. Рассмотрим нечеткое

число G = G(A,B), лингвистическое описание которого имеет вид G =«число y ∈ R

меньше или равно нечеткому числу A и число y ∈ R больше или равно нечеткому числу B».

Это нечеткое число G является пересечением нечетких чисел D(A) и F (B). Поэтому его

функция принадлежности

µG(A,B)(y) = min
{

µD(A)(y), µF (B)(y)
}

= min
{

µD(A)(y), 1− µD(B)(y)
}

.

В качестве меры d(A > B) того, что нечеткое число A больше или равно нечеткому

числу B можно взять

d(A > B) = sup
y∈R

min
{

µD(A)(y), µF (B)(y)
}

. (1.10)

Если d(A > B) > d(B > A), то считаем, что нечеткое число A больше или равно

нечеткому числу B.
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§ 2. Сравнение треугольных нечетких чисел

Рассмотрим случай треугольного нечеткого числа A = (a, b, c), у которого функция при-

надлежности µA : R → [0, 1] имеет следующий вид [22, с. 81]:

µA =



































0, при x 6 a;

x− a

b− a
, при a < x 6 b;

c− x

c− b
, при b < x 6 c;

0, при x > c.

Здесь a < b < c — заданные действительные числа.

Из этих формул следует, что множества α-уровня A(α) являются отрезками, имеющими

вид [gA(α), GA(α)], где

gA(α) = a+ (b− a)α, GA(α) = c− (c− b)α при 0 < α 6 1.

Отсюда и из формул (1.4) получим, что

γ(α, y) = 1 при y 6 a+ (b− a)α; γ(α, y) = 0 при c− (c− b)α 6 y;

γ(α, y) =
c− (c− b)α− y

(c− a)(1− α)
при a+ (b− a)α < y < c− (c− b)α.

(2.1)

Лемма 1. Если y 6 a, то γ(α, y) = 1 при всех 0 6 α 6 1. Если a < y 6 b, то

γ(α, y) =
c− y − (c− b)α

(c− a)(1− α)
при 0 6 α <

y − a

b− a
и γ(α, y) = 1 при

y − a

b− a
6 α 6 1. (2.2)

Если b < y 6 c, то

γ(α, y) =
c− y − (c− b)α

(c− a)(1− α)
при 0 6 α <

c− y

c− b
и γ(α, y) = 0 при

c− y

c− b
6 α 6 1. (2.3)

Если c < y, то γ(α, y) = 0 при всех 0 6 α 6 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если y 6 a, то неравенство y 6 a+ (b− a)α выполнено при всех

0 6 α 6 1. Поэтому γ(α, y) = 1 при всех 0 6 α 6 1.
Если a < y 6 b, то неравенство y 6 a + (b − a)α выполнено при всех y−a

b−a
6 α 6 1,

а неравенства a + (b − a)α < y < c− (c − b)α выполнены при всех 0 6 α < y−a

b−a
. Поэтому

из (2.1) следует (2.2).

Если b < y 6 c, то неравенство a + (b − a)α < y выполнено при всех 0 6 α 6 1,
а неравенство y < c − (c − b)α выполнено при всех 0 6 α < c−y

c−b
. А значит, из (2.1)

следует (2.3).

Если c < y, то неравенство c − (c − b)α < y выполнено при всех 0 6 α 6 1. Поэтому

из (2.1) получим, что γ(α, y) = 0 при всех 0 6 α 6 1. �

Используя эту лемму вычисляем функцию µD(A)(y), определяемую формулой (1.5). Вна-

чале отметим, что при любом числе 0 6 δ < 1

∫ δ

0

c− y − (c− b)α

(c− a)(1− α)
dα =

c− b

c− a
δ −

b− y

c− a
ln(1− δ). (2.4)
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Теорема 1. Функция принадлежности нечеткого числа D(A) равна

µD(A)(y) = 1 при y 6 a;

µD(A)(y) =
c− y

c− a
−

b− y

c− a
ln

b− y

b− a
при a < y 6 b; (2.5)

µD(A)(b) =
c− b

c− a
;

µD(A)(y) =
c− y

c− a
−

b− y

c− a
ln

y − b

c− b
при b < y < c; (2.6)

µD(A)(y) = 0 при c 6 y.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 1 и из формулы (2.4). �

Отметим, что

lim
y→b−0

µD(A)(y) = lim
y→b+0

µD(A)(y) =
c− b

c− a
.

Поэтому функция µD(A)(y) является непрерывной при y ∈ R. Она строго убывает при

a 6 y 6 c, является вогнутой при a 6 y 6 b и выпуклой при b 6 y 6 c (см. рис. 1–3).

Рассмотрим уравнение

µD(A)(y) =
1

2
. (2.7)

Если
a+ c

2
= b, то решение yA этого уравнения равно yA = b (см. рис. 1).

PSfrag replacements

0

0.5

1 D(A)

a a+c
2

= b c y

Рис. 1. µD(A)(y) при условии a+c
2

= b

Пусть

b >
a + c

2
.

Тогда
c− b

c− a
<

1

2
. В этом случае yA < b (см. рис. 2). Используя формулу (2.5), запишем

уравнение (2.7) в явном виде

c− y

c− a
−

b− y

c− a
ln

b− y

b− a
=

1

2
.
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Рис. 2. µD(A)(y) при условии a+c
2

< b
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Рис. 3. µD(A)(y) при условии a+c
2

> b

Перепишем это уравнение в виде

b− a

c− a

(

b− y

b− a
−

b− y

b− a
ln

b− y

b− a

)

=
1

2
−

c− b

c− a
,

или

b− a

c− a

(

b− y

b− a
−

b− y

b− a
ln

b− y

b− a

)

=
b− a+c

2

c− a
.

Обозначим

b− y

b− a
= t ∈ (0, 1] (2.8)

и подставим в предыдущее уравнение. Получим

f(t) =
b− a+c

2

b− a
, где f(t) = t− t ln t. (2.9)

График функции f(t) изображен на рис. 4. Функция f(t) строго возрастает при 0 6 t 6 1.
Следовательно, существует обратная к ней функция ϕ : [0, 1] → [0, 1]. Поэтому из (2.8)

и (2.9) получим, что

yA = b− (b− a)ϕ

(

b− a+c
2

b− a

)

. (2.10)

PSfrag replacements

0
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Рис. 4. График функции f(t)
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Пусть b <
a+ c

2
, тогда

c− b

c− a
>

1

2
. В этом случае yA > b (см. рис. 3). Используя форму-

лу (2.6), запишем уравнение (2.7) в явном виде

c− y

c− a
−

b− y

c− a
ln

y − b

c− b
=

1

2
,

или

c− b

c− a
−

c− b

c− a

y − b

c− b
+

c− b

c− a

y − b

c− b
ln

y − b

c− b
=

1

2
.

Преобразуем уравнение к виду

−
c− b

c− a

y − b

c− b
+

c− b

c− a

y − b

c− b
ln

y − b

c− b
=

1

2
−

c− b

c− a

−
c− b

c− a

y − b

c− b
+

c− b

c− a

y − b

c− b
ln

y − b

c− b
=

−a+c
2

+ b

c− a

y − b

c− b
−

y − b

c− b
ln

y − b

c− b
=

a+c
2

− b

c− b
.

Обозначив

t =
y − b

c− b
∈ (0, 1], (2.11)

получим уравнение

f(t) =
a+c
2

− b

c− b
, (2.12)

где f(t) определено в (2.9). Из (2.11) и (2.12) получим, что

yA = b+ (c− b)ϕ

( a+c
2

− b

c− b

)

. (2.13)

Далее, используя (2.10) и (2.13), запишем решение уравнения (2.7):

а) пусть b >
a + c

2
⇔ (b− a)− (c− b) > 0, тогда

yA = b− (b− a)ϕ

(

b− a+c
2

b− a

)

= b− (b− a)ϕ

(

(b− a)− (c− b)

2(b− a)

)

;

б) пусть b =
a + c

2
, тогда yA = b;

в) пусть b <
a + c

2
⇔ −(b− a) + (c− b) > 0, тогда

yA = b+ (c− b)ϕ

( a+c
2

− b

c− b

)

= b+ (c− b)ϕ

(

−(b− a) + (c− b)

2(c− b)

)

.

Замечание 1. Заметим, что решения уравнений (2.9) и (2.12) легко могут быть получены

с помощью численных методов.
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Пример 1. Сравним два треугольных нечетких числа A = (10, 40, 60) и B = (20, 50, 55),
графики которых приведены на рис. 5. Здесь yA = 38.8194, yB = 45.7785. Так как yA 6 yB,

то A 6 B.

Пример 2. Рассмотрим пример ранжирования четырех треугольных нечетких чисел.

Пусть заданы числа A = (20, 70, 80), B = (85, 90, 100), C = (10, 20, 110) и D = (55, 60, 90)
(см. рис. 6).

Сравнивая полученные значения yA = 63.38, yB = 90.67, yC = 33.97 и yD = 64.22,
ранжируем рассматриваемые треугольные нечеткие числа в следующем порядке

C 6 A 6 D 6 B.

PSfrag replacements
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Рис. 5. Сравнение двух треугольных нечетких чисел
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Рис. 6. Ранжирование четырех треугольных нечетких

чисел

Рассмотрим теперь применение второго предложенного подхода к сравнению треуголь-

ных нечетких чисел. А именно, пусть заданы два треугольных числа A = (a1, b1, c1)
и B = (a2, b2, c2).

В силу непрерывности функции принадлежности нечеткого числа D(A) и (1.6), формула

(1.10) примет вид

d(A > B) = max
y∈R

min
{

µD(A)(y), µF (B)(y)
}

. (2.14)

Напомним также, что для любого нечеткого треугольного числа C = (a, b, c) справедливы

равенства

µD(C)(y) = 1 при y 6 a;

µD(C)(y) = 0 при c 6 y.
(2.15)

Обозначим

u(y) = min
{

µD(A)(y), µF (B)(y)
}

. (2.16)

При вычислении значения d(A > B) возможны 3 случая.

Случай 1. Если c1 6 a2, то из (1.6) и (2.15) следует, что в любой точке y ∈ R выполнено

равенство u(y) = 0. Отсюда, согласно (2.16) и (2.14), получим d(A > B) = 0.
Случай 2. Если c2 6 a1, то из (1.6) и (2.15) следует, что в любой точке y ∈ R выполнено

равенство u(y) = 1. Из чего, согласно (2.16) и (2.14), следует, что d(A > B) = 1.
Случай 3. Если a1 < c2 и a2 < c1, то (см. рис. 7) функция µD(A)(y) монотонно убывает,

а функция µF (B)(y) монотонно возрастает на промежутке [ξ1, ξ2], где

ξ1 = max{a1, a2}, ξ2 = min{c1, c2}.
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Рис. 7. µD(A)(y) и µF (B)(y) при условиях a1 < c2 и a2 < c1

Из этого следует, что max u(y) на промежутке [ξ1, ξ2] достигается в точке y∗, являющейся

решением уравнения

µD(A)(y) = µF (B)(y),

или, с учетом (1.6), уравнения

µD(A)(y) + µD(B)(y) = 1. (2.17)

В силу того что правая часть уравнения (2.17) является монотонно возрастающей на про-

межутке [ξ1, ξ2] функцией, и при этом µD(A)(ξ1)+µD(B)(ξ1) < 1, а µD(A)(ξ2)+µD(B)(ξ2) > 1,
уравнение (2.17) имеет на отрезке [ξ1, ξ2] единственное решение, которое легко может быть

найдено численными методами.

Замечание 2. Заметим, что из (1.6) сразу следует равенство

d(B > A) = 1− d(A > B).

Поэтому, для сравнения двух треугольных нечетких чисел, достаточно вычислить только

величину d(A > B). Если d(A > B) >
1

2
, то треугольное нечеткое число A больше или

равно треугольного нечеткого числа B. Будем обозначать этот факт как A > B.

В заключение покажем, что оба предложенных способа сравнения треугольных нечет-

ких чисел обладают свойством транзитивности. Для первого способа, основанного на де-

фазификации и последующем сравнении действительных (четких) чисел, транзитивность

следует из транзитивности операции сравнения действительных чисел. Для второго подхо-

да транзитивность устанавливается следующей леммой.

Лемма 2. Для любых треугольных нечетких чисел A, B и C имеет место импликация

[A > B] ∧ [B > C] ⇒ [A > C].

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу того, что справедливы следующие три цепочки имплика-

ций

[A > B] ⇒

[

d(A > B) >
1

2

]

,

[B > C] ⇒

[

d(B > C) >
1

2

]

⇒

[

1− d(B > C) 6
1

2

]

⇒

[

d(C > B) 6
1

2

]

,

[

d(A > C) >
1

2

]

⇒ [A > C],
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для доказательства леммы достаточно установить справедливость импликации

[

d(A > B) >
1

2

]

∧

[

d(C > B) 6
1

2

]

⇒ d(A > C) >
1

2
. (2.18)

Обозначим через ŷ решение уравнения µF (B)(y) =
1

2
. Из d(A > B) >

1

2
и монотонного

неубывания функции µF (B)(y) следует, что для y2 — решения уравнения

µD(A)(y) = µF (B)(y)

имеют место неравенства

y2 > ŷ (2.19)

и

µD(A)(y2) >
1

2
. (2.20)

Аналогично, из d(C>B) 6
1

2
и монотонного неубывания µF (B)(y) получаем, что для y1 —

решения уравнения

µD(C)(y) = µF (B)(y)

выполняется неравенство

y1 6 ŷ, (2.21)

и

µD(C)(y1) 6
1

2
. (2.22)

PSfrag replacements
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Рис. 8.

Заметим, что в силу (1.6) и 0 6 µD(B)(y) 6 1, графики функций µD(C)(y) и µF (C)(y)

симметричны относительно прямой µ =
1

2
(см. рис. 8). Отсюда и из (2.22) следует, что

µF (C)(y1) >
1

2
. (2.23)
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Обозначим теперь через y3 решение уравнения

µD(A)(y) = µF (C)(y).

Если y3 > y1, то, с учетом монотонности µF (C)(y) и (2.23), справедлива цепочка импликаций

[y3 > y1] ⇒
[

µF (C)(y3) > µF (C)(y1)
]

⇒

[

µF (C)(y3) >
1

2

]

. (2.24)

Если же y3 < y1, то, согласно (2.21), (2.19), а также с учетом монотонности µD(A)(y) и (2.20),

имеет место цепочка импликаций

[y3 < y1] ⇒ [y3 < y2] ⇒
[

µD(A)(y3) > µD(A)(y2)
]

⇒

[

µD(A)(y3) >
1

2

]

. (2.25)

Объединяя (2.24) и (2.25), получаем справедливость (2.18). �

§ 3. Заключение

В заключение отметим, что к настоящему времени предложено достаточно большое чис-

ло способов сравнения нечетких чисел. Однако ни один из них не является универсальным.

При решении различных прикладных задач, выбирая разные способы сравнения нечетких

чисел, можно получить разные (и даже противоположные) результаты. Однако, никакой

обоснованной методики выбора метода сравнения нечетких чисел до сих пор не предло-

жено. В статье были предложены два новых способа сравнения нечетких чисел, которые

могут применяться к ряду задач. Так, например, первый предложенный способ может быть

эффективно использован при поиске решений биматричных игр с выигрышами, заданными

нечеткими треугольными числами [10, 11].
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Difficulties in comparing fuzzy numbers occur in many applied problems. There are different approaches

to dealing with the above difficulties. These approaches are determined by the specificity of the problems

under consideration. The approach proposed in this article for comparing fuzzy numbers is as follows.

First, a rule is constructed for comparing a real number with the α-level set of a fuzzy number. Then,

using the procedure of averaging over α, a rule is constructed for comparing a real number with a

fuzzy number. By means of the procedure for separating two fuzzy numbers with the help of a real

number, a rule for comparing fuzzy numbers is introduced. Based on the developed approach, the rule for

defuzzification of fuzzy numbers is proposed. As an example, triangular fuzzy numbers are considered.
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