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ОБ АНАЛОГИИ МЕЖДУ ДВУМЯ ПЛОСКИМИ ЗАДАЧАМИ МЕХАНИКИ

В КОЛЬЦЕ

В статье рассматривается аналогия между двумя плоскими задачами механики сплошных сред: гид-

родинамическая задача о движении вязкой жидкости, заключенной между двумя вращающимися

цилиндрами, и плоская задача теории упругости в напряжениях, создаваемых в трубе постоянным

нормальным внешним давлением. В обеих задачах область решения — кольцо; в рамках настоящей

работы рассмотрены два случая: концентрическое и эксцентрическое кольцо. В первой части статьи

проведено построение аналогии для случая концентрического кольца, показано, что в этом случае

решения рассматриваемых задач выражаются функциями одного и того же вида. Во второй ча-

сти статьи представлена попытка построения прямой аналогии для случая эксцентрического кольца

и обозначены возникающие проблемы. Исследование в третьей части статьи направлено на уста-

новление напряженного состояния в эксцентрическом кольце, соответствующего бигармонической

функции напряжений, построенной по аналогии с изученной гидродинамической задачей с учетом

условий однозначности смещений. В результате проведенного исследования можно сделать вывод

о том, что аналогия между рассматриваемыми задачами может быть установлена, но только с учетом

механических особенностей каждой из них. При этом в случае концентрического кольца наблюда-

ется прямая аналогия.
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Гидродинамика и теория упругости — два больших раздела механики сплошных сред,

и многие математические модели этих разделов описываются одинаковыми уравнениями.

В настоящей статье предлагается возможность проведения аналогии между двумя плоски-

ми задачами механики сплошных сред: гидродинамической задачи о движении вязкой жид-

кости, заключенной между двумя вращающимися цилиндрами, и плоской задачи теории

упругости в напряжениях, создаваемых в трубе постоянным нормальным внешним давле-

нием. В обеих задачах область решения — кольцо; в рамках настоящей работы рассмотрены

два случая: концентрическое и эксцентрическое круговое кольцо. Математические моде-

ли обеих указанных задач описываются бигармоническим уравнением: для функции тока

в гидродинамической задаче и для функции напряжений Эри в задаче теории упругости;

граничные условия, как показано в настоящей статье, также эквивалентны. Поэтому бы-

ла выдвинута гипотеза о возможности установить аналогию между этими задачами и их

решениями. Однако в ходе исследования выяснилось, что между математическими моде-

лями рассматриваемых задач есть некоторые различия, порождаемые их механическими

особенностями. В частности, при решении задачи теории упругости для кольца необхо-

димо учитывать, что в случае двусвязной области бигармоническая функция напряжений

должна удовлетворять трем условиям однозначности смещений.

Насколько нам известно, подобное исследование рассматриваемой аналогии не встре-

чается в научных публикациях. Однако обе рассматриваемые задачи в настоящее время

достаточно хорошо изучены. Вопросам движения тел в вязкой жидкости, в том числе
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определению порождаемого этим движением поля скоростей жидкости, посвящено боль-

шое количество классических и современных научных работ. В качестве примера можно

привести, в частности, работы [1–8]. Отдельно можно выделить работы [9–12], посвящен-

ные решению задачи о течении вязкой жидкости между двумя вращающимися круговы-

ми цилиндрами. Результаты, представленные в настоящей работе относительно гидроди-

намической задачи, согласуются с результатами, полученными ранее в классических тру-

дах [10, 11]. Решениям задач плоской теории упругости в различных областях также по-

священы многочисленные работы, в том числе классические труды известных математиков

(например, [13–18]), а также современные научные публикации (например, [19–22]). В на-

стоящей работе проведено сравнение результатов, полученных для плоской задачи теории

упругости по аналогии с гидродинамической задачей, с результатами, полученными ранее

в работе [18]. Проведенное сравнение повлекло за собой необходимость проведения допол-

нительного исследования и позволило получить один из основных результатов настоящей

работы: вывод о том, что аналогия между рассматриваемыми задачами может быть уста-

новлена только с учетом механических особенностей каждой из них. Численные решения

рассматриваемых задач предлагаются, например, в работах [23–28].

Построение аналогии в настоящей статье предлагается начать со случая концентриче-

ского кольца и сравнить полученное решение с известными частными решениями задачи

теории упругости. Дальнейшее исследование направлено на установление напряженного

состояния в эксцентрическом кольце, соответствующего бигармонической функции напря-

жений, построенной по аналогии с изученной гидродинамической задачей с учетом условий

однозначности смещений [29].

§ 1. Аналогия между гидродинамической задачей и задачей теории упругости

в случае концентрического кольца

1.1. Гидродинамическая задача. Рассмотрим задачу о движении вязкой жидкости меж-

ду двумя вращающимися концентрично расположенными круговыми цилиндрами (рис. 1).

Пусть a — радиус внутреннего цилиндра (вращается с угловой скоростью ωa), b — радиус

внешнего цилиндра (вращается с угловой скоростью ωb). Задача рассматривается в поляр-

ных координатах (r, θ). Граничные условия имеют вид

Vθ|r=a = −
∂Ψ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=a

= ωaa, Vθ|r=b = −
∂Ψ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=b

= ωbb, (1.1)

где Vθ — линейная скорость точек жидкости, Ψ — бигармоническая функция тока.

Решение задачи описано, например, в [30, с. 132–135], где показано, что скорость Vθ

зависит только от r и в наших обозначениях имеет вид

Vθ = C1r +
C2

r
,

где

C1 =
ωbb

2 − ωaa
2

b2 − a2
, C2 =

(ωa − ωb) a
2b2

b2 − a2
. (1.2)

Так как Vθ = −∂Ψ
∂r

, то можно получить соответствующий (1.1) вид функции тока (она,

очевидно, также зависит только от r):

Ψ = −
C1

2
r2 − C2 ln r + C3, (1.3)
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Рис. 1. Жидкость заключена между двумя

концентрическими вращающимися цилиндрами
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Рис. 2. Концентрическая труба под равномерным

внешним и внутренним давлением

где C3 — произвольная константа, не влияющая на поле скоростей жидкости.

1.2. Задача Ламе. Можно заметить, что решение (1.3), (1.2) полностью соответству-

ет решению задачи теории упругости о круговом кольце, находящемся под равномерным

внешним и внутренним нормальным давлениями (задача Ламе, рис. 2), граничные условия

которой имеют вид

σr|r=a = −pa, σr|r=b = −pb. (1.4)

Нормальное напряжение σr выражается через бигармоническую функцию напряже-

ний Φ по формуле

σr =
1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2
∂2Φ

∂θ2
, (1.5)

но в силу осесимметричности данной задачи функция Φ зависит только от r, поэтому вы-

ражение (1.5) принимает вид: σr =
1
r
∂Φ
∂r

.

Решение рассматриваемой задачи описано, например, в [16, с. 85–87], и функция напря-

жений имеет вид

Φ =
paa

2 − pbb
2

2 (b2 − a2)
r2 +

(pb − pa) a
2b2

b2 − a2
ln r + C,

то есть полностью совпадает с решением (1.3), (1.2) гидродинамической задачи, если в нем

заменить ωa на pa и ωb на pb.
1.3. Переход от граничных условий гидродинамической задачи к граничным усло-

виям задачи теории упругости. Поскольку Vθ = −∂Ψ
∂r

, а σr = 1
r
∂Φ
∂r

(для осесимметричной

задачи), то от условий (1.1) можно перейти к условиям вида (1.4) следующим образом,

выполнив переобозначение (вместо функции напряжений записываем функцию тока):

σr|r=a =

(

1

r

∂Φ

∂r

)
∣

∣

∣

∣

r=a

=
1

a

∂Φ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=a

=
1

a

∂Ψ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=a

=
1

a
(−ωaa) = −ωa,
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σr|r=b =

(

1

r

∂Φ

∂r

)
∣

∣

∣

∣

r=b

=
1

b

∂Φ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=b

=
1

b

∂Ψ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=b

=
1

b
(−ωbb) = −ωb.

То есть получены граничные условия, эквивалентные (1.4): σr|r=a = −ωa, σr|r=b = −ωb.

Таким образом, гидродинамическая задача о движении вязкой жидкости, заключенной

между двумя равномерно вращающимися концентрично расположенными круговыми ци-

линдрами, эквивалентна плоской задаче теории упругости о напряженном состоянии кру-

гового кольца, находящегося под действием равномерно распределенной по контурам нор-

мальной нагрузки. Для получения аналогии следует в качестве нормальных граничных на-

грузок pa и pb в задаче теории упругости положить угловые скорости ωa и ωb вращающихся

цилиндров гидродинамической задачи. При этом компоненты тензора напряжений, соответ-

ствующего функции (1.3), (1.2), примут вид:

σr =
1

r

∂Ψ

∂r
+

1

r2
∂2Ψ

∂θ2
=

paa
2 − pbb

2

b2 − a2
+

(pb − pa) a
2b2

b2 − a2
1

r2
,

σθ =
∂2Ψ

∂r2
=

paa
2 − pbb

2

b2 − a2
−

(pb − pa) a
2b2

b2 − a2
1

r2
, τrθ = τθr = −

∂

∂r

(

1

r

∂Ψ

∂θ

)

= 0,

что совпадает с тензором напряжений задачи Ламе.

§ 2. Аналогия между гидродинамической задачей и задачей теории упругости

в случае эксцентрического кольца

2.1. Гидродинамическая задача (о поле скоростей жидкости между двумя вращаю-

щимися эксцентрично расположенными цилиндрами). Рассмотрим задачу о движении

вязкой жидкости между двумя вращающимися эксцентрично расположенными круговыми

цилиндрами (рис. 3). Пусть ρ0 — радиус внутреннего цилиндра (вращается с угловой скоро-

стью ω0), ρ1 — радиус внешнего цилиндра (вращается с угловой скоростью ω1), расстояние

между центрами цилиндров равно ∆x. Угловые скорости считаются положительными при

вращении против часовой стрелки.

Задача рассматривается в биполярных координатах (ξ,η), связь которых с декартовыми

координатами определяется формулой

x+ iy = ai ctg

(

ξ + iη

2

)

, (2.1)

или, если отделить вещественную и мнимую части,

x =
a sinh η

cosh η − cos ξ
, y =

a sin ξ

cosh η − cos ξ
, (2.2)

где a — параметр биполярных координат.

Задача сводится к определению бигармонической функции тока Ψ внутри области, огра-

ниченной двумя окружностями: внешней η = η1 радиуса ρ1 и внутренней η = η0 радиуса ρ0,
расстояние между центрами которых равно ∆x. Из (2.1) следуют равенства:

ρ1 =
a

sh η1
, ρ0 =

a

sh η0
, ∆x = a cth η1 − a cth η0.

Разрешая их относительно a, η1, η0, можно получить следующие выражения для указан-

ных параметров через заданные в задаче ρ0, ρ1, ∆x:

a =

√

(∆x2 − ρ21 − ρ20)
2
− 4ρ21ρ

2
0

2∆x
, η1 = ln

√

a2 + ρ21 + a

ρ1
, η0 = ln

√

a2 + ρ20 + a

ρ0
.
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Рис. 3. Жидкость заключена между двумя

эксцентрическими вращающимися цилиндрами
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Рис. 4. Эксцентрическая труба под равномерным

внешним и внутренним давлением

В [12] показано, что бигармоническая функция тока может быть задана в виде (по ана-

логии с результатами, полученными в [10]):

Ψ = N (η) +
M (η)

ch η − cos ξ
, N(η) = Aη − F ch 2η −G sh 2η,

M(η) = B sh η + C ch η + Eη sh η + F ch η ch 2η +G ch η sh 2η.

(2.3)

Граничные условия рассматриваемой задачи:

Ψ|η=η0
= const ⇒ M(η0) = 0, Ψ|η=η1

= const ⇒ M(η1) = 0,

H
∂Ψ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

= ω0ρ0 ⇒
∂N

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

= 0,
∂M

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

= ω0ρ0a,

H
∂Ψ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η1

= ω1ρ1 ⇒
∂N

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η1

= 0,
∂M

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η1

= ω1ρ1a.

(2.4)

Здесь H = (ch η − cos ξ) /a — первый дифференциальный параметр биполярной системы

координат, характеризующий масштаб преобразования (2.1).

Из условий (2.4) определяются 6 неизвестных коэффициентов функции Ψ:

A = a cth β
(U1 ch η1 − U0 ch η0) shα sh β − (U1 sh η1 − U0 sh η0) (β + chα sh β)

β (chα ch β − 1)− sh β (chα− ch β)
,

E = a
(U1 sh η1 − U0 sh η0) shα ch β + (U1 ch η1 − U0 ch η0) (1− chα ch β)

β (chα ch β − 1)− sh β (chα− ch β)
,

C =
sh η0
2

(E sh η0 + A ch η0 + aU0) +
sh η1
2

(E sh η1 + A ch η1 + aU1) ,

B = −Eη0 − ch η0 (E sh η0 + A ch η0 + aU0) , F = −
A

2

shα

ch β
, G =

A

2

chα

ch β
,

(2.5)
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где введены обозначения: α = η0 + η1, β = η1 − η0.
Таким образом, получена функция тока Ψ(ξ, η), выражающая решение обобщенной за-

дачи Жуковского–Чаплыгина. Тогда для компонент скорости будут справедливы следующие

выражения:

u =

(

∂Ψ

∂η

∂η

∂y
+

∂Ψ

∂ξ

∂ξ

∂y

)

, v = −

(

∂Ψ

∂η

∂η

∂x
+

∂Ψ

∂ξ

∂ξ

∂x

)

.

2.2. Задача теории упругости (об эксцентрической трубе, находящейся под равно-

мерным внешним и внутренним давлением). Граничные условия задачи (рис. 4):

ση|η=η0
= −p0, ση|η=η1

= −p1, τηξ|η=η0
= τηξ|η=η1

= 0. (2.6)

Выражения для напряжений через бигармоническую функцию напряжений Φ в криво-

линейных координатах имеют вид:

ση = H
∂

∂ξ

(

H
∂Φ

∂ξ

)

−H
∂H

∂η
·
∂Φ

∂η
, σξ = H

∂

∂η

(

H
∂Φ

∂η

)

−H
∂H

∂ξ
·
∂Φ

∂ξ
,

τηξ = −H
∂2 (HΦ)

∂η∂ξ
+HΦ

∂2H

∂η∂ξ
.

(2.7)

Решение рассматриваемой задачи дано в [18], и функция напряжений в наших обозначениях

имеет вид

Φ = aJη + a (A cosh(2η) +B + C sinh(2η))
cos ξ

cosh η − cos ξ,
(2.8)

то есть в отличие от функции тока (2.3) не содержит слагаемых с sinh η

cosh η−cos ξ
и η sinh η

cosh η−cos ξ
.

Постоянные, входящие в (2.8), определяются из граничных условий (2.6) и имеют вид:

A =
a

∆
(p1 − p0) sinhα, B =

a

∆
[(p0 sinh 2η1 − p1 sinh 2η0) cosh β − (p1 + p0) sinh β],

C =
a

∆
(p0 − p1) coshα, J =

2a

∆
(p0 − p1) cosh β, ∆ = −2 sinh β

(

sinh2η1 + sinh2η0
)

.

(2.9)

2.3. Переход от граничных условий гидродинамической задачи к граничным усло-

виям задачи теории упругости. Перейдем от граничных условий (2.4) гидродинамической

задачи к граничным условиям (2.6) задачи теории упругости:

ση|η=η0
=

(

H
∂

∂ξ

(

H
∂Φ

∂ξ

)

−H
∂H

∂η
·
∂Φ

∂η

)
∣

∣

∣

∣

η=η0

.

Раскроем производную произведения H
∂Φ

∂ξ
и сделаем переобозначение (вместо функ-

ции напряжений запишем функцию тока):

ση|η=η0
=

(

H
∂H

∂ξ

∂Ψ

∂ξ
+H2∂

2Ψ

∂ξ2
−H

∂H

∂η

∂Ψ

∂η

)
∣

∣

∣

∣

η=η0

.

Найдем производные функции тока по ξ и их граничные значения:

∂Ψ

∂ξ
= −

M(η) sin ξ

(cosh η − cos ξ)2
,

∂2Ψ

∂ξ2
= −

M(η)

(cosh η − cos ξ)2

(

cos ξ −
2 sin ξ

cosh η − cos ξ

)

.
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Так как, согласно (2.4), M(η0) = 0, то
∂Ψ

∂ξ

∣

∣

∣

∣

η=η0

=
∂2Ψ

∂ξ2

∣

∣

∣

∣

η=η0

= 0, поэтому

ση|η=η0
= −

(

H
∂Ψ

∂η

)

η=η0

·
∂H

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

= −ω0ρ0
sinh η0

a
= −ω0

a

sinh η0

sinh η0
a

= −ω0.

Аналогично, ση|η=η1
= −ω1.

Рассмотрим теперь касательное напряжение

τηξ|η=η0
=

(

−H
∂2 (HΦ)

∂η∂ξ
+HΦ

∂2H

∂η∂ξ

)
∣

∣

∣

∣

η=η0

.

После раскрытия производной произведения и переобозначения имеем

τηξ|η=η0
= −

cosh η0 − cos ξ

a

(

∂2H

∂η∂ξ
Ψ+

∂H

∂ξ

∂Ψ

∂η
+

∂H

∂η

∂Ψ

∂ξ
+H

∂2Ψ

∂η∂ξ
−Ψ

∂2H

∂η∂ξ

)
∣

∣

∣

∣

η=η0

=

= −
cosh η0 − cos ξ

a
×

×

(

0 ·Ψ+
sin ξ

a
·
∂Ψ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

+
sinh η0

a

∂Ψ

∂ξ

∣

∣

∣

∣

η=η0

+
cosh η0 − cos ξ

a
·

∂2

∂η∂ξ
Ψ

∣

∣

∣

∣

η=η0

−Ψ · 0

)

.

Так как ∂2Ψ
∂η∂ξ

= sin ξ

(cosh η−cos ξ)2
·
(

2M(η) sinh η

cosh η−cos ξ
− dM

dη

)

, то с учетом (2.4)

τηξ|η=η0
= −

cosh η0 − cos ξ

a

(

sin ξ

a
·

ω0ρ0a

cosh η0 − cos ξ
+

(cosh η0 − cos ξ) · sin ξ

a · (cosh η − cos ξ)2
· (−ω0ρ0a)

)

= 0.

Аналогично, τηξ|η=η0
= 0.

То есть получены граничные условия, эквивалентные условиям (2.6):

ση|η=η0
= −p0, ση|η=η1

= −p1, τηξ|η=η0
= τηξ|η=η1

= 0.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что гидродинамическая задача о движе-

нии вязкой жидкости, заключенной между двумя равномерно вращающимися эксцентрично

расположенными круговыми цилиндрами, эквивалентна плоской задаче теории упругости

о напряженном состоянии эксцентрического кольца, находящегося под действием равно-

мерно распределенной по контурам нормальной нагрузки. Для получения аналогии следует

в качестве нормальных граничных нагрузок p0 и p1 в задаче теории упругости положить

угловые скорости ω0 и ω1 вращающихся цилиндров гидродинамической задачи.

§ 3. Графическое сравнение напряжений, соответствующих функции Φ и функции Ψ,

для случая эксцентрического кольца

С помощью формул (2.7) можно получить напряжения, соответствующие каждому из

решений (2.3)–(2.5) (функция Ψ — решение гидродинамической задачи) и (2.8), (2.9) (функ-

ция Φ — решение задачи теории упругости). Программа, реализующая графическую визуа-

лизацию напряжений, соответствующих каждой из этих функций, дает следующие резуль-

таты (на рис. 5–7 и 9–11 приведены графики для следующих значений входных данных:

ρ0 = 1, ρ1 = 3, ∆x = 0.8, p0 = 0.5, p1 = 2).
3.1. Графики зависимости напряжений, соответствующих функции напряжений Φ,

от переменной ξ для некоторых фиксированных значений переменной η. Указанные
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Рис. 5. Графики напряжения ση , соответствующие

функции Φ, для некоторых фиксированных

значений η
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Рис. 6. Графики напряжения τηξ , соответствующие

функции Φ, для некоторых фиксированных

значений η
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Рис. 7. Графики напряжения σξ , соответствующие

функции Φ, для некоторых фиксированных

значений η
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Рис. 8. Окружности, вдоль которых построены

графики напряжений на рис. 5–7

графики напряжений ση, τηξ , σξ изображены на рис. 5–7. Каждый из представленных на

рис. 5–7 графиков — это напряжение вдоль окружности, лежащей внутри рассматриваемой

области. Указанные окружности изображены соответствующим цветом на рис. 8.

3.2. Графики зависимости напряжений, соответствующих функции тока Ψ, от пере-

менной ξ для некоторых фиксированных значений переменной η. Указанные графики

напряжений ση, τηξ , σξ изображены на рис. 9–11. Как видно из графиков, представленных

на рис. 5–7 и 9–11, напряжения, полученные через производные функции Ψ, не совпадают

с напряжениями, найденными через производные функции Φ, полученной в [18], хотя гра-

ничные условия выполняются и в том, и в другом случае (это хорошо видно из графиков

напряжений ση и τηξ).

3.3. Построение функции напряжений, удовлетворяющей условиям однозначности

смещений. В результате графического сравнения напряжений было выдвинуто предполо-

жение о том, что несовпадение графиков, соответствующих функции Φ и функции Ψ, свя-

зано с тем, что в плоской задаче теории упругости для двусвязной области необходимо
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Рис. 9. Графики напряжения ση , соответствующие

функции Ψ, для некоторых фиксированных

значений η
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Рис. 10. Графики напряжения τηξ , соответствующие

функции Ψ, для некоторых фиксированных

значений η
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Рис. 11. Графики напряжения σξ, соответствующие функции Ψ, для некоторых фиксированных значений η

учитывать также условия однозначности смещений, которые в случае решения (2.3)–(2.5)

не учитываются и не проверяются. Математическое отличие двух решений указано выше

после формулы (2.8).

Для устранения этого отличия произведем видоизменение функции Ψ с учетом условий

однозначности смещений и некоторых математических соображений. Функция тока (2.3)

является, очевидно, линейной комбинацией следующих слагаемых, удовлетворяющих по-

рознь бигармоническому уравнению:

ϕ1 = η, ϕ2 =
sh η

ch η − cos ξ
, ϕ3 =

ch η

ch η − cos ξ
, ϕ4 =

η sh η

ch η − cos ξ
,

ϕ5 =
ch 2η cos ξ

ch η − cos ξ
, ϕ6 =

sh 2η cos ξ

ch η − cos ξ
.

Проверим выполнение условий однозначности смещений для каждой из этих функций.

Поскольку в данной задаче давление по внешней границе эксцентрического кольца распре-

делено равномерно, то условия однозначности смещений имеют вид [16, 29]:

∮

∂D1

∂p

∂n
ds = 0,

∮

∂D1

∂q

∂n
ds = 0,

∮

∂D1

∂∆Φ

∂n
ds = 0, (3.1)

где p и q — сопряженные гармонические функции такие, что ∂p

∂x
= ∂q

∂y
= ∆Φ.
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Гармонический оператор в биполярной системе координат имеет вид:

∆ = H2

(

∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

)

, (3.2)

откуда сразу видно, что ∆ϕ1 = 0, а значит третье условие (3.1) для функции ϕ1 выпол-

няется. Так как в условиях (3.1) p и q — сопряженные гармонические функции такие, что
∂p

∂x
= ∂q

∂y
= ∆Φ, то легко получается вид этих функций для ϕ1: p = Cy + C1, q = −Cx+ C2,

где C, C1, C2 — некоторые константы. Тогда ∂p

∂n
= Cny,

∂q

∂n
= −Cnx, где

nx =
cosh η1 cos ξ − 1

cosh η1 − cos ξ
, ny =

sinh η1 sin ξ

cosh η1 − cos ξ
(3.3)

— компоненты единичной нормали к внешнему контуру η = η1 (эти выражения получены

из геометрических соображений), и для первых двух условий (3.1) имеем:

∮

∂D1

∂p

∂n
ds =

∫ π

−π

Cny ·
1

H
dξ =Ca

∫ π

−π

sinh η1 sin ξ

(cosh η1 − cos ξ)2
dξ =

= −Ca ·
sinh η1

cosh η1 − cos ξ

∣

∣

∣

∣

π

−π

= 0,

∮

∂D1

∂q

∂n
ds =

∫ π

−π

(−Cnx) ·
1

H
dξ =− Ca

∫ π

−π

cosh η1 cos ξ − 1

(cosh η1 − cos ξ)2
dξ =

= −Ca ·
sin ξ

cosh η1 − cos ξ

∣

∣

∣

∣

π

−π

= 0,

то есть для функции ϕ1 все условия (3.1) выполняются.

Рассмотрим теперь функцию ϕ2. Используя формулу (3.2), несложно определить, что

∆ϕ2 = 0, а значит для ϕ2 также выполняются все условия (3.1) по аналогии с ϕ1.

Далее, ∆ϕ3 =
2
a2

, откуда p = 2
a2
x+ Cy + C1, q = 2

a2
y − Cx+ C2, поэтому

∮

∂D1

∂q

∂n
ds =

∫ π

−π

(

−Cnx +
2

a2
ny

)

·
1

H
dξ =

=

∫ π

−π

(

−Ca2 (cosh η1 cos ξ − 1) + 2 sinh η1 sin ξ

a(cosh η1 − cos ξ)2

)

dξ = −
Ca2 sin ξ + 2 sinh η1
a (cosh η1 − cos ξ)

∣

∣

∣

∣

π

−π

= 0,

∮

∂D1

∂p

∂n
ds =

∫ π

−π

(

2

a2
nx + Cny

)

·
1

H
dξ =

=

∫ π

−π

(

2 (cosh η1 cos ξ − 1) + Ca2 sinh η1 sin ξ

a(cosh η1 − cos ξ)2

)

dξ =
2 sin ξ − Ca2 sinh η1
a (cosh η1 − cos ξ)

∣

∣

∣

∣

π

−π

= 0,

∮

∂D1

∂∆ϕ3

∂n
ds =

∮

∂D1

(

∂∆ϕ3

∂x
nx +

∂∆ϕ3

∂y
ny

)

ds =

∮

∂D1

0 ds = 0,

значит для функции ϕ3 также выполняются все три условия однозначности смещений (3.1).
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Для дальнейшего полезно заметить, что nx =
(

−∂x
∂η
H
)
∣

∣

∣

η=η1

, ny =
(

−∂y

∂η
H
)
∣

∣

∣

η=η1

(это

видно из (2.2) и (3.3)). Тогда ∂
∂n

= ∂
∂x

(

−∂x
∂η
H
)
∣

∣

∣

η=η1

+ ∂
∂y

(

−∂y

∂η
H
)
∣

∣

∣

η=η1

=
(

− ∂
∂η
H
)
∣

∣

∣

η=η1

.

Проверим выполнение условий (3.1) для функции ϕ4:

∆ϕ4 =
2

a2
(1− cosh η cos ξ) ,

∮

∂D1

∂∆ϕ4

∂n
ds =

∮

∂D1

(

−
∂∆ϕ4

∂η
H

)
∣

∣

∣

∣

η=η1

ds =

∫ π

−π

2

a2
sinh η1 cos ξ dξ =

=
2

a2
sinh η1 sin ξ

∣

∣

∣

∣

π

−π

= 0,

(3.4)

то есть третье условие (3.1) выполняется. Для получения вида сопряженных функций p и q,
соответствующих ϕ4, потребуется в выражении (3.4) перейти к переменным x, y и решить

систему дифференциальных уравнений. Поскольку указанные преобразования довольно

громоздкие, приведем здесь сразу окончательный вид этих функций в переменных η, ξ:

p =
2

a
η + C

a sin ξ

cosh η − cos ξ
+ C1, q = −

2

a
ξ − C

a sinh η

cosh η − cos ξ
+ C2.

Тогда
∮

∂D1

∂p

∂n
ds =

∫ π

−π

(

−
∂p

∂η

)
∣

∣

∣

∣

η=η1

dξ =

∫ π

−π

(

−
2

a
+

Ca sin ξ sinh η1
cosh η1 − cos ξ

)

dξ =

=

(

−
2

a
ξ −

Ca sinh η1
cosh η1 − cos ξ

)
∣

∣

∣

∣

π

−π

= −
4π

a
6= 0,

то есть первое условие однозначности смещений (3.1) для функции ϕ4 не выполняется.

А значит это слагаемое не следует включать в общий вид функции напряжений (в против-

ном случае нарушается механический смысл задачи).

Что касается функций ϕ5 и ϕ6, то выкладки для них тоже будут достаточно громоздкими,

однако можно показать, что для них все три условия (3.1) выполняются. Таким образом,

из всех функций ϕk (k = 1, 6) условия однозначности смещений нарушаются только для

функции ϕ4. Кроме того, можно заметить, что ϕ2 =
x
a
, то есть является линейной функцией,

а значит не влияет на компоненты тензора напряжений, которые выражаются через вторые

частные производные бигармонической функции. Окончательно, с учетом этих замечаний,

имеем следующий вид функции напряжений (по аналогии с (2.3)):

Φ = N (η) +
M (η)

ch η − cos ξ
, N(η) = Aη − F ch 2η −G sh 2η,

M(η) = C ch η + F ch η ch 2η +G ch η sh 2η.

(3.5)

Удовлетворяя теперь граничным условиям, аналогичным условиям (2.4):

H
∂Φ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η0

= p0ρ0, H
∂Φ

∂η

∣

∣

∣

∣

η=η1

= p1ρ1, (3.6)

после некоторых преобразований придем к следующей системе уравнений для определения

неизвестных коэффициентов функции (3.5):

A sinh 2η0 − 2C − 2F cosh 2η0 − 2G sinh η0 = p0,

A sinh 2η1 − 2C − 2F cosh 2η1 − 2G sinh η1 = p1,

A− 2F sinh 2η0 − 2G cosh 2η0 = 0,

A− 2F sinh 2η1 − 2G cosh 2η1 = 0.
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Решив эту систему, найдем коэффициенты функции напряжений (3.5), при этом оказывает-

ся, что она полностью совпадает с решением (2.8), (2.9).

Следует, однако, заметить, что граничные условия (3.6), записанные по аналогии с гид-

родинамической задачей, имеют более компактный и удобный вид, чем граничные условия

непосредственно задачи теории упругости (2.6). Из (2.7) видно, что правые части усло-

вий (2.6) достаточно громоздкие, и переход от этих условий к системе уравнений относи-

тельно коэффициентов искомой функции представляется гораздо более трудоемкой задачей,

чем в случае граничных условий (3.6).

§ 4. Заключение

Проведено исследование плоской задачи теории упругости в концентрическом и эксцен-

трическом кольце с помощью аналогии с гидродинамической задачей об определении поля

скоростей вязкой жидкости между двумя вращающимися цилиндрами, а именно:

1. Проведена аналогия между течением вязкой жидкости, заключенной между двумя

вращающимися цилиндрами, и плоской задачей теории упругости для случая концентриче-

ского кольца. Определены компоненты тензора напряжений для случая концентрического

кольца и проведено сравнение полученного решения с известным решением задачи Ламе.

2. Проведена аналогия между течением вязкой жидкости, заключенной между двумя

вращающимися цилиндрами, и плоской задачей теории упругости для случая эксцентри-

ческого кольца. Определено напряженное состояние в эксцентрическом кольце, соответ-

ствующее бигармонической функции напряжений, построенной по аналогии с изученной

гидродинамической задачей с учетом трех условий однозначности смещений на одном из

контуров границы области.

3. Исследовано аналитическое решение задачи плоской теории упругости для эксцен-

трического кольца, находящегося под равномерным внешним и внутренним давлением

и проведено сравнение полученного решения с известным решением задачи теории упру-

гости об эксцентрической трубе, находящейся под равномерным внешним и внутренним

давлением.

Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 18–31–

00220).
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The article discusses an analogy between two plane problems of continuum mechanics: the hydrodynamic

problem of the motion of a viscous fluid enclosed between two rotating cylinders, and the plane problem

of the theory of elasticity in stresses created in a tube by a constant normal external pressure. In both

problems, the solution domain is a ring; within the framework of this paper, two cases are considered: a
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concentric and an eccentric ring. In the first part of the article, an analogy is constructed for the case of

a concentric ring; it is shown that in this case the solutions to the problems in question are expressed by

functions of the same type. The second part of the article presents an attempt to build a direct analogy

for the case of an eccentric ring and identifies the problems that arise. The third part of the article is

aimed at establishing the stress state in the eccentric ring corresponding to the biharmonic stress function

constructed by analogy with the hydrodynamic problem under study, taking into account the conditions

for the single-valued displacements. As a result of the study, it can be concluded that an analogy between

the problems under consideration can be established, but only taking into account the mechanical features

of each of them. In the case of a concentric ring, there is a direct analogy.

Funding. The research was supported by the Russian Foundation for Basic Research (project no. 18–31–

00220).
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