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Работа посвящена построению приближенных решений краевых задач в прямоугольнике для на-

груженного модифицированного уравнения влагопереноса дробного порядка с оператором Бесселя,

выступающих в качестве математических моделей движения влаги и солей в почвах с фрактальной

организацией. Построены разностные схемы для дифференциальных задач. Методом энергетиче-

ских неравенств выведены априорные оценки решений рассматриваемых задач в дифференциальной

и разностной трактовках. Из полученных априорных оценок следуют единственность, устойчивость

решения по начальным данным и правой части, а также сходимость решения разностной задачи

к решению соответствующей дифференциальной задачи со скоростью, равной порядку погрешности

аппроксимации. Построен алгоритм численного решения разностных схем, полученных при аппрок-

симации краевых задач для нагруженного модифицированного уравнения влагопереноса дробного

порядка с оператором Бесселя. Проведены численные эксперименты, иллюстрирующие полученные

в работе теоретические выкладки.
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В настоящее время проявляется повышенный рост внимания исследователей к фрак-

тальному анализу, дробному исчислению, а также развитию методов решения начально-

краевых задач для уравнений, выступающих в качестве математических моделей процессов

переноса в средах с фрактальной структурой [1–5].

Существуют различные определения фрактала [3, c. 194], [6, с. 15]. Более физическим

и наглядным является определение Б. Мандельброта — определения фрактала как струк-

туры, состоящей из частей, которые в каком-то смысле подобны целому, образно говоря,

выглядят одинаково, в каком бы масштабе ее ни наблюдать.

В основе математических моделей процессов фильтрации в пористых средах с фрак-

тальной организацией и памятью лежат дифференциальные уравнения дробного порядка

как по временной, так и по пространственной переменной и их разностные аналоги. Силь-

но пористые среды, каковым, например, является почвогрунт, образуют эффективное по-

ровое пространство, которое является примером системы, близкой к фрактальной. Одной

из важнейших характеристик почв, оказывающих влияние практически на все почвенные

свойства, является их влажность. Зависимость фрактальной размерности почвы от влаж-

ности существенно может повлиять на процесс нестационарного движения влаги в этой

капиллярно-пористой среде.

Хорошо известно, что решение многих практически важных задач, возникающих при

исследовании процессов фильтрации жидкости в трещиновато-пористых средах [7], дви-

жения подземных вод со свободной поверхностью в многослойных средах [8], переноса

влаги [9, 10], тепла [11] и солей [12] в пористых средах, связано с необходимостью иссле-

дования краевых задач для псевдопараболического уравнения

ut = (k(x, t)ux)x + (η(x, t)ux)xt + r(x, t)ux − q(x, t)u(x, t) + f(x, t).

https://doi.org/10.35634/vm200202


М. Х. Бештоков 159

Нагруженными дифференциальными уравнениями называются уравнения, содержащие

функции от решения на многообразиях меньшей размерности, чем размерность области

определения искомой функции. Краевые задачи для нагруженных дифференциальных урав-

нений возникают при изучении движении подземных вод, в задачах управления качеством

водных ресурсов, когда в водоем поступает из n источников загрязняющее вещество опре-

деленной интенсивности, при построении математической модели переноса дисперсных

загрязнений в пограничном слое атмосферы.

Краевые задачи для нагруженных псевдопараболических уравнений рассматривались

в [13]. Задачи расчета тепломассообмена с сосредоточенными источниками (стоками) пере-

носимой субстанции [14] и, подобно [15, 16], задачи регулирования уровня грунтовых вод

при орошении приводят к необходимости исследования краевых задач для нагруженных

псевдопараболических уравнений.

Так, в работе [17] исследуется разрешимость нелокальной задачи с интегральным усло-

вием для нагруженного псевдопараболического уравнения третьего порядка. С помощью

метода Римана доказаны существование и единственность классического решения исследу-

емой задачи.

Численным методам решения некоторых нагруженных дифференциальных уравнений

посвящены работы [18–23].

В работе [18] методом конечных разностей исследуются краевые задачи для нагружен-

ных обыкновенных и с частными производными дифференциальных уравнений.

Работа [19] посвящена численному решению нагруженных дифференциальных уравне-

ний с частными производными. Рассмотрена краевая задача относительно параболического

уравнения с различными вариантами точечного нагружения. Применением методов раз-

ностной аппроксимации рассматриваемые задачи приводятся к системам алгебраических

уравнений специальной структуры, для решения которых предлагается параметрическое

представление, использующее решения вспомогательных линейных систем с трехдиаго-

нальными матрицами.

В работе [20] предложена компактная трехслойная разностная схема повышенного по-

рядка аппроксимации для решения интегро-дифференциального уравнения диффузии, до-

казаны устойчивость и сходимость компактной схемы. Для подтверждения теоретических

результатов проведены численные расчеты.

В работах автора [21–23] рассматриваются локальные и нелокальные краевые задачи

для нагруженных псевдопараболических уравнений третьего порядка с переменными коэф-

фициентами. Для решения поставленных задач получены априорные оценки в дифферен-

циальной и разностной трактовках, откуда следуют единственность, устойчивость, а также

сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной

задачи.

Численным методам решения краевых задач для уравнения диффузии дробного порядка

посвящены работы [24–31].

Так, в работе [24] получены результаты, позволяющие применять метод энергетических

неравенств для получения априорных оценок краевых задач для уравнения дробного по-

рядка в дифференциальной и разностной трактовках, как и в классическом случае (α = 1).
В [25] построен новый разностный аналог (называемая формулой L2− 1σ), обеспечива-

ющий порядок аппроксимации дробной производной Капуто O(τ 3−α). Доказаны устойчи-

вость предлагаемых схем, а также их сходимость в L2-норме со скоростью, равной порядку

погрешности аппроксимации.

В [26, 27] рассматриваются краевые задачи для псевдопараболических уравнений дроб-

ного порядка. Для решения поставленных задач получены априорные оценки в дифферен-

циальной и разностной трактовках. Для каждой из рассмотренных задач доказана сходи-
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мость решения разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной задачи.

Для одной краевой задачи построен алгоритм численного решения.

В [28] построен разностный аналог дробной производной дискретно-распределенного

порядка с обобщенными функциями памяти (аналог формулы L1). Исследованы основные

свойства этого разностного оператора, на его основе построены разностные схемы второго

и четвертого порядков аппроксимации по пространственной переменной и дробного поряд-

ка 2 − α0 по временной переменной. Доказаны устойчивость предложенных разностных

схем, а также их сходимость в сеточной L2-норме со скоростью, равной порядку погреш-

ности аппроксимации.

Работы [29–31] посвящены исследованию различных краевых задач для дифференци-

альных уравнений в частных производных дробного порядка с эффектом запаздывания по

времени. В физическом аспекте понятия «память», «последействие», «запаздывание», «на-

следственность» считаются очень близкими.

В работе [32] предложены и исследованы математические модели водного режима в поч-

вогрунтах с фрактальной структурой. В основе этих моделей лежат дифференциальные

уравнения Аллера с дробной по времени производной.

В настоящей работе исследуются краевые задачи для нагруженного модифицированно-

го уравнения влагопереноса дробного порядка с оператором Бесселя, выступающие в ка-

честве математических моделей движения влаги и солей в почвах с фрактальной орга-

низацией. Неклассичность рассматриваемых задач заключается в том, что вместо первой

производной по времени нагруженное уравнение содержит производную дробного порядка

в смысле Капуто, а вместо второй производной по пространственной переменной — син-

гулярный дифференциальный оператор второго порядка с переменными коэффициентами,

обобщающий оператор Бесселя. Оба неклассических направления (и уравнения дробного

порядка, и уравнения с особенностями типа оператора Бесселя) актуальны в силу обилия

разнообразных приложений, в которых возникают такие неклассические объекты. Методом

энергетических неравенств выведены априорные оценки решений рассматриваемых задач

в дифференциальной и разностной трактовках. Из полученных априорных оценок следуют

единственность и устойчивость решения по начальным данным и правой части, а также

сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной

задачи со скоростью O(h2 + τ 2).
Разностным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для псевдопара-

болических уравнений с оператором Бесселя посвящены работы [33–35]. Настоящая работа

является непосредственным продолжением этой серии работ.

§ 1. Постановка краевой задачи с условием первого рода

В замкнутом цилиндре QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим краевую

задачу для нагруженного модифицированного уравнения влагопереноса дробного порядка

с оператором Бесселя:

∂α
0tu =

1

xm

∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂α
0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u(x0, t)+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T, (1.1)

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.2)

u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (1.4)
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где

0 < c0 6 k(x, t), η(x) 6 c1, |r(x, t), rx(x, t), kx(x, t), q(x, t)| 6 c2, 0 6 m 6 2, (1.5)

∂α
0tu =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ — дробная производная в смысле Капуто порядка α, где

0 < α < 1, ci, i = 0, 1, 2, — положительные числа, Π(x, t) = kux + ∂α
0t

(
η(x)ux

)
.

В случае когда α = 1, различные краевые задачи для модифицированного уравнения

влагопереноса с оператором Бесселя изучались в работах [33, 34].

При x = 0 ставится условие ограниченности решения |u(0, t)| < ∞, которое эквива-

лентно условию (1.2), равносильному в свою очередь тождеству Π(x, t) = 0 [36, c. 173],

если функции r(0, t), k(0, t), q(0, t), f(0, t) конечны.

В дальнейшем будем предполагать, что задача (1.1)–(1.4) имеет единственное решение,

обладающее нужными по ходу изложения производными. Будем также считать, что коэффи-

циенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым по ходу изложения

условиям гладкости, обеспечивающей нужный порядок аппроксимации разностной схемы.

По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числа Mi,

i = 1, 2, . . ., зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

§ 2. Априорная оценка в дифференциальной форме

Для получения априорной оценки решения задачи (1.1)–(1.4) в дифференциальной фор-

ме введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(
u, v

)
=

∫ l

0

uv dx, ‖u‖20 =
(
u, u

)
, где u, v — заданные на [0, l] функции.

Умножим уравнение (1.1) скалярно на xmu:
(
∂α
0tu, x

mu
)
=

((
xmkux

)
x
, u
)
+
(
∂α
0t

(
xmηux

)
x
, u
)
+

+
(
rux, x

mu
)
−
(
qu(x0, t), x

mu
)
+
(
f, xmu

)
.

(2.1)

Преобразуя интегралы, входящие в тождество (2.1), пользуясь неравенством Коши с ε

и леммой 1 [24], после несложных преобразований, с учетом

−
(
qu(x0, t), x

mu
)
= −

∫ l

0

xmqu(x0, t)u dx = −u(x0, t)

∫ l

0

xmqu dx 6

6
1

2
u2(x0, t) +

1

2
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,

из (2.1) находим

1

2
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1

2

∫ l

0

η∂α
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m
2 ux)

2 dx+

∫ l

0
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6 xmuΠ(x, t)|l0 +M2

(
‖x

m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
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)
+

1

2
‖x

m
2 f‖20.

(2.2)

Учитывая условия (1.2), (1.3), из (2.2) находим

∂α
0t‖x

m
2 u‖20 +

∫ l

0

η∂α
0t(x

m
2 ux)

2 dx+

∫ l

0

xmku2
x dx 6 M3‖x

m
2 u‖2W 1

2
(0,l) +M4‖x

m
2 f‖20. (2.3)
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Тогда, применяя к обеим частям (2.3) оператор дробного интегрирования D−α
0t , получим

‖x
m
2 u‖2W 1

2
(0,l) +D−α

0t ‖x
m
2 ux‖

2
0 6

6 M5D
−α
0t ‖x

m
2 u‖2W 1

2
(0,l) +M6

(
D−α

0t ‖x
m
2 f‖20 + ‖x

m
2 u0(x)‖

2
W 1

2
(0,l)

)
,

(2.4)

где ‖x
m
2 ‖2

W 1
2
(0,l)

= ‖x
m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
0.

С помощью леммы 2 [24] из (2.4) получаем следующую априорную оценку:

‖x
m
2 u‖2W 1

2
(0,l) +D−α

0t ‖x
m
2 ux‖

2
0 6 M

(
D−α

0t ‖x
m
2 f‖20 + ‖x

m
2 u0(x)‖

2
W 1

2
(0,l)

)
, (2.5)

где M — положительная постоянная, зависящая только от входных данных задачи (1.1)–(1.4),

D−α
0t u =

1

Γ(α)

∫ t

0

udτ

(t− τ)1−α
— дробный интеграл Римана–Лиувилля порядка α, 0 < α < 1.

Теорема 1. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),
u(x, t) ∈ C2,0

(
QT

)
∩ C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5), тогда для

решения u(x, t) задачи (1.1)–(1.4) справедлива априорная оценка (2.5).

Из априорной оценки (2.5) следуют единственность и устойчивость решения по началь-

ным данным и правой части.

§ 3. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1)–(1.4) поставим в соответ-

ствие разностную схему порядка аппроксимации O

(
h2 + τ 2

x

)
:
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i

(
xm
i+0.5a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
− d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(3.1)

κ0a1y
(σ)
(x,0) +∆α

0tj+σ

(
γ1yx,0

)
=

0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 + d0

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))
− µ, x = 0, (3.2)

y
(σ)
N = 0, t ∈ ωτ , x = l, (3.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (3.4)

где ∆α
0tj+σ

y = τ1−α

Γ(2−α)

j∑
s=0

c
(α,σ)
j−s yst — дискретный аналог дробной производной Капуто по-

рядка α, 0 < α < 1 (формула L2 − 1σ), обеспечивающий высокий порядок аппроксима-

ции O(τ 3−α) [25], нежели чем разностный аналог, известный под названием формула L1.

a
(α,σ)
0 = σ1−α, a

(α,σ)
l =

(
l + σ

)1−α

−
(
l − 1 + σ

)1−α

, l > 1, σ = 1−
α

2
,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
−

1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

при j = 0, c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ;
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при j > 0, c(α,σ)s =





a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

c(α,σ)s >
1− α

2
(s+ σ)−α > 0, aji = k(xi−0.5, t

j+σ), γi = η(xi−0.5), b
±j
i =

κir
±j+σ
i

k
j+σ
i

,

y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj, rN = r(l, t) = r
j+σ
N > 0, r = r+ + r−, r0 = r(0, t) = r

j+σ
0 6 0,

κi = 1 +
m(m− 1)h2

24x2
i

, i = 1, N − 1, r+ = 0.5(r + |r|) > 0, r− = 0.5(r − |r|) 6 0,

d
j
i =

{
κiq

j+σ
i , i 6= 0, N,

q
j+σ
i , i = 0, N,

ϕ
j
i =

{
κif

j+σ
i , i 6= 0, N,

f
j+σ
i , i = 0, N,

h̄ =

{
0.5h, i = 0,

h, i 6= 0, N,

κi =
1

1 +Ri

, Ri =
0.5h|ri|κi

ki−0.5

, κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
(m+1)a1

, r0 6 0, |r| = r+ − r−,

µ =
0.5h

m+ 1
ϕ0, Y = ŷ + y, ŷ = yj+1, yt =

ŷ − y

τ
, y = y

j
i = y(xi, tj), t

∗ = tj+σ,

x−
i0
=

xi0+1 − x0

h
, x+

i0
=

x0 − xi0

h
, xi0 6 x0 6 xi0+1.

Для численного решения разностной схемы (3.1)–(3.4), полученной при аппроксимации

задачи (1.1)–(1.4), удобно использовать метод параметрической прогонки [37, с. 131].

Введем скалярные произведения и норму:

(
u, v

)
=

N−1∑

i=1

uivih, ‖u‖
2
1 =

(
1, u2

)
, ‖ux]|

2
0 =

(
1, u2

x

]
, ‖u]|20 =

N∑

i=1

u2
i h̄ =

(
1, u2

]
.

Найдем теперь априорную оценку, для этого умножим (3.1) скалярно на xmy(σ):
(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

)
=

(
κ(xm

i−0.5a
j
iy

(σ)
x )x, y

(σ)
)
+

+
(
∆α

0tj+σ
(xm

i−0.5γiyx,i)x, y
(σ)

)
+
(
b−jxm

i−0.5a
j
iy

(σ)
x,i , y

(σ)
)
+

+
(
b+jxm

i+0.5a
j
i+1y

(σ)
x,i , y

(σ)
)
−
(
d
(σ)
i

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, xmy(σ)

)
+
(
ϕ, xmy(σ)

)
.

(3.5)

Оценивая суммы, входящие в (3.5), с учетом леммы 1 [25] после несложных преобразо-

ваний из (3.5) находим

1

4

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+
(
xm
i−0.5

γi

2
,∆α

0tj+σ
(yx)

2
]
+

1

1 + hM2

(
xm
i−0.5aκ, (y

(σ)
x )2

]
6

6 xm
i−0.5y

(σ)
[
κaiy

(σ)
x +∆α

0tj+σ
(γiyx)

]∣∣∣
N

0
− (xm

i−0.5aκx, y
(σ)
x y(σ)

]
+

+
(
b−j(xm

i−0.5a
j
iy

(σ)
x ), y(σ)

)
+
(
b+j(xm

i+0.5a
j
i+1y

(σ)
x ), y(σ)

)
+

+M4

(
‖x

m
2 y(σ)‖21 + ‖x

m
2

i−0.5y
(σ)
x ]|20

)
+

1

2
‖x

m
2 ϕ‖21.

(3.6)

Преобразуем второе, третье и четвертое слагаемые в правой части (3.6), тогда получим

−
(
xm
i−0.5aκx, y

(σ)
x y(σ)

]
+
(
b−j(xm

i−0.5a
j
iy

(σ)
x ), y(σ)

)
+

+
(
b+j(xm

i+0.5a
j
i+1y

(σ)
x ), y(σ)

)
6 M5

(
‖x

m
2 y(σ)‖21 + ‖x

m
2

i−0.5y
(σ)
x ]|20

)
.

(3.7)
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Преобразуем первое выражение в правой части (3.6):

xm
i−0.5y

(σ)
[
κaiy

(σ)
x +∆α

0tj+σ
(γiyx)

]∣∣∣
N

0
=

= −xm
0.5y

(σ)
0

[ 0.5h

m+ 1

(
∆α

0tj+σ
y0 + d0

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))
− µ

]
=

= −
0.5h

m+ 1
xm
0.5y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 −

0.5h

m+ 1
xm
0.5d0

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
y
(σ)
0 + xm

0.5µy
(σ)
0 6

6 −
1

2

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
(x

m
2

0.5y0)
2 +M6

(
‖x

m
2 y(σ)‖21 + ‖x

m
2

i−0.5y
(σ)
x ]|20 +

(
x

m
2

0.5y
(σ)
0

)2)
+ µ2.

(3.8)

Учитывая (3.7), (3.8), из (3.6) получаем

1

4

(
1,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

)
+
(γi
2
,∆α

0tj+σ
(xm

i−0.5yx)
2
]
+

+
h

4(m+ 1)
∆α

0tj+σ
(x

m
2

0.5y0)
2 +M5‖x

m
2 y

(σ)
x ]|20 6

6 M6

(
‖x

m
2 y(σ)‖21 + ‖x

m
2 y

(σ)
x ]|20 + (x

m
2

0.5y
(σ)
0 )2

)
+M7

(
‖x

m
2 ϕ‖21 + µ2

)
.

(3.9)

Из (3.9) получаем

∆α
0tj+σ

‖x
m
2 y‖22 + ‖x

m
2 y

(σ)
x ]|20 6 M8‖x

m
2 y(σ)‖22 +M9

(
‖x

m
2 ϕ‖21 + µ2

)
, (3.10)

где ‖x
m
2 y‖22 = ‖x

m
2 y‖21 + ‖x

m
2 yx]|

2
0 + (x

m
2

0.5y0)
2.

Перепишем (3.10) в другой форме:

∆α
0tj+σ

‖x
m
2 y‖22 6 Mσ

10‖x
m
2 yj+1‖22 +Mσ

11‖x
m
2 yj‖22 +M9

(
‖x

m
2 ϕ‖21 + µ2

)
. (3.11)

На основании леммы 7 [26] из (3.11) получаем

‖x
m
2 yj+1‖22 6 M

(
‖x

m
2 y0‖22 + max

06j′6j

(
‖x

m
2 ϕj ′

‖21 + µ2
))

, (3.12)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.5), тогда существуют такие h0, τ0, что если

h 6 h0, τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (3.1)–(3.4) справедлива априорная

оценка (3.12).

Из априорной оценки (3.12) следуют единственность и устойчивость решения разност-

ной схемы (3.1)–(3.4) по начальным данным и правой части, а также сходимость решения

разностной задачи (3.1)–(3.4) к решению дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) в сеточной

норме ‖x
m
2 zj+1‖22 со скоростью O (h2 + τ 2) [25] — так, что если существуют такие h0, τ0, то

при h 6 h0, τ 6 τ0 справедлива априорная оценка

‖x
m
2

(
yj+1 − uj+1

)
‖2 6 M‖x

m
2
−1‖1

(
h2 + τ 2

)
6 M

(
h2 + τ 2

)
,

где M — положительное число, не зависящее от h и τ.
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§ 4. Постановка краевой задачи с условием третьего рода и априорная оценка

в дифференциальной форме

Рассмотрим краевую задачу с условием третьего рода для уравнения (1.1). Для этого

заменим условие (1.3) условием вида

−Π(l, t) = β(t)u(l, t)− µ(t), |β| 6 c2. (4.1)

Для получения априорной оценки решения умножим (1.1) скалярно на xmu. Тогда

из (2.1) после некоторых преобразований находим

1

2
∂α
0t‖x

m
2 u‖20 +

1

2

∫ l

0

η∂α
0t(x

m
2 ux)

2 dx+

∫ l

0

xmku2
x dx 6

6 xmuΠ(x, t)
∣∣l
0
+M1

(
‖x

m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
0

)
+

1

2
‖x

m
2 f‖20.

(4.2)

Преобразуем первое слагаемое в правой части (4.2):

xmuΠ(x, t)|l0 = lmu(l, t)
(
µ(t)− β(t)u(l, t)

)
= lmµ(t)u(l, t)− lmβ(t)u2(l, t) 6

6 M2

(
‖x

m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
0

)
+ µ2(t).

(4.3)

Учитывая (4.3), из (4.2) с учетом преобразований (2.3)–(2.5) находим априорную оценку

‖x
m
2 u‖2W 1

2
(0,l) +D−α

0t ‖x
m
2 ux‖

2
0 6 M

(
D−α

0t

(
‖x

m
2 f‖20 + µ2(t)

)
+ ‖x

m
2 u0(x)‖

2
W 1

2
(0,l)

)
, (4.4)

где ‖x
m
2 u‖2

W 1
2
(0,l)

= ‖x
m
2 u‖20 + ‖x

m
2 ux‖

2
0, M− положительное число, зависящее только от

входных данных задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Если k(x, t) ∈ C1,0(QT ), η(x) ∈ C1[0, l], r(x, t), q(x, t), f(x, t) ∈ C(QT ),
u(x, t) ∈ C2,0

(
QT

)
∩ C1,0

(
QT

)
, ∂α

0tu(x, t) ∈ C(QT ) и выполнены условия (1.5), (4.1), то-

гда для решения u(x, t) задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) справедлива априорная оценка (4.4).

Из априорной оценки (4.4) следуют единственность и устойчивость решения по правой

части и начальным данным.

§ 5. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) поставим

в соответствие разностную схему порядка аппроксимации O

(
h2 + τ 2

x

)
:

κ∆α
0tj+σ

yi =
κ

xm
i

(
xm
i−0.5a

j
iy

(σ)
x,i

)
x
+

1

xm
i

∆α
0tj+σ

(
xm
i−0.5γiyx,i

)
x
+

b−j

xm
i

(
xm
i−0.5a

j
iy

(σ)
x,i

)
+

+
b+j

xm
i

(
xm
i+0.5a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
− d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ ϕ

j
i , (x, t) ∈ ωh,τ ,

(5.1)

κ0a1y
(σ)
x,0 +∆α

0tj+σ

(
γ1yx,0

)
=

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 + β1

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− µ1,

t ∈ ωτ , x = 0,
(5.2)
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−
(
κNaNy

(σ)
x,N +∆α

0tj+σ

(
γyx

)
N

)
=

κ̃βy
(σ)
N + 0.5h∆α

0tj+σ
yN + β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− µ2,

x = N,

(5.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, t = 0, (5.4)

где

β1 =
0.5h

m+ 1
d
j
0, β2 = 0.5hdjN , µ1 =

0.5h

m+ 1
ϕ
j
0, µ2 = κ̃µj+σ + 0.5hϕj

N ,

κ̃ = 1 +
0.5hm

l
=

1

1− 0.5hm
l

,κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|

(m+1)kj+σ
0.5

, r
j+σ
0 6 0, κN =

1

1 + 0.5h
|rj+σ

N
|

kN−0.5

, r
j+σ
N > 0.

Перепишем задачу (5.1)–(5.4) в операторной форме

{
κ∆α

0tj+σ
y = Λ(tj+σ)y(σ) + δy + Φ,

y(x, 0) = u0(x),
(5.5)

где

κ =

{
κi, x ∈ ωh,

1, x = 0, l,
κi = 1 +

m(m− 1)h2

24x2
i

, t∗ = tj+1/2,

Λ(tj+σ)y(σ) =





Λ̃(tj+σ)y
(σ)
i =

κi

xm
i

(
xm
i−0.5a

j
iy

(σ)
x,i

)
x
+

b−j

xim

(
xm
i−0.5a

j
iy

(σ)
x,i

)
+

+
b+j

xm
i

(
xm
i+0.5a

j
i+1y

(σ)
x,i

)
− d

j
i

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
,

Λ−y
(σ)
0 =

(m+ 1)
(
κ0a1y

(σ)
x,0 − β1

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))

0.5h
, x = 0,

Λ+y
(σ)
N = −

κNaNy
(σ)
x,N + κ̃βy

(σ)
N + β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)

0.5h
, x = l,

δ(t)y =





δyi =
1
xm
i

∆α
0tj+σ

(
xm
i−0.5γiyx,i

)
x
, (x, t) ∈ ωhτ ,

δ−y0 =
m+1
0.5h

∆α
0tj+σ

(
γ1yx,0

)
, x = 0,

δ+yN = − 1
0.5h

∆α
0tj+σ

(
γNyx,N

)
, x = l,

Φ =





ϕ = ϕi, (x, t) ∈ ωhτ ,

ϕ− = (m+1)
0.5h

µ1, x = 0,

ϕ+ = 1
0.5h

µ2, x = l.

Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:

(
u, v

]
=

N∑

i=1

uivih̄, ‖u]|20 =
N∑

i=1

u2
i h̄, h̄ =

{
0.5h, i = N,

h, i 6= N.
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Умножим (5.5) теперь скалярно на xmy(σ), тогда получим

(
κ∆α

0tj+σ
y, xmy(σ)

]
=

(
Λ(tj+σ)y

(σ), xmy(σ)
]
+
(
δy, xmy(σ)

]
+
(
Φ, xmy(σ)

]
. (5.6)

После некоторых несложных преобразований из (5.6) получим

(
κ

2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 y)2

]
+
(γi
2
,∆α

0tj+σ
(x

m
2 yx)

2
]
+

1

1 + hM1

(
xmaiκ, (y

(σ)
x )2

]
6

6 M2

(
‖x

m
2 y(σ)]|20 + ‖x

m
2 y

(σ)
x ]|20

)
−
(
d
(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, xm

i y
(σ)

)
+

+
(
xm
N − xm

N

)
y
(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
x,N +∆α

0tj+σ
(γNyx,N)

)
−

− xm
0.5y

(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 +∆α

0tj+σ
(γ1yx,0)

)
+

+
(
ϕ, xmy(σ)

)
+ y

(σ)
N xm

N

(
µ2 − κ̃βy

(σ)
N − β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))
.

(5.7)

Преобразуем третье, четвертое и шестое слагаемые в правой части (5.7) с учетом (5.2), (5.3)

(
xm
N − xm

N

)
y
(σ)
N

(
κNaNy

(σ)
xN +∆α

0tj+σ
(γNyx,N)

)
−

− xm
0.5y

(σ)
0

(
κ0a1y

(σ)
x,0 +∆α

0tj+σ
(γ1yx,0)

)
+

+ xm
Ny

(σ)
N

(
µ2 − κ̃βy

(σ)
N − β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))
=

=
(
xm
N − xm

N

)
y
(σ)
N

[
µ2 − κ̃βy

(σ)
N − β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− 0.5h∆α

0tj+σ
yN

]
+

+ xm
Ny

(σ)
N

[
µ2 − κ̃βy

(σ)
N − β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)]
−

− xm
0.5y

(σ)
0

[
β1

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+

0.5h

m+ 1
∆α

0tj+σ
y0 − µ1

]
=

= y
(σ)
N xm

N

[
µ2 − κ̃βy

(σ)
N − β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)]
−

− 0.5hy
(σ)
N (xm

N − xm
N)∆0tj+σ

yN − xm
0.5y

(σ)
0

[
β1

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− µ1

]
−

−
0.5h

m+ 1
xm
0.5y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 6

6 xm
Nµ2y

(σ)
N − xm

Ny
(σ)
N

(
κ̃βy

(σ)
N + β2

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

))
−

− β1x
m
0.5y

(σ)
0

(
y
(σ)
i0

x−
i0
+ y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ xm

0.5µ1y
(σ)
0 −

−
h

4

(
xm
N − xm

N

)
∆α

0tj+σ
y2N −

h

4(m+ 1)
xm
0.5∆

α
0tj+σ

y20.

(5.8)

Учитывая (5.8), из (5.7) после некоторых преобразований находим

∆α
0tj+σ

‖x
m
2 y]|21 + ‖x

m
2 y

(σ)
x ]|20 6 M6‖x

m
2 y(σ)]|21 +M7

(
‖x

m
2 ϕ‖20 + µ2

1 + µ2
2

)
, (5.9)

где ‖x
m
2 y]|21 = ‖x

m
2 y]|20 + ‖x

m
2 yx]|

2
0 +

(
x

m
2

0.5y0
)2
.

С помощью леммы 7 [26] из (5.9) получаем априорную оценку

‖x
m
2 yj+1]|21 6 M

(
‖x

m
2 y0]|21 + max

06j′6j

(
‖x

m
2 ϕj ′

‖20 + µ2
1 + µ2

2

))
, (5.10)



168 Краевые задачи для нагруженного модифицированного уравнения влагопереноса

где M — положительное число, не зависящее от h и τ .

Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.5), (4.1), тогда существуют такие h0, τ0, что

если h 6 h0, τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (5.1)–(5.4) справедлива априорная

оценка (5.10).

Из априорной оценки (5.10) следуют единственность и решения разностной схемы (5.1)–

(5.4) по начальным данным и правой части, а также сходимость решения разностной задачи

(5.1)–(5.4) к решению дифференциальной задачи (1.1), (1.2), (4.1), (1.4) в сеточной норме

‖x
m
2 zj+1]|21 со скоростью O (h2 + τ 2) [25] — так, что если существуют такие τ0, h0, то при

τ 6 τ0, h 6 h0, справедлива априорная оценка

‖x
m
2

(
yj+1 − uj+1

)
]|1 6 M

(
h2 + τ 2

)
,

где M — положительное число, не зависящее от h и τ .

Замечание 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда

уравнение (1.1) имеет вид

∂α
0tu =

1

xm

∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂α
0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
−

−

p∑

s=1

qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

если потребовать выполнения условия |qs| 6 c2.

§ 6. Результаты численного эксперимента

Рассмотрим следующий тестовый пример:

∂α
0tu =

1

xm

∂

∂x

(
xmk(x, t)

∂u

∂x

)
+

1

xm
∂α
0t

∂

∂x

(
xmη(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u(x0, t)+ f(x, t),

0 < x < l, 0 < t 6 T,

lim
x→0

xmΠ(x, t) = 0, 0 6 t 6 T,

−Π(l, t) = β(t)u(l, t)− µ(t), 0 6 t 6 T,

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l,

где

k(x, t) = ex+t, η(x) = ex, r(x, t) = (x− 0.5) cos(x+ t), q(x, t) = xt2,

β(t) =
e(l+t)

l
, µ(t) = 5e(l+t)t3l3 + 4ell3

(
6t3−α

Γ(4− α)
+

24t4−α

Γ(5− α)

)
,

f(x, t) =
6t3−α

Γ(4− α)
x4 − 4t3ex+t(x3 + 3x2) + xt5x4

0 − 4ex(x3 + 3x2)

(
6t3−α

Γ(4− α)
+

24t4−α

Γ(5− α)

)
−

− 4(x− 0.5) cos(x+ t)t3x3 − 4mt3ex+tx2 − 4mexx2

(
6t3−α

Γ(4− α)
+

24t4−α

Γ(5− α)

)
,

u0(x) = 0, l = 1, T = 1.
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Точное решение задачи u(x, t) = t3x4.

Ниже в таблице при различных значениях α = 0.01, 0.5, 0.99, x0 = 0.1, 0.5, 0.9, m = 2
и уменьшении размера сетки приведены максимальное значение погрешности (z = y − u)

и порядок сходимости (ПС) в нормах ‖·]|0 и ‖ · ‖C(w̄hτ ), где ‖y‖C(w̄hτ ) = max
(xi,tj)∈w̄hτ

|y|, когда

h = τ . Погрешность уменьшается со скоростью O (h2 + τ 2). Порядок сходимости опреде-

ляется по следующей формуле: ПС= log h1
h2

‖z1]|0
‖z2]|0

, где zi — это погрешность, соответствую-

щая hi.

Таблица

α x0 h max
0<j<j0

‖zj ]|0 ПС в ‖·]|0 ‖z‖C(w̄hτ ) ПС в ‖ · ‖C(w̄hτ )

0.01 0.1 1
100

2.3289e-4 4.0169e-4
1

200
5.7829e-5 2.0098 1.0003e-4 2.0056

1
400

1.4407e-5 2.0049 2.4958e-5 2.0029
1

800
3.5958e-6 2.0025 6.2333e-6 2.0014

0.5 1
100

2.3103e-4 4.0002e-4
1

200
5.7366e-5 2.0098 9.9612e-5 2.0057

1
400

1.4292e-5 2.0050 2.4853e-5 2.0029
1

800
3.5669e-6 2.0025 6.2071e-6 2.0014

0.9 1
100

2.2584e-4 3.9531e-4
1

200
5.6070e-5 2.0100 9.8436e-5 2.0057

1
400

1.3968e-5 2.0051 2.4559e-5 2.0029
1

800
3.4859e-6 2.0025 6.1336e-6 2.0015

0.5 0.1 1
100

3.5759e-4 5.5375e-4
1

200
8.9017e-5 2.0061 1.3794e-4 2.0052

1
400

2.2211e-5 2.0028 3.4421e-5 2.0027
1

800
5.5479e-6 2.0012 8.5966e-6 2.0015

0.5 1
100

3.5573e-4 5.5208e-4
1

200
8.8554e-5 2.0062 1.3753e-4 2.0052

1
400

2.2095e-5 2.0028 3.4316e-5 2.0027
1

800
5.5190e-6 2.0012 8.5704e-6 2.0015

0.9 1
100

3.5107e-4 5.4784e-4
1

200
8.7391e-5 2.0062 1.3647e-4 2.0052

1
400

2.1805e-5 2.0028 3.4053e-5 2.0027
1

800
5.4466e-6 2.0012 8.5046e-6 2.0014

0.99 0.1 1
100

5.3072e-4 7.4972e-4
1

200
1.3214e-4 2.0059 1.8685e-4 2.0045

1
400

3.2969e-5 2.0029 4.6637e-5 2.0023
1

800
8.2346e-6 2.0014 1.1649e-5 2.0012

0.5 1
100

5.2879e-4 7.4793e-4
1

200
1.3166e-4 2.0059 1.8640e-4 2.0045

1
400

3.2848e-5 2.0029 4.6525e-5 2.0023
1

800
8.2043e-6 2.0014 1.1621e-5 2.0012

0.9 1
100

5.2406e-4 7.4349e-4
1

200
1.3048e-4 2.0059 1.8529e-4 2.0045

1
400

3.2554e-5 2.0029 4.6249e-5 2.0023
1

800
8.1308e-6 2.0014 1.1552e-5 2.0012
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The paper is devoted to the construction of approximate solutions of boundary value problems in a

rectangle for a loaded modified fractional-order moisture transfer equation with the Bessel operator,

which act as mathematical models of the movement of moisture and salts in soils with fractal organization.

Difference schemes for differential problems are constructed. The method of energy inequalities is used

to derive a priori estimates of solutions to the problems under consideration in differential and difference

interpretations. The obtained a priori estimates are followed by uniqueness, stability of the solution from

the initial data and the right part, as well as convergence of the solution of the difference problem to the

solution of the corresponding differential problem with a speed equal to the order of approximation error.

An algorithm for the numerical solution of difference schemes obtained by approximating boundary value

problems for a loaded modified fractional-order moisture transfer equation with the Bessel operator is

constructed.
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