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КРИТЕРИЙ РАВНОМЕРНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ ДОСТИЖИМОСТИ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Рассматривается линейная нестационарная управляемая система

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R, (1)

с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-периодическими матрицами коэффициентов A(·)
и B(·). Управление в системе (1) строится по принципу линейной обратной связи u = U(t)x с ку-

сочно-непрерывной и ограниченной матричной функцией U(t), t ∈ R. Для замкнутой системы

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t ∈ R, (2)

исследуется вопрос об условиях ее равномерной глобальной достижимости. Наличие последнего

свойства у системы (2) означает существование такой матричной функции U(t), t ∈ R, которая обес-

печивает для матрицы Коши XU (t, s) этой системы выполнение равенств XU ((k+1)T, kT ) = Hk при

фиксированном T > 0 и произвольных k ∈ Z, detHk > 0. Представленная задача решается в пред-

положении равномерной полной управляемости (в смысле Калмана) системы (1), соответствующей

замкнутой системе (2), т. е. при условии существования для системы (1) таких чисел σ > 0 и αi > 0,
i = 1, 4, что при всяких числе t0 ∈ R и векторе ξ ∈ R

n справедливы неравенства

α1‖ξ‖2 6 ξ∗
∫ t0+σ

t0

X(t0, s)B(s)B∗(s)X∗(t0, s) ds ξ 6 α2‖ξ‖2,

α3‖ξ‖2 6 ξ∗
∫ t0+σ

t0

X(t0 + σ, s)B(s)B∗(s)X∗(t0 + σ, s) ds ξ 6 α4‖ξ‖2,

в которых X(t, s) — матрица Коши линейной системы (1) при u(t) ≡ 0. Доказано, что свойство

равномерной полной управляемости (в смысле Калмана) периодической системы (1) является необ-

ходимым и достаточным условием равномерной глобальной достижимости соответствующей систе-

мы (2).

Ключевые слова: линейная управляемая система с периодическими коэффициентами, равномерная

полная управляемость, равномерная глобальная достижимость.
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Пусть R
n — n-мерное векторное евклидово пространство с нормой ‖x‖ =

√
x∗x для лю-

бого вектора x ∈ R
n (символ ∗ здесь и всюду далее означает операцию транспонирования

вектора или матрицы); Mmn — пространство вещественных (m × n)-матриц со спектраль-

ной (операторной) нормой ‖A‖ = max
x 6=0

‖Ax‖/‖x‖, т. е. нормой, индуцируемой евклидовыми

нормами в векторных пространствах R
m и R

n; Mn := Mnn; E ∈ Mn — единичная матрица.

Рассмотрим линейную нестационарную управляемую систему

ẋ = A(t)x+ B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, n,m ∈ N, t ∈ R, (1)

с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-периодическими матрицами коэффициен-

тов A(·) и B(·). Выбирая управление u в системе (1) по принципу линейной обратной

связи

u = U(t)x,

https://doi.org/10.35634/vm200206
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где U — некоторая кусочно-непрерывная и ограниченная ω-периодическая (m×n)-матрица,

получим замкнутую однородную систему с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-пе-

риодическими коэффициентами

ẋ = (A(t) + B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t ∈ R. (2)

Обозначим через XU(t, s), t, s ∈ R, матрицу Коши системы (2) с управлением U, а через

X(t, s) := X0(t, s), t, s ∈ R, — матрицу Коши системы (2) с нулевым управлением, т. е.

системы

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t ∈ R. (3)

Замечание 1 (см. [1, 2, с. 302–303]). Для матрицы Коши линейной однородной ω-перио-

дической системы (3) справедливо [3, с. 183] равенство X(t + ω, 0) = X(t, 0)X(ω, 0), по-

этому при всех t ∈ R и l ∈ Z выполняются соотношения

X(t+ lω, 0) = X(t+ (l − 1)ω + ω, 0) = X(t+ (l − 1)ω, 0)X(ω, 0) =

= X(t+ (l − 2)ω, 0)X2(ω, 0) = . . . = X(t, 0)X l(ω, 0).

При любых фиксированных числах α > 0 и β > 0 обозначим через Mn(α, β) ⊂ Mn мно-

жество квадратных матриц n-го порядка, удовлетворяющих оценкам ‖Λ‖ 6 α и det Λ > β.

Определение 1 (см. [4], [2, с. 253]). Будем говорить, что система (2) обладает следую-

щими свойствами:

1) T -равномерной глобальной достижимости относительно неограниченного множе-

ства U ⊂ Mmn, если для любых α > 0 и β > 0 найдется такая величина

d = d(α, β) > 0, при которой для произвольной матрицы Λ ∈ Mn(α, β) и всяко-

го t0 ∈ R существует измеримое и ограниченное управление U : [t0, t0 + T ] → U,

удовлетворяющее при всех t ∈ [t0, t0 + T ] оценке ‖U(t)‖ 6 d(α, β) и гарантирующее

для матрицы Коши XU(t, s) системы (2) выполнение равенства

XU(t0 + T, t0) = Λ;

2) T -равномерной глобальной достижимости, если она T -равномерно глобально дости-

жима относительно множества U = Mmn;

3) равномерной глобальной достижимости, если она T -равномерно глобально дости-

жима при некотором T > 0.

Замечание 2. Термин «равномерная глобальная достижимость» был введен В. А. Зайце-

вым и Е. Л. Тонковым в работе [4] для линейных нестационарных систем (2) с кусочно-не-

прерывными и ограниченными коэффициентами и управлением. Определение 1 отличается

от введенного в [4] расширением функционального класса множества управляющих воздей-

ствий. В таком случае появляется возможность изучения свойства равномерной глобальной

достижимости у систем (2) с локально интегрируемыми и интегрально ограниченными ко-

эффициентами.
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Замечание 3. Cвойство равномерной глобальной достижимости системы (2) дает воз-

можность управления всем конечномерным базисом пространства решений этой системы

на произвольном временно́м отрезке фиксированной длины T, т. е. позволяет выбрать та-

кое матричное управление U, при котором совокупность {xi(t)}ni=1 линейно-независимых

решений системы (2) с этим управлением и начальными условиями — соответствующи-

ми векторами ei, i = 1, n, канонического ортономированного базиса пространства R
n —

через время T будет совпадать с произвольным наперед заданным правым базисом этого

пространства.

На основании свойства равномерной глобальной достижимости устанавливается гло-

бальная управляемость различных асимптотических инвариантов [6, 7] линейной систе-

мы (2) (см., например, монографию [2]), в том числе и ее глобальная ляпуновская при-

водимость [2, c. 259], [5].

Определение 2 (см. [2, с. 253], [5]). Будем говорить, что система (2) обладает свойством

глобальной ляпуновской приводимости, если для любой кусочно-непрерывной и ограничен-

ной (n×n)-матрицы C(t), t ∈ R, найдется кусочно-непрерывное и ограниченное управление

Û : R → Mmn, обеспечивающее асимптотическую эквивалентность [8] линейной системы

ż = C(t)z, z ∈ R
n, t ∈ R, (4)

и системы (2) с управлением U = Û(t), t ∈ R, т. е. найдется линейное преобразование

(преобразование Ляпунова [3, с. 153–154]) x = L(t)z с обратимой абсолютно непрерыв-

ной функцией L = L(t), заданной на множестве вещественных чисел cо значениями во

множестве (n × n)-матриц и удовлетворяющей для всех t ∈ R оценке ‖L(t)‖ + ‖L−1(t)‖ +
+ sup

t∈R

∫ t+1

t
‖L̇(τ)‖ dτ < ∞, связывающее систему (2), замкнутую управлением U = Û(t)

при всех t ∈ R, и систему (4).

Задача о глобальной ляпуновской приводимости (равно как и задача о равномерной гло-

бальной достижимости) системы (2) решается (см., например, [2, с. 281–324]) при условии

равномерной полной управляемости системы (1), соответствующей замкнутой линейной

системе (2).

Определение 3 (см. [9]). Система (1) называется равномерно вполне управляемой (в смыс-

ле Калмана), если существуют такие числа σ > 0 и αi > 0, i = 1, 4, что при всяком t0 ∈ R

имеют место неравенства

α1E 6 W (t0, t0 + σ) 6 α2E, α3E 6 Ŵ (t0, t0 + σ) 6 α4E, (5)

в которых матрица управляемости (матрица Калмана)W (·, ·) определяется равенством

W (t0, t0 + σ) :=

∫ t0+σ

t0

X(t0, s)B(s)B∗(s)X∗(t0, s) ds,

где, как и ранее, E — единичная матрица, X(t, s) — матрица Коши линейной системы (3),

Ŵ (t0, t0 + σ) := X(t0 + σ, t0)W (t0, t0 + σ)X∗(t0 + σ, t0).

Замечание 4. Здесь неравенства (5) понимаются в смысле квадратичных форм и означа-

ют выполнение для любого вектора ξ ∈ R
n обычных числовых неравенств

α1‖ξ‖2 6 ξ∗W (t0, t0 + σ)ξ =

∫ t0+σ

t0

‖ξ∗X(t0, s)B(s)‖2 ds 6 α2‖ξ‖2;

α3‖ξ‖2 6 ξ∗Ŵ (t0, t0 + σ)ξ =

∫ t0+σ

t0

‖ξ∗X(t0 + σ, s)B(s)‖2 ds 6 α4‖ξ‖2.
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Для равномерно вполне управляемых дву- и трехмерных стационарных линейных си-

стем В. А. Зайцевым [10], а для четырехмерных стационарных — В. А. Зайцевым (совмест-

но с А. Ф. Габдрахимовым) [11] доказана равномерная глобальная достижимость в клас-

се кусочно-постоянных управлений. И. Н. Сергеевым [12] при помощи метода приведе-

ния к канонической форме (см. подробнее о данном методе, например, в [13, с. 41–53],

[14, с. 243–316]) была установлена равномерная глобальная достижимость стационарной

системы (2) произвольной размерности фазового пространства при условии полной управ-

ляемости соответствующей системы (1). В случае нестационарной линейной системы (1)

с локально интегрируемыми и интегрально ограниченными [6, с. 252] коэффициентами,

заданной в специальном виде — в нижней форме Хессенберга, В. А. Зайцевым получе-

ны [15], [16, теорема 4.5] достаточные условия равномерной глобальной достижимости

соответствующей системы (3). Для линейных же нестационарных систем (3) общего вида

с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффициентами решение задачи об их рав-

номерной глобальной достижимости было получено С. Н. Поповой и Е. К. Макаровым

[2, с. 310–325], [5] лишь для двумерного случая и в предположении равномерной пол-

ной управляемости (по Калману) соответствующей системы (1) и кусочной равномерной

непрерывности [2, с. 264–265] матрицы при управлении B(·).

Определение 4 (см. [1], [2, с. 264–265], [17]). Будем говорить, что матричная функцияB,

B : R → Mnm, кусочно равномерно непрерывна на R, если

1) B(·) — кусочно-непрерывная матричная функция на R;

2) существует такое число ∆ > 0, что длина каждого интервала непрерывности Ii, i ∈ I,
функции B(·) удовлетворяет неравенству |Ii| > ∆;

3) для любого ε > 0 найдется такое ∆ = ∆(ε) > 0, что для каждого i ∈ I и всех t, s ∈ Ii,
удовлетворяющих неравенству |t−s| 6 ∆, выполнено соотношение ‖B(t)−B(s)‖ 6 ε.

Замечание 5. Легко заметить, что всякая кусочно-непрерывная и ограниченная ω-пе-

риодическая функция принадлежит множеству кусочно равномерно непрерывных функций.

Теорема 1 (см. [2, с. 310–325], [5]). Для любой двумерной линейной нестационарной

σ-равномерно вполне управляемой системы (1) с кусочно непрерывными и ограниченными

коэффициентами и кусочно равномерно непрерывной матрицей B(·) соответствующая

замкнутая система (2) обладает свойством 4σ-равномерной глобальной достижимости.

Автору настоящей статьи удалось отказаться от требования кусочной равномерной не-

прерывности матрицы B(·) и установить [18], [19, теорема 2.4] равномерную глобальную

достижимость системы (2) с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффициентами

любого порядка n и квадратной (n× n)-матрицей B(·), однако при более сильном (см. [19,

пример 2.1]), чем равномерная полная управляемость (по Калману), условии равномерной

интегральной невырожденности [18], [19, с. 23], [20] матрицы B(·). Обобщением же теоре-

мы 1 на случай произвольных двумерных линейных систем (2) с локально интегрируемыми

и интегрально ограниченными коэффициентами является полученная автором данной ра-

боты совместно с И. В. Инц следующая теорема.

Теорема 2 (см. [21]). Если двумерная линейная управляемая система (1) с локально ин-

тегрируемыми и интегрально ограниченными коэффициентами равномерно вполне управ-

ляема, то соответствующая замкнутая система (2) является равномерно глобально до-

стижимой.
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Замечание 6. В статье [21] (в том числе и при доказательстве теоремы 2) И. В. Инц

и А. А. Козлов пользуются иным, отличным от калмановского (см. определение 3), но экви-

валентным последнему в классе кусочно-непрерывных и ограниченных систем (1) опреде-

лением равномерной полной управляемости, предложенным Е. Л. Тонковым в работе [22].

Определение 5 (см. [22], [2, с. 93]). Cистема (1) обладает свойством равномерной пол-

ной управляемости (по Тонкову), если существуют такие числа σ > 0 и γ > 0, что при

любых t0 > 0 и x0 ∈ R
n на отрезке [t0, t0 + σ] найдется измеримое и ограниченное управ-

ление u = u(t), при всех t ∈ [t0, t0 + σ] удовлетворяющее неравенству ‖u(t)‖ 6 γ‖x0‖
и переводящее вектор начального состояния x(t0) = x0 системы (1) в ноль на этом отрезке.

Иных результатов по глобальной достижимости систем (2) на сегодняшний день не име-

ется.

В работе [1] С. Н. Поповой был установлен критерий глобальной ляпуновской приводи-

мости ω-периодической системы с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффициен-

тами.

Теорема 3 (см. [1], [2, с. 300–310]). Система (1) с кусочно-непрерывными и ограничен-

ными ω-периодическими коэффициентами равномерно вполне управляема (по Калману) то-

гда и только тогда, когда соответствующая замкнутая система (2) обладает свойством

глобальной ляпуновской приводимости.

Доказательство этого критерия основано на нижеприведенных теореме 4 и следствии 1,

а также лемме 2, представленных в той же работе [1] (см. также монографию [2, с. 289–

295]). Прежде чем переходить к их формулировке, введем по аналогии со статьей [1] сле-

дующие, используемые нами далее соглашения и обозначения. Всюду далее будем исполь-

зовать определение равномерной полной управляемости (в смысле Калмана) (см. опреде-

ление 3). Для произвольной матрицы H = {hij}ni,j=1 ∈ Mn обозначим через (H)k ∈ Mk ее

ведущую главную подматрицу [23, с. 479] порядка k, т. е. матрицу, составленную из эле-

ментов, стоящих в первых k столбцах и строках. Для любых положительных чисел r и ρ
через H(r, ρ) будем обозначать множество всех тех матриц H ∈ Mn, для которых выпол-

нена оценка ‖H − E‖ 6 r, а определители всех ведущих главных подматриц (т. е. главные

угловые миноры [23, с. 30]) удовлетворяют неравенствам det(H)i > ρ, i = 1, n; т. е. сово-

купность вида

H(r, ρ) = {H ∈ Mn : ‖H − E‖ 6 r, det(H)j > ρ, j = 1, . . . , n}.

Теорема 4 (см. [1], [2, с. 289–294]). Если система (1) σ-равномерно вполне управляема,

B(·) кусочно равномерно непрерывна, то для каждого t0 ∈ R найдется такая обратимая

матрица F = F (t0) ∈ Mn, обеспечивающая выполнение следующего свойства: для любых

r > 0 и 0 < ρ 6 1 существует не зависящая от t0 величина θ = θ(r, ρ) > 0 такая, что для

всякой матрицы H ∈ H(r, ρ) найдется кусочно-непрерывное управление U : [t0, t0 + σ] →
Mmn, ‖U(t)‖ 6 θ при всех t ∈ [t0, t0 + σ], при котором матрица Коши XU(t, s) системы (2)

удовлетворяет равенству

XU(t0 + σ, t0) = X(t0 + σ, t0)FHF−1.

Замечание 7. Пользуясь терминологией работы [2, с. 274], в дальнейшем будем говорить,

что матрица F (t0) образует базис чистых движений для системы (1) на отрезке [t0, t0 + σ].



226 Критерий равномерной глобальной достижимости периодических систем

Следствие 1 (см. [1], [2, с. 295]). Если система (1) σ-равномерно вполне управляема,

матрица B(·) кусочно равномерно непрерывна, то для любых r > 0 и 0 < ρ 6 1 суще-

ствует не зависящая от t0 величина θ = θ(r, ρ) > 0 такая, для каждого t0 ∈ R найдется

такая обратимая матрица F = F (t0) ∈ Mn (образующая для системы (1) базис чистых

движений), при которой для всяких матриц с положительными диагональными элемен-

тами нижней треугольной L и верхней треугольной G существует кусочно-непрерывное

и ограниченное управление U : [t0, t0 + σ] → Mmn, ‖U(t)‖ 6 θ при t ∈ [t0, t0 + σ], обеспечи-

вающее для системы (1) равенство

XU(t0 + σ, t0) = X(t0 + σ, t0)FLGF−1.

Замечание 8. Пусть σ := nω. Известно (см. замечание 28.1 работы [2]), что если мат-

рица F := F (0) образует базис чистых движений для ω-периодической системы (1) на

отрезке [0, σ], то она образует такой базис на каждом из отрезков [kσ, (k+1)σ], k ∈ Z. Кроме

того, в силу теоремы 4 и замечания 27.1 работы [2] для этой матрицы F найдутся числа

g = g(F ) > 0 и f = f(F ) > 0, которые обеспечивают оценки ‖F−1‖ 6 g и ‖F‖ · ‖F−1‖ 6 f.

Оказывается справедливо и более сильное, чем теорема 3, утверждение об эквивалент-

ности равномерной полной управляемости системы (1) с кусочно-непрерывными и огра-

ниченными ω-периодическими коэффициентами и равномерной глобальной достижимости

соответствующей замкнутой системы (2). Доказательству этого утверждения и посвящена

данная работа.

Прежде чем переходить к установлению основного результата работы, сформулируем

некоторые ранее известные (см. ниже лемму 1 и теорему 5) и докажем одно новое (см. да-

лее лемму 2) утверждения, относящиеся прежде всего не к области дифференциальных

уравнений, а к теории матриц, но при этом играющие важную роль в наших дальнейших

рассуждениях.

В работе [1] (см. также [2, с. 301]) по глобальной ляпуновской приводимости равно-

мерно вполне управляемых ω-периодических систем (2) C. Н. Поповой была установлена

следующая лемма.

Лемма 1 (см. [1], [2, с. 301]). Для любой невырожденной (n × n)-матрицы X найдется

нижняя треугольная матрица L ∈ Mn с единичной диагональю, такая, что в QR-раз-

ложении произведения XL ортогональная матрица Q ∈ Mn при некотором k ∈ N удо-

влетворяет равенству Qk = E, а верхнетреугольная матрица R имеет положительные

диагональные элементы.

Пусть LUn ⊂ Mn — совокупность всех верхне- и нижнетреугольных матриц n-го по-

рядка с положительными диагональными элементами. Тогда для произвольных чисел r > 1
и 0 < ρ 6 1 через LUn(r, ρ) ⊂ Mn обозначим множество верхне- и нижнетреугольных

матриц

LUn(r, ρ) := {H ∈ LUn : ‖H‖ 6 r, detH > ρ}.
В статье [24] автором настоящей работы была получена необходимая нам в даль-

нейшем факторизация матриц из Mn(α, β) с помощью матриц, принадлежащих множе-

ству LUn(r, ρ).

Теорема 5 (см. [24]). При любых фиксированных числах α > 0 и β > 0 существуют

такие r = r(α, β) > 1 и ρ = ρ(β) ∈ (0, 1], что для всякой матрицы H ∈ Mn(α, β)
найдутся матрицы Hi ∈ LUn(r, ρ), i = 1, 9, при которых матрица H представляется

в виде H = H9 · . . . ·H1.
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Замечание 9. Из доказательства само́й теоремы 5 (см. теорему 2.2 работы [24]) следует,

что входящие в разложение матрицы H ∈ Mn(α, β) сомножители Hi ∈ LUn(r, ρ), имеющие

нечетные индексы, являются верхними треугольными, а четные же индексы — нижними

треугольными матрицами с положительными диагональными элементами.

Имеет место следующая лемма.

Лемма 2. Для произвольных чисел r > 0 и 0 < ρ 6 1 найдутся такие величины r1 =
= r1(r) > 0 и ρ1 = ρ1(r, ρ) ∈ (0, 1], при которых справедливо включение LUn(r, ρ) ⊂
⊂ H(r1, ρ1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольные числа r > 0 и 0 < ρ 6 1 и рас-

смотрим множество LUn(r, ρ). Возьмем любую матрицу G = {gij}ni,j=1 из этого множе-

ства и покажем, что найдутся такие числа r1 = r1(r) > 0 и ρ1 = ρ1(r, ρ) ∈ (0, 1],
при которых выполняется включение G ∈ H(r1, ρ1). Так как G — треугольная матри-

ца с положительной диагональю, то справедливо равенство detG =
∏n

i=1 gii, из кото-

рого, используя неравенство Адамара [23, с. 565] detG 6 ‖Ge1‖ · . . . · ‖Gen‖ и оценки

gii 6 ‖Gei‖ 6 ‖G‖ 6 r, i = 1, n, и detG > ρ, верные в силу включения G ∈ LUn(r, ρ), для

элементов gii, i = 1, n, следуют соотношения gii = detG/(g11 ·. . .·gi−1 i−1 ·gi+1 i+1 ·. . .·gnn) >
> ρ/(‖G1‖·. . . ‖Gi−1‖·‖Gi+1‖·. . . · ·‖Gn‖) > ρ/rn−1. Тогда, ввиду треугольности матрицы G,
при всех i = 1, n имеют место оценки det(G)i =

∏i

k=1 gkk > (ρ/rn−1)i > (ρ/(r + 1)n−1)n.
Отсюда и из неравенств ‖G − E‖ 6 ‖G‖ + 1 6 r + 1, справедливых в силу принадлеж-

ности G ∈ LUn(r, ρ), положив r1 := r + 1 и ρ1 := (ρ/rn−1
1 )n, получим требуемые со-

отношение G ∈ H(r1, ρ1) и, ввиду произвольности матрицы G ∈ LUn(r, ρ), включение

LUn(r, ρ) ⊂ H(r1, ρ1). Лемма 2 доказана. �

Основным результатом настоящей работы является нижеприведенное утверждение.

Теорема 6. Система (1) с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-периодическими

коэффициентами равномерно вполне управляема тогда и только тогда, когда соответ-

ствующая замкнутая система (2) обладает свойством равномерной глобальной достижи-

мости.

Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и будем проводить в соответствии с дока-

зательством необходимости теоремы 3 работы [1] (см. также [2, теорема 28.1]). Пусть

σ := nω. Поскольку система (1) σ-равномерно вполне управляема, то, ввиду замечания 8,

на основании теоремы 4 построим для этой системы матрицу F1 ∈ Mn, образующую ба-

зис чистых движений на каждом из отрезков [kσ, (k + 1)σ], k ∈ Z. Так как матрица Коши

X((k + 1)σ, kσ) = X(σ, 0) однородной периодической системы не зависит от k ∈ Z, то

положим X := F−1
1 X((k + 1)σ, kσ)F1. Применяя лемму 1, найдем такую нижнетреуголь-

ную матрицу L ∈ Mn с единичной диагональю, что выполняется равенство XL = QR, где

Q — ортогональная матрица, удовлетворяющая равенству Q l = E для некоторого l ∈ N,

а верхнетреугольная матрица R ∈ Mn имеет положительные диагональные элементы. Тогда

матрица R−1 — верхнетреугольная, с положительными диагональными элементами. Поль-

зуясь следствием 1, на каждом из отрезков [kσ, (k + 1)σ], k ∈ Z, построим такое кусочно-

непрерывное и ограниченное управление U1(·), что матрица Коши XU1(t, s), t, s > 0, систе-

мы (2) с этим управлением удовлетворяет равенствам

XU1((k + 1)σ, kσ) = X((k + 1)σ, kσ)F1(LR
−1)F−1

1 = F1XLR−1F−1
1 =

= F1QRR−1F−1
1 = F1QF−1

1 .
(6)
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Заметим, что управление U1 = U1(·) может быть выбрано σ-периодическим. Обозначим

через δ1 > 0 величину, удовлетворяющую при каждом t ∈ R соотношению ‖U1(t)‖ 6 δ1.

Применим к нестационарной системе (2) с управлением U = U1(t), t ∈ R, т. е. к системе

ẋ = (A(t) + B(t)U1(t))x, x ∈ R
n, t ∈ R,

преобразование x = F1 y с постоянной невырожденной матрицей F1 ∈ Mn, получим линей-

ную нестационарную систему с σ-периодическими кусочно-непрерывными и ограничен-

ными коэффициентами

ẏ = F−1
1 ẋ = F−1

1 (A(t) + B(t)U1(t))x = F−1
1 (A(t) + B(t)U1(t))F1y, t ∈ R, (7)

для матрицы Коши YU1(t, s) которой при всех t, s ∈ R, очевидно, справедливо равенство

YU1(t, s) = F−1
1 XU1(t, s)F1, а значит, ввиду формул (6), выполняются и соотношения

YU1(σ, 0) = F−1
1 XU1(σ, 0)F1 = F−1

1 (F1QF−1
1 )F1 = Q.

Положим a := sup
t∈R

‖A(t)‖, b := sup
t∈R

‖B(t)‖ и покажем, что матричная функция YU1(t, 0)

переменной t ∈ R является матрицей Ляпунова. Прежде всего, в силу замечания 1

и определения матрицы Q имеют место соотношения YU1(t + lσ, 0) = YU1(t, 0)Y
l
U1
(σ, 0) =

= YU1(t, 0)Q
l = YU1(t, 0), поэтому матричная функция YU1(t, 0) является периодической

с периодом lσ. Тогда, на основании замечания 8, обозначая через f1 > 0 величину, обес-

печивающую оценку ‖F−1
1 ‖ ‖F1‖ 6 f(F1) =: f1, оценим сверху при всяком t ∈ R нор-

му этой функции. Используя периодичность функции YU1(t, 0), t ∈ R, лемму Гронуолла–

Беллмана [3, с. 108], элементарные свойства нормы матрицы, а также определения вели-

чин a, b, f1, δ1, имеем соотношения

‖YU1(t, 0)‖ 6 sup
t∈R

‖YU1(t, 0)‖ = sup
t∈[0,lσ]

‖YU1(t, 0)‖ 6

6 sup
t∈[0,lσ]

(
exp

∥∥
∫ t

0

F−1
1 (A(τ) + B(τ)U1(τ))F1 dτ

∥∥
)

6

6 sup
t∈[0,lσ]

(
exp

(∫ t

0

‖F−1
1 (A(τ) + B(τ)U1(τ))F1)‖dτ

))
6

6 sup
t∈[0,lσ]

(
exp

(
‖F−1

1 ‖‖F1‖
∫ t

0

(‖A(τ)‖+ ‖B(τ)‖ ‖U1(τ)‖)dτ
))

6

6 exp

(
‖F−1

1 ‖‖F1‖
∫ lσ

0

(
‖A(τ)‖+ ‖B(τ)‖ ‖U1(τ)‖

)
dτ

)
6

6 exp
(
f1(a+ bδ1)lσ

)
=: ∆1.

(8)

Оценим теперь сверху норму обратной для матрицы YU1(t, 0). Матрица Y ∗
U1
(0, t) явля-

ется нормированной в нуле (lσ)-периодической фундаментальной матрицей сопряженной

системы

η̇ = −F ∗
1

(
A(t) + B(t)U1(t)

)∗(
F−1
1

)∗
η, η ∈ R

n, t ∈ R, (9)

поэтому на основании элементарных свойств матрицы Коши и нормы матрицы, леммы Гро-

нуолла–Беллмана [3, с. 108], а также определения величин a, b, f1, δ1 имеем аналогичные
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формулам (8) соотношения

‖Y −1
U1

(t, 0)‖ = ‖YU1(0, t)‖ = ‖Y ∗
U1
(0, t)‖ 6 sup

t∈R

‖Y ∗
U1
(0, t)‖ = sup

t∈[0,lσ]

‖Y ∗
U1
(0, t)‖ 6

6 exp

(∥∥∥
∫ lσ

0

(
−F ∗

1 (A(τ) + B(τ)U1(τ))(F
−1
1 )∗

)
dτ

∥∥∥
)

6

6 exp
(
f1(a+ bδ1)lσ

)
= ∆1.

(10)

Используя формулу (7), определения величин a, b, f1, δ1, ∆1, установим, наконец, оценку

сверху нормы производной ẎU1(t, 0) матрицы Коши системы (7). Имеют место неравенства

‖ẎU1(t, 0)‖ 6 sup
t∈R

‖ẎU1(t, 0)‖ 6

6 sup
t∈R

∥∥∥F−1
1

(
A(t) + B(t)U1(t)

)
F1YU1(t, 0)

∥∥∥ 6 f1(a+ bδ1)∆1.

Тогда очевидна оценка

sup
t∈R

∫ t+1

t

‖ẎU1(τ, 0)‖ 6 f1(a+ bδ1)∆1. (11)

Таким образом, в силу оценок (9), (10) и (11) заключаем, что YU1(t, 0) — матрица Ляпу-

нова.

Рассмотрим теперь линейную нестационарную управляемую систему

ẏ = F−1
1 (A(t) + B(t)U1(t))F1y + F−1

1 B(t)u, y ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R. (12)

Cистема (12) является [2, с. 97–98] σ-равномерно вполне управляемой (в смысле Кал-

мана), а ее коэффициенты, очевидно, кусочно-непрерывными и σ-периодическими на R

функциями. Применив к этой системе преобразование Ляпунова y = YU1(t, 0)ξ, с учетом

равенств (7) имеем соотношения

ẏ = ẎU1(t, 0)ξ + YU1(t, 0)ξ̇ =
(
F−1
1

(
A(t) + B(t)U1(t)

)
F1YU1(t, 0)

)
ξ + YU1(t, 0)ξ̇ =

= F−1
1

(
A(t) +B(t)U1(t)

)
F1y + YU1(t, 0)ξ̇.

Отсюда и из формулы (12), приравнивая правые части этих равенств, получим систему

ξ̇ = YU1(0, t)F
−1
1 B(t)u, t ∈ R, (13)

которая является (см., например, теорему 5.3 работы [2, с. 98]) σ-равномерно вполне управ-

ляемой (а значит, (lσ)-равномерно вполне управляемой) системой c кусочно-непрерывны-

ми, ограниченными и, очевидно, (lσ)-периодическими коэффициентами и нулевой матри-

цей при ξ.
Зафиксируем произвольные числа α > 0 и β > 0. Возьмем любую матрицу Λ ∈ M(α, β)

и положим

Λ1 := F−1
1 ΛF1 ∈ Mn. (14)

Обозначим

ϑ := lσ и ϑ1 := 5ϑ. (15)



230 Критерий равномерной глобальной достижимости периодических систем

Поскольку линейная нестационарная система (12) c ϑ-периодическими коэффициентами

ϑ-равномерно вполне управляема, то, ввиду замечания 8, на основании теоремы 4 построим

для этой системы матрицу F2 ∈ Mn, образующую базис чистых движений на каждом из

отрезков [kϑ, (k + 1)ϑ], k ∈ Z. Сформируем также матрицу

Λ2 := F−1
2 Λ1F2 =

(
F−1
2 F−1

1 ΛF1F2

)
∈ Mn. (16)

Пусть в силу замечания 8 величина f2 > 0 такова, что выполняется соотношение

‖F−1
2 ‖ ‖F2‖ 6 f(F2) =: f2.

Тогда, ввиду последней оценки, включения Λ ∈ M(α, β), а также определения величин f1,
f2, для матрицы Λ2 имеют место неравенства

‖Λ2‖ 6 ‖F−1
2 ‖ · ‖F−1

1 ‖ · ‖Λ‖ · ‖F1‖ · ‖F2‖ 6 αf1f2 =: α1(α) = α1. (17)

Кроме того, ввиду равенств (16) и включения Λ ∈ M(α, β) для det Λ2 справедлива оценка

det Λ2 = det
(
F−1
2 F−1

1 ΛF1F2

)
= (detF2)

−1 · (detF1)
−1 · det Λ · detF1 · detF2 = detΛ > β.

Таким образом, отсюда и из формулы (17) следует включение Λ2 ∈ M(α1, β). Тогда на

основании теоремы 5 найдутся числа r = r(α1, β) > 1 и ρ = ρ(β) ∈ (0, 1] и такие матрицы

Hi ∈ LU(ρ, r), i = 1, 9, при которых матрица Λ2 ∈ M(α1, β) представляется в виде

Λ2 = H9 ·H8 · . . . ·H1. (18)

По лемме 2 существуют величины r1 = r1(r) и ρ1 = ρ1(ρ) ∈ (0, 1], при которых справед-

ливо соотношение LU(ρ, r) ⊂ H(r1, ρ1). Тогда в силу определения величин r1, ρ1, r, ρ, α1, β
и матриц Hi при всех i = 1, 9 имеет место включение Hi ∈ H(r1, ρ1) = H(r1(α, β), ρ1(α, β)),
а значит, для матриц Hi, i = 1, 9, и равномерно вполне управляемой системы (13) справед-

ливы теорема 4 и, ввиду замечания 9, ее следствие 1. Пользуясь этим следствием, для

каждого i = 1, 4 и всех j ∈ Z на отрезках [(i + 5j − 1)ϑ, (i + 5j)ϑ] построим матри-

цу F2 ∈ Mn, образующую базис чистых движений на каждом из этих отрезков, и такие

кусочно-непрерывные и ограниченные управления U (i) = U (i)(t), t ∈ [(i+5j−1)ϑ, (i+5j)ϑ],
при которых для матрицы Коши системы (13) с этими управлениями выполняются равен-

ства

ΞU(i)

(
(i+ 5j)ϑ, (i+ 5j − 1)ϑ

)
= F2H2iH2i−1F

−1
2 , i = 1, 4, j ∈ Z. (19)

На основании же теоремы 4 для всех j ∈ Z на отрезках [(5j+4)ϑ, 5(j+1)ϑ] также построим

базис чистых движений (очевидно, совпадающий с матрицей F2 ∈ Mn) и найдем кусочно-

непрерывные и ограниченные управления U (5) = U (5)(·), обеспечивающие для матрицы

Коши системы (13) с такими управлениями равенства

ΞU(5)

(
5(j + 1)ϑ, (5j + 4)ϑ

)
= F2H9F

−1
2 , j ∈ Z. (20)

Положим U2(t) ≡ U (i)(t), t ∈ [(i+ 5j − 1)ϑ, (i+ 5j)ϑ), i = 1, 5, j ∈ Z. Тогда управление

U2(·) — кусочно-непрерывная и ограниченная на R матричная функция, которая при каждом

t ∈ R удовлетворяет оценке ‖U2(t)‖ 6 max{‖U (i)(t)‖, t ∈ [(i+ 5j − 1)ϑ, (i+ 5j)ϑ), i = 1, 5,
j ∈ Z} =: δ2 и обеспечивает для матрицы Коши ΞU2(t, s), t, s ∈ R, системы (13) в силу

формул (19) и (20) равенства

ΞU2((j + 1)ϑ1, jϑ1) = ΞU2(jϑ1 + 5ϑ, jϑ1 + 4ϑ) · ΞU2(jϑ1 + 4ϑ, jϑ1 + 3ϑ) · . . . ·
· ΞU2(jϑ1 + ϑ, jϑ1) = (F2H9F

−1
2 ) · (F2H8H7F

−1
2 ) · . . . · (F2H2H1F

−1
2 ) =

= F2(H9 ·H8 · . . . ·H1)F
−1
2 , j ∈ Z.



А. А. Козлов 231

Отсюда, из разложения (18) и определения (16) матрицы Λ2 вытекает цепочка соотношений

ΞU2((j + 1)ϑ1, jϑ1) = F2(H9 ·H8 · . . . ·H1)F
−1
2 = F2Λ2F

−1
2 =

= F2

(
F−1
2 Λ1F2

)
F−1
2 = Λ1, j ∈ Z.

(21)

Применим к линейной нестационарной системе (13) с управлением U2(·), т. е. к системе

ξ̇ = YU1(0, t)F
−1
1 B(t)U2(t)ξ, (22)

обратное ляпуновское преобразование

ξ = Y −1
U1

(t, 0)y. (23)

Тогда отсюда, ввиду формулы (22), с учетом того, что YU1(t, s), t, s ∈ R, является матрицей

Коши системы (7), установим цепочку равенств

YU1(0, t)F
−1
1 B(t)U2(t)YU1(0, t)y = YU1(0, t)F

−1
1 B(t)U2(t)ξ = ξ̇ = (Y −1

U1
(t, 0)y)· =

= −Y −1
U1

(t, 0)ẎU1(t, 0)Y
−1
U1

(t, 0)y + Y −1
U1

(t, 0)ẏ =

= −Y −1
U1

(t, 0)
(
F−1
1

(
A(t) +B(t)U1(t)

)
F1

)
YU1(t, 0)Y

−1
U1

(t, 0)y + Y −1
U1

(t, 0)ẏ.

Поэтому, ввиду верного при всех t ∈ R равенства Y −1
U1

(t, 0) = YU1(0, t), имеет место соот-

ношение

YU1(0, t)F
−1
1 B(t)U2(t)YU1(0, t)y = −YU1(0, t)

(
F−1
1

(
A(t) +B(t)U1(t)

)
F1

)
y + YU1(0, t)ẏ.

Преобразуя последнее равенство, на основании того, что формула (23) — ляпуновское

преобразование, заключаем, что система (22) асимптотически эквивалентна [8] линейной

системе

ẏ = F−1
1

(
A(t)F1 +B(t)

(
U1(t)F1 + U2(t)YU1(0, t)

))
y. (24)

В силу формулы (23) для матрицы Коши Ỹ (t, s), t, s ∈ R, этой системы при всех t, s ∈ R

выполняется равенство Ỹ (t, s) = YU1
(t, 0) ΞU2

(t, s)Y −1
U1

(s, 0), и поэтому верны соотношения

Ỹ
(
(j + 1)ϑ1, jϑ1

)
= YU1

(
(j + 1)ϑ1, 0) ΞU2

(
(j + 1)ϑ1, jϑ1

)
Y −1
U1

(jϑ1, 0), j ∈ Z. (25)

Поскольку матрица Коши YU1(t, 0) системы (7) (lσ)-периодична, то она является и ϑ1-перио-

дической функцией ввиду равенств (15). Поэтому при каждом j ∈ Z справедливы равенства

YU1(jϑ1, 0) = YU1((j − 1)ϑ1 + ϑ1, 0) = YU1((j − 1)ϑ1, 0) = . . . = YU1(ϑ1, 0) = YU1(0, 0) = E

и, значит, Y −1
U1

(jϑ1, 0) = E. Отсюда и из формул (21) и (25) с учетом верного при t ∈ R

равенства Y −1
U1

(t, 0) = YU1(0, t) следуют соотношения

Ỹ (ϑ1, 0) = YU1(ϑ1, 0) · Λ1 · Y −1
U1

(ϑ1, 0) = Λ1. (26)

Применив к системе (24) обратное ляпуновское преобразование y = F−1
1 x, получим

систему

F−1
1 ẋ = F−1

1

(
A(t)F1 +B(t)

(
U1(t)F1 + U2(t)YU1(0, t)

))
F−1
1 x,
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и значит,

ẋ =

(
A(t) + B(t)

(
U1(t) + U2(t)YU1(0, t)F

−1
1

))
x. (27)

Последняя является системой (2), замкнутой управлением U(t) = U1(t)+U2(t)YU1(0, t)F
−1
1 ,

которое, очевидно, является кусочно-непрерывной и ограниченной матричной функцией.

Из замечания 8 и того, что матрица F1 образует базис чистых движений системы (1),

следует существование такого числа g1 := g1(F1), при котором справедливо неравенство

‖F−1
1 ‖ 6 g1. Тогда отсюда и из определения управления U(·), а также величин δ1, δ2,∆1

вытекает оценка

‖U(t)‖ 6 ‖U1(t)‖+ ‖U2(t)‖ ‖YU1(0, t)‖ ‖F−1
1 ‖ 6 δ1 + δ2∆1g1 =: d. (28)

Так как системы (27) и (24) связаны ляпуновским преобразованием x = F1y, то для их

матриц Коши XU(t, s) и Ỹ (t, s), t, s ∈ R, выполняется равенство XU(t, s) = F1 Ỹ (t, s)F−1
1 .

Поэтому ввиду равенств (15), а также формул (26) и (14) справедливы соотношения

XU(5lσ, 0) = XU(ϑ1, 0) = F1Ỹ (ϑ1, 0)F
−1
1 = F1Λ1F

−1
1 = F1

(
F−1
1 ΛF1

)
F−1
1 = Λ,

с учетом оценок (28) означающие (5lσ)-равномерную глобальную достижимость линейной

системы (2) с кусочно-непрерывными и ограниченными ω-периодическими коэффициен-

тами.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Из равномерной глобальной достижимости линейной дифференци-

альной системы (2) следует (см., например, [10, теорема 2]) ее глобальная ляпуновская

приводимость. Поскольку же на основании теоремы 3 глобальная ляпуновская приводи-

мость ω-периодической системы (2) с кусочно-непрерывными и ограниченными коэффици-

ентами эквивалентна условию равномерной полной управляемости линейной управляемой

системы (1), соответствующей системе (2), то достаточность, а вместе с ней и теорема 6

доказаны. �
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We consider a linear time-varying control system

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R, (1)

with piecewise continuous and bounded ω-periodic coefficient matrices A(·) and B(·). We construct

control of the system (1) as a linear feedback u = U(t)x with piecewise continuous and bounded matrix

function U(t), t ∈ R. For the closed-loop system

ẋ = (A(t) +B(t)U(t))x, x ∈ R
n, t ∈ R, (2)

the conditions of its uniform global attainability are studied. The latest property of the system (2) means

existence of matrix U(t), t ∈ R, ensuring equalities XU ((k + 1)T, kT ) = Hk for the state-transition

matrix XU (t, s) of the system (2) with fixed T > 0 and arbitrary k ∈ Z, detHk > 0. The problem

is solved under the assumption of uniform complete controllability (by Kalman) of the system (1),

corresponding to the closed-loop system (2), i.e. assuming the existence of such numbers σ > 0 and

αi > 0, i = 1, 4, that for any number t0 ∈ R and vector ξ ∈ R
n the following inequalities hold:

α1‖ξ‖2 6 ξ∗
∫ t0+σ

t0

X(t0, s)B(s)B∗(s)X∗(t0, s) ds ξ 6 α2‖ξ‖2,

α3‖ξ‖2 6 ξ∗
∫ t0+σ

t0

X(t0 + σ, s)B(s)B∗(s)X∗(t0 + σ, s) ds ξ 6 α4‖ξ‖2,

where X(t, s) is the state-transition matrix of linear system (1) with u(t) ≡ 0. It is proved that the

property of uniform complete controllability (by Kalman) of the periodic system (1) is a necessary and

sufficient condition of uniform global attainability of the corresponding system (2).
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