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Введение

Математические модели, возникающие при изучении ряда прикладных задач (например,

построение систем защиты приборов от ударного воздействия, колебания струны с грузом

на конце, электрические колебания в проводе, замкнутом через сосредоточенные сопротив-

ления, самоиндукции и емкости и др.), приводят к необходимости решения краевых за-

дач со спектральным параметром в граничных условиях(см. [1–3]). В качестве конкретного

примера можно привести механическую систему, описанную в [1, с. 45]. Там имеется схема

для стержня, один конец которого связан с другим концом канатом с пружиной, и еще са-

ми концы упруго закреплены. Для такой системы получается краевая задача с граничными

условиями, содержащими спектральный параметр.

Наиболее известным объектом для изучения указанных задач служит оператор Штурма–

Лиувилля. Хорошо известны (см. [3–9] и приведенную в них библиографию) результаты

по решению прямых и обратных задач для этого оператора со спектральным параметром,

линейно, квадратично и рационально входящим в разделенные граничные условия (т. е. ко-

гда граничные условия задаются отдельно в каждом конце рассматриваемого промежутка).

Ссылки на некоторые применения этих результатов к решению различных задач математи-

ческой физики имеются в работе [10].

В дальнейшем через W n
2 [0, π] будем обозначать пространство С. Л. Соболева функ-

ций v(x) (0 6 x 6 π) с обычным определением нормы
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n
∑
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∣
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
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Заметим, что W 0
2 [0, π] = L2[0, π].
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Рассмотрим краевую задачу, порожденную на отрезке [0, π] уравнением Штурма–Лиу-

вилля

− y′′ + q (x) y = λ2y (0.1)

и граничными условиями вида

y(0) + ω y(π) = 0,
ω̄y′(0) + (mλ2 + αλ+ β) y(π) + y′(π) = 0,

(0.2)

где q(x) — вещественная функция, принадлежащая пространству L2[0, π], λ — комплексный

спектральный параметр, ω — комплексное число, α, β, γ, m — вещественные числа. Эту

задачу будем обозначать через P .

При ω 6= 0 граничные условия (0.2) оказываются неразделенными (граничные усло-

вия называются неразделенными, если граничные формы содержат комбинации значений

искомой функции на концах отрезка). Характеристика спектра таких задач с граничными

условиями без спектрального параметра (m = α = 0), в том числе с периодическими,

антипериодическими, квазиперодическими и обобщеннными периодическими граничными

условиями, подробно исследована в [11–19] и других работах. Имеется немного работ, отно-

сящихся к краевой задаче P в случае m = 0, т. е. когда граничное условие линейно зависит

от спектрального параметра. Подробную информацию и библиографию для этого случая

можно найти в работах [20–23]. Отметим, что прямые и обратные задачи в случае m 6= 0
ранее не изучались.

В настоящей работе исследуются спектральные свойства краевой задачи P в слу-

чае mω 6= 0, т. е. когда в одно из неразделенных граничных условий (0.2) входит квадра-

тичная функция спектрального параметра. Доказаны вещественность и отличность от нуля

собственных значений и отсутствие присоединенных функций к собственным функциям,

выведена асимптотическая формула для спектра задачи P и получено представление харак-

теристической функции в виде бесконечного произведения.

§ 1. Простейшие спектральные свойства краевой задачи P

Определение 1. Комплексное число λ0 называется собственным значением краевой за-

дачи P , если уравнение (0.1) при λ = λ0 имеет нетривиальное решение y0 (x), удовле-

творяющее граничным условиям (0.2); при этом y0 (x) называется собственной функцией

задачи P , соответствующей собственному значению λ0. Функции y1 (x), y2 (x),. . . ,yr (x) на-

зываются присоединенными функциями к собственной функции y0 (x), если эти функции

имеют абсолютно непрерывную производную, удовлетворяют дифференциальным уравне-

ниям

y′′j (x) +
[

λ2
0 − q (x)

]

yj (x) + 2λ0yj−1 (x) + yj−2 (x) = 0

и граничным условиям

yj(0) + ωyj(π) = 0,

ω̄y′j(0) +
(

mλ2
0 + αλ0 + β

)

yj(π) + y′j(π) + (2mλ0 + α) yj−1(π) +myj−2(π) = 0,

j = 1, 2, 3, . . . , r (y−1 (x) ≡ 0) .

В этом параграфе всюду будем предполагать, что m < 0 и выполняется следующее

условие: для всех функций y(x) ∈ W 2
2 [0, π], y(x) 6≡ 0, удовлетворяющих условиям (0.2),

имеет место неравенство

β |y(π)|2 +
∫ π

0

(

|y′(x)|2 + q(x) |y(x)|2
)

dx > 0. (1.1)

Заметим, что неравенство (1.1) заведомо выполняется, если β > 0, q (x) > 0.
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Лемма 1. Собственные значения краевой задачи P вещественны и отличны от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ0 — собственное значение задачи P и y0(x) — соответ-

ствующая собственная функция. Умножая обе части равенства

−y′′0 (x) + q (x) y0 (x) = λ2
0y0 (x)

на y0 (x) и интегрируя полученное тождество по x от 0 до π, имеем

−
∫ π

0

y′′0 (x) y0 (x)dx +

∫ π

0

q (x) |y0 (x) |2 dx = λ2
0

∫ π

0

|y0 (x) |2 dx.

Применяя формулу интегрирования по частям, получим

y′0 (0) y0 (0)− y′0 (π) y0 (π) +

∫ π

0

(

|y′0 (x)|
2
+ q (x) |y0 (x)|2

)

dx = λ2
0

∫ π

0

|y0 (x)|2 dx. (1.2)

Согласно граничным условиям (0.2)

y0(0) = −ω y0(π),
y′0(π) = −ω̄y′0(0)− (mλ2

0 + αλ0 + β) y0(π).

Тогда

y′0 (0) y0 (0)− y′0 (π) y0 (π) =

−y′0 (0) ω̄y0 (π) +
[

ω̄y′0 (0) +
(

mλ2
0 + αλ0 + β

)

y0 (π)
]

y0 (π) =

=
(

mλ2
0 + αλ0 + β

)

|y0 (π)|2 .

Учитывая это соотношение, из равенства (1.2) получаем следующее квадратное уравнение

относительно λ0:

Mλ2
0 −Nλ0 −K = 0,

где

M = −m |y0 (π)|2 +
∫ π

0

|y0 (x)|2 dx, N = α |y0 (π)|2 , (1.3)

K = β |y0 (π)|2 +
∫ π

0

(

|y′0 (x)|
2
+ q (x) |y0 (x)|2

)

dx. (1.4)

Отсюда

λ0 =
N ±

√
N2 + 4MK

2M
. (1.5)

В силу неравенства (1.1) имеет место K > 0. Так как M > 0, то из (1.5) следует, что λ0

вещественно и отлично от нуля. Лемма доказана. �

Лемма 2. Если y0(x) — собственная функция задачи P , соответствующая собственному

значению λ0, то

2λ0M −N 6= 0, (1.6)

где M и N определяются равенствами (1.3). Более того, имеет место соотношение

sign (2λ0M −N) = signλ0. (1.7)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (1.3) и (1.4) следует, что N2 + 4MK > 0. Тогда ввиду (1.5)

получаем 2λ0M − N = ±
√
N2 + 4MK 6= 0. Из (1.5) также видно, что при λ0 > 0 перед

корнем должен стоять знак «+», а при λ0 < 0 — знак «−». Следовательно, знак левой

части (1.6) совпадает со знаком λ0, т. е. имеет место (1.7). Лемма доказана. �

Лемма 3. Краевая задача P не имеет присоединенных функций к собственным функ-

циям.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Предположим, что существует функ-

ция y1(x), присоединенная к собственной функции y0(x) задачи P , соответствующей соб-

ственному значению λ0. Тогда будут выполняться равенства

y′′0 (x) +
[

λ2
0 − q (x)

]

y0 (x) = 0, (1.8)

y′′1 (x) +
[

λ2
0 − q (x)

]

y1 (x) + 2λ0y0 (x) = 0. (1.9)

Переходим сначала в равенстве (1.8) к комплексно сопряженному, затем умножим полу-

ченное равенство на y1(x), а соотношение (1.9) — на y0 (x) и вычтем второй результат из

первого. В результате получим

2λ0 |y0 (x)|2 =
d

dx

[

y′0(x) y1(x)− y′1(x) y0(x)
]

.

Интегрируя это равенство по x от нуля до π и принимая во внимание граничные усло-

вия (0.2) для y0 (x) и y1 (x), находим

2λ0

∫ π

0

|y0 (x) |2 dx = y′0(π) y1(π)− y′1 (π) y0 (π)− y′0(0) y1(0) + y′1(0) y0(0) =

= −
[

ωy′0 (0) +
(

mλ2
0 + αλ0 + β

)

y0 (π)
]

y1 (π) +

+
[

ω̄y′1 (0) +
(

mλ2
0 + αλ0 + β

)

y1 (π) + (2mλ0 + α) y0 (π)
]

y0 (π) +

+ ωy′0 (0)y1 (π)− ω̄y′1 (0) y0 (π) = (2mλ0 + α) |y0 (π)|2 .

Отсюда получаем 2λ0M −N = 0, что противоречит неравенству (1.6). Лемма доказана. �

§ 2. Асимптотика собственных значений

Обозначим через c(x, λ), s(x, λ) фундаментальную систему решений уравнения (0.1),

определяемую начальными условиями c(0, λ)=s′(0, λ) = 1, c′(0, λ) = s(0, λ) = 0. Для каж-

дого фиксированного x функции c(x, λ), s(x, λ), c′(x, λ), s′(x, λ) являются целыми функци-

ями (экспоненциального типа) переменного λ. Общее решение уравнения (0.1) имеет вид

y (x, λ) = A1c (x, λ) + A2s (x, λ),

где A1, A2 — произвольные постоянные. Подставляя правую часть этого соотношения в гра-

ничные условия (0.2), получаем следующую систему уравнений относительно коэффици-

ентов A1, A2:

A1 [1 + ωc (π, λ)] + A2ωs (π, λ) = 0,

A1

[(

mλ2 + αλ+ β
)

c (π, λ) + c′ (π, λ)
]

+ A2

[

ω̄ +
(

mλ2 + αλ+ β
)

s (π, λ) + s′ (π, λ)
]

= 0.
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Значит, краевая задача P имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда эта си-

стема имеет ненулевое решение. Поэтому собственные значения рассматриваемой краевой

задачи совпадают с нулями функции

∆(λ) =

∣

∣

∣

∣

1 + ωc (π, λ) ωs (π, λ)
(mλ2 + αλ+ β) c (π, λ) + c′ (π, λ) ω̄ + (mλ2 + αλ+ β) s (π, λ) + s′ (π, λ)

∣

∣

∣

∣

,

которая называется характеристической функцией задачи P . Раскрывая этот определитель

и учитывая тождество c (x, λ) s′ (x, λ)− c′ (x, λ) s (x, λ) = 1, находим

∆(λ) = 2Reω + |ω|2 c (π, λ) +
(

mλ2 + αλ+ β
)

s (π, λ) + s′ (π, λ). (2.1)

Известно [11, c. 38], что для функций c (π, λ), s (π, λ) и s′ (π, λ) справедливы следующие

представления:

c (π, λ) = cosλπ + A
sinλπ

λ
+

f1 (λ)

λ
,

s (π, λ) =
sinλπ

λ
− A

cosλπ

λ2
+

f2 (λ)

λ2
,

s′ (π, λ) = cosλπ + A
sinλπ

λ
+

f3 (λ)

λ
,

где A = 1
2

∫ π

0
q (x) dx, fm (λ) (m = 1, 2, 3) — целая функция экспоненциального типа не

выше π, суммируемая с квадратом на вещественной оси. Учитывая эти представления и ис-

пользуя теорему Пели–Винера [24, с. 47], из (2.1) получаем

∆(λ) = 2Reω +mλ sinλπ +
(

|ω|2 + 1 −mA
)

cosλπ + α sinλπ + f (λ), (2.2)

где f (λ) =
∫ π

−π
f̃ (t) eiλtdt, f̃ (t) ∈ L2 [−π, π].

Теорема 1. Краевая задача P имеет счетное множество собственных значений µk,

k = ±0, ±1, ±2, . . . . Для этих собственных значений при |k| → ∞ имеет место следу-

ющая асимптотическая формула:

µk = k +
2 (−1)k+1 Reω − |ω|2 − 1 +mA

πmk
+

τk

k
, {τk} ∈ l2. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Γn контур, ограничивающий квадрат

Kn =

{

λ : |Reλ| 6 n+
1

2
, |Imλ| 6 n+

1

2

}

.

В силу соотношения (2.2) имеем

∆(λ) = F (λ) +G (λ),

где F (λ) = mλ sinλπ, G (λ) = 2Reω +
(

|ω|2 + 1 −mA
)

cosλπ + α sinλπ + f (λ).
Стандартным методом (см., например, [11, с. 43]) можно показать, что при достаточно

больших n на Γn выполняется неравенство |F (λ)| > |G (λ)|. Тогда по теореме Руше [25,

с. 263] в квадрате Kn лежит одинаковое число нулей функций ∆(λ) и F (λ), т. е. 2n + 2
нулей. Обозначим эти нули в порядке неубывания их модулей через

µ−n, µ−n+1, . . . , µ−1, µ−0, µ+0, µ1, . . . , µn−1, µn.
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Таким образом, задача P имеет счетное число собственных значений. При использовании

представления (2.2) и теоремы Руше, легко устанавливается, что корни µk (k = ±0, ±1,
±2, . . .) уравнения ∆(λ) = 0 при |k| → ∞ подчиняются асимптотике

µk = k + εk, (2.4)

где εk = O (k−1). Принимая во внимание асимптотику (2.4) и разложения cos x = 1+O (x2),
sin x = x+O (x3) (x → 0), имеем

sinµkπ = (−1)k sin πεk = (−1)k πεk +O

(

1

k3

)

, (2.5)

cosµkπ = (−1)k cos πεk = 1 +O

(

1

k2

)

, (2.6)

Кроме того, воспользовавшись леммой 1.4.3 книги [11], получаем асимптотику

f (µk) = f (k) +
g (k)

k
, (2.7)

в которой {f (k)}, {g (k)} ∈ l2. Подставляя (2.4) в ∆(µk) = 0 и учитывая соотношения

(2.5)–(2.7), получим асимптотику

εk =
2 (−1)k+1Reω − |ω|2 − 1 +mA

πmk
+

τk

k
. (2.8)

Тогда из (2.4) в силу (2.8) следует асимптотическая формула (2.3). Теорема доказана. �

§ 3. Представление характеристической функции в виде бесконечного произведения

В этом параграфе получено представление характеристической функции (2.1) краевой за-

дачи P в виде бесконечного произведения с помощью собственных значений. Такое пред-

ставление играет важную роль при решении обратных задач спектрального анализа для

дифференциальных операторов (см., например, [11, 13, 21]).

Теорема 2. Задание спектра {µk} (k = ±0,±1,±2, . . .) и числа m однозначно определя-

ет характеристическую функцию ∆(λ) краевой задачи P по формуле

∆(λ) = mπ (µ−0 − λ) (µ+0 − λ)
∞
∏

k=−∞, k 6=0

µk − λ

k
. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку функция ∆(λ) является целой функцией класса C

(класса Картрайт), то по известному факту (см. [24, с. 94]) она однозначно определяется

своими нулями с точностью до некоторого постоянного множителя Q:

∆(λ) = Q (µ−0 − λ) (µ+0 − λ)
∞
∏

k=−∞, k 6=0

(

1− λ

µk

)

=

= Q (µ−0 − λ) (µ+0 − λ)
∞
∏

k=1

(

1− λ

µk

)(

1− λ

µ−k

)

.

(3.2)

Используя известную формулу

sinλπ = λπ

∞
∏

k=−∞, k 6=0

(

1− λ

k

)
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(см., например, [24, с. 22]) и (3.2), имеем

∆(λ)

λ sinλπ
=

Q (µ−0 − λ) (µ+0 − λ)
∞
∏

k=1

(

1− λ
µk

)(

1− λ
µ
−k

)

πλ2
∞
∏

k=−∞, k 6=0

(

1− λ
k

)

=

=
Q

π

(µ−0 − λ) (µ+0 − λ)

λ2

∞
∏

k=1

(

1− λ
µk

)(

1− λ
µ
−k

)

∞
∏

k=1

(

1− λ
k

) (

1 + λ
k

)

=

=
Q

π

(µ−0 − λ) (µ+0 − λ)

λ2

∞
∏

k=1

−k2

µkµ−k

∞
∏

k=1

(µk − λ) (λ− µ−k)

(k − λ) (k + λ)
=

=
Q

π

(µ−0 − λ) (µ+0 − λ)

λ2

∞
∏

k=1

−k2

µkµ−k

∞
∏

k=1

(

1− µ−k + k

k + λ

) ∞
∏

k=1

(

1 +
µk − k

k − λ

)

.

(3.3)

Обозначим t = Imλ. Легко устанавливается, что

lim
t→∞

(µ−0 − λ) (µ+0 − λ)

λ2
= 1, lim

t→∞

∞
∏

k=1

(

1− µ−k + k

k + λ

)

= 1,

lim
t→∞

∞
∏

k=1

(

1 +
µk − k

k − λ

)

= 1.

С другой стороны, из (2.2) следует, что

lim
t→∞

∆(λ)

λ sinλπ
= m.

Тогда, переходя к пределу в равенстве (3.3) при t → ∞, имеем

m =
Q

π

∞
∏

k=1

−k2

µkµ−k

.

Отсюда находим

Q = mπ

∞
∏

k=1

µkµ−k

−k2
.

Подставляя это значение в (3.2), получим (3.1). Теорема доказана. �
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