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ЗАДАЧА ПРОСТОГО ГРУППОВОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ С ФАЗОВЫМИ

ОГРАНИЧЕНИЯМИ ВО ВРЕМЕННЫХ ШКАЛАХ

В конечномерном евклидовом пространстве R
k рассматривается задача преследования группой пре-

следователей одного убегающего с равными возможностями всех участников, описываемая в задан-

ной временной шкале T системой вида

z∆i = ui − v,

где f∆ — ∆-производная функции f во временной шкале T . Множество допустимых управлений —

шар радиусом единица с центром в начале координат. Терминальные множества — начало координат.

Дополнительно предполагается, что убегающий в процессе игры не покидает пределы выпуклого

многогранного множества с непустой внутренностью. Получены достаточные условия разрешимо-

сти задач преследования и уклонения. При исследовании в качестве базового используется метод

разрешающих функций.
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Введение

При изучении структуры решений систем дифференциальных уравнений, разностных

уравнений и некоторых более общих функциональных уравнений присутствует определен-

ное число близких свойств. В качестве единого инструмента для изучения этих свойств

в настоящее время активно развивается теория динамических уравнений во временных

шкалах. Временные шкалы (time scales) как математический объект впервые стали рас-

сматриваться в работах В. Олбаха и С. Хильбера [1, 2]. Уравнения на временных шкалах

дают возможность для одновременного описания динамики непрерывных и дискретных

во времени систем. Временные шкалы находят свое применение при моделировании про-

цессов в химии, биотехнологии, экономике, нейронных сетей, общественных науках [3, 4].

В данной работе рассматривается задача простого преследования группой преследовате-

лей одного убегающего в предположении, что движение участников описывается диффе-

ренциальными уравнениями в заданной временной шкале. Получены достаточные условия

разрешимости как задачи преследования, так и задачи уклонения.

§ 1. Вспомогательные определения и факты

В данном разделе будут изложены базовые факты из теории временных шкал. Все приво-

димые ниже результаты могут быть найдены, например, в работах [6, 7].

Определение 1. Непустое замкнутое подмножество T ⊂ R
1 такое, что sup

t∈T

t = +∞, на-

зывается временной шкалой.
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Определение 2. Пусть T — временная шкала. Функция σ : T → R
1 вида

σ(t) = inf{s ∈ T
∣

∣ s > t}

называется функцией сдвига.

Определение 3. Функция f : T → R
1 называется T -дифференцируемой в точке t ∈ T,

если существует число γ ∈ R
1, что для любого ε > 0 и любой окрестности W точки t

справедливо неравенство

|f(σ(t))− f(s)− γ(σ(t)− s)| < ε|σ(t)− s|

для всех s ∈ T ∩W.

Число γ в этом случае называется ∆-производной функции f в точке t. ∆-производная

функции f в точке t будет обозначаться как f∆(t) = γ.

Определение 4. Функция f : T → R
n, f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)) называется T -дифферен-

цируемой в точке t ∈ T , если все функции f1, . . . , fn являются T -дифференцируемыми

в точке t.

Пусть T — временная шкала, E ⊂ T. Обозначим R(E) = {t
∣

∣ σ(t) > t}. Тогда множество

R(E) не более чем счетно.

Определение 5. Множество E ⊂ T называется ∆-измеримым, если множество

Ẽ = E ∪
⋃

t∈R(E)

(t, σ(t))

измеримо по Лебегу.

Определение 6. Функция f : T → R
1 называется ∆-измеримой на ∆-измеримом множе-

стве E, если функция f̃ вида

f̃(t) =

{

f(t), t ∈ E,

f(ti), t ∈ (ti, σ(ti)), ti ∈ R(E),

измерима на множестве Ẽ.

Определение 7. Функция f : E → R
1, E ⊂ T , называется ∆-интегрируемой на ∆-из-

меримом множестве E, если функция f̃ интегрируема по Лебегу на множестве Ẽ. Если f
является ∆-интегрируемой на множестве E, то определим

∫

E
f(s)∆s, полагая

∫

E

f(s)∆s =

∫

Ẽ

fdµ,

где µ — мера Лебега.
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§ 2. Постановка задачи

Пусть задана некоторая временная шкала T, t0 ∈ T.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ n+1 лиц: n пре-

следователей P1, . . . , Pn и убегающий E с законами движения вида

x∆
i = ui, xi(t0) = x0

i , ‖ui‖ 6 1, (2.1)

y∆ = v, y(t0) = y0, ‖v‖ 6 1. (2.2)

Здесь xi, y, x
0
i , y

0, ui, v ∈ R
k, i ∈ I = {1, . . . , n}. Считаем, что x0

i 6= y0 для всех i ∈ I.
Дополнительно предполагается, что убегающий E в процессе игры не покидает пределы

выпуклого множества Ω с непустой внутренностью вида

Ω = {y ∈ R
k
∣

∣ (pj, y) 6 µj, j = 1, . . . , r},

где p1, . . . , pr — единичные векторы R
k, µ1, . . . , µr — вещественные числа, (a, b) — скалярное

произведение. Считаем, что Ω = R
k при r = 0.

∆-измеримую функцию v : T → R
k назовем допустимой, если ‖v(t)‖ 6 1, y(t) ∈ Ω для

всех t ∈ T.

Определение 8. Квазистратегией Qi преследователя Pi называется отображение, ставя-

щее в соответствие набору
(

x0
i , y

0, t, vt(·)
)

, t ∈ T , вектор ui, ‖ui‖ 6 1, такой, что функция

ui(t) = Qi(x
0
i , y

0, t, vt(·)) является ∆-измеримой, где vt(·) — сужение функции v на проме-

жуток [t0, t) (предыстория управления убегающего на [t0, t).)

Определение 9. В игре Γ происходит поимка, если существуют T0 > t0, контрстратегии

Q1, . . . , Qn преследователей E1, . . . , En такие, что для любой ∆-допустимой функции v(·)
найдутся номер l ∈ I и момент τ ∈ [t0, T0] ∩ T , для которых xl(τ) = y(τ).

Определение 10. В игре Γ происходит уклонение от встречи, если существует ∆-до-

пустимая функция v(·) такая, что для любых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследователей

P1, . . . , Pn имеет место xi(t) 6= y(t) для всех i ∈ I , t ∈ T .

В случае T = R
1 данная задача рассматривалась многими авторами. В [8, 9] получено ре-

шение такой задачи без фазовых ограничений, причем в [8] рассмотрен случай, когда мно-

жество допустимых управлений всех игроков — шар радиусом единица с центром в нуле,

терминальные множества — начало координат, в [9] — множество допустимых управле-

ний всех игроков — выпуклый компакт, терминальные множества — выпуклые компакты.

В [10–13] получено решение задачи с фазовыми ограничениями. В работах [10, 11] решена

задача с фазовыми ограничениями, когда множество допустимых управлений — шар ради-

усом единица с центром в начале координат, терминальные множества — начало координат,

фазовое ограничение – выпуклый компакт. В [12] рассматривался случай, когда множество

допустимых управлений игроков — выпуклый компакт, терминальные множества — выпук-

лые компакты, фазовые ограничения — выпуклое многогранное множества. Нестационар-

ный вариант задачи простого преследования с фазовыми ограничениями рассматривался

в [13]. По задачам преследования–уклонения в дискретной постановке обширная библио-

графия приведена в [14, 15].
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§ 3. Достаточные условия разрешимости задач преследования и уклонения

Вместо систем (2.1), (2.2) рассмотрим систему

z∆i = ui − v, zi(t0) = z0i = x0
i − y0. (3.1)

Обозначим как IntA, coA соответственно внутренность и выпуклую оболочку множе-

ства A,

V = {v
∣

∣ ‖v‖ 6 1}, λ(z, v) = sup{λ > 0
∣

∣ −λz ∈ V − v}, K(t) =

∫ t

t0

∆s.

Теорема 1. Пусть

0 /∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n, p1, . . . pr}.

Тогда в игре Γ происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что существует v0 ∈ V, ‖v0‖ = 1
такой, что (z0i , v0) 6 0, (pl, v0) 6 0 для всех i, l. Задаем управление убегающего E, полагая

v(t) = v0 для всех t ∈ T. Пусть ui(·) — произвольные ∆-интегрируемые функции на [t0, t]∩T
для всех t и такие, что ‖ui(t)‖ 6 1. Тогда из (3.1) имеем

zt(t) = z0i +

∫ t

t0

ui(s)∆s−

∫ t

t0

v0∆s. (3.2)

Если K(t) = 0, то zi(t) = z0i 6= 0. Пусть K(t) 6= 0. Определим функции ûi(t) =
= 1

K(t)

∫ t

t0
ui(s)∆s. Тогда ‖ûi(t)‖ 6 1. Из (3.2) получаем

zi(t) = z0i +K(t)ûi(t)− v0K(t).

Следовательно,

‖zi(t)‖ > ‖z0i − v0K(t)‖ −K(t) =
√

‖z0i ‖
2 − 2K(t)(z0i , v0) +K2(t)−K(t) >

> K(t)−K(t) = 0.

Кроме того,

(pl, y(t)) = (pl, y
0) +K(t)(pl, v0) 6 (pl, v0) 6 µl

для всех l, t ∈ T. Тем самым теорема доказана. �

Лемма 1 (см. [16, с. 44]). Пусть r = 1, b1, . . . , bn ∈ R
k. Тогда

0 ∈ Int co {b1, . . . , bn, p1}

в том и только том случае, когда

δ = min
v∈V

max{max
i∈I

λ(bi, v), (p1, v)} > 0.

Замечание 1. Если центр шара V не совпадает с началом координат, то лемма 1 не верна.
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Пример 1 ( [17]). Пусть k = 2, V — круг радиусом 0.5 с центром в точке (0,−0.5),
b1 = (−1,−1), b2 = (1,−1), p1 = (1, 0). Тогда 0 ∈ Int co {b1, b2, p1}. Взяв v0 = (0, 0), по-

лучим (p1, v0) = 0, λ(b1, v0) = 0, λ(b2, v0) = 0 и, следовательно, δ = 0.

Лемма 2. Пусть

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n, p1}.

Тогда существует τ ∈ T такой, что для любой ∆-допустимой функции v(·) найдется

номер l ∈ I , для которого

∫ τ

t0

λ(z0l , v(s))∆s > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия леммы и леммы 1 следует, что существует δ > 0 такое,

что

min
v∈V

max{max
i∈I

λ(z0i , v), (p1, v)} > δ.

Пусть v(·) — произвольная ∆-допустимая функция. Для каждого t ∈ T определим множе-

ства

T1(t) = {t ∈ T
∣

∣ (p1, v(t)) > δ}, T2(t) = {t ∈ T
∣

∣ (p1, v(t)) < δ}.

Так как (p1, y(t)) 6 µ1 для всех t ∈ T, то справедливо неравенство

∫ t

t0

(p1, v(s))∆s 6 µ0 = µ1 − (p1, y
0).

Поэтому

µ0 >

∫ t

t0

(p1, v(s))∆s > δ

∫

T1(t)

∆s−

∫

T2(t)

∆s,

K(t) =

∫

T1(t)

∆s+

∫

T2(t)

∆s.

Отсюда получаем справедливость неравенства

∫

T2(t)

∆s >
K(t)− µ0

1 + δ
.

Обозначим fi(t, v(·)) =
∫ t

t0
λ(z0i , v(s))∆s. Далее имеем

∑

i∈I

fi(t, v(·)) >

∫ t

t0

max
i∈I

λ(z0i , v(s))∆s >

∫

T2(t)

max
i∈I

λ(z0i , v(s))∆s >

> δ

∫

T2(t)

∆s > δ
K(t)− µ0

1 + δ
.

Так как lim
t∈T,t→+∞

K(t) = +∞, то существует τ ∈ T , для которого
∑

i∈I

fi(τ, v(·)) > n для

любой ∆-допустимой функции v(·). Из последнего неравенства следует справедливость

утверждения леммы. Лемма доказана. �



254 Задача преследования во временных шкалах

Лемма 3. Пусть

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}.

Тогда существует τ ∈ T такой, что для любой ∆-допустимой функции v(·) найдется

номер l ∈ I , для которого

∫ τ

t0

λ(z0l , v(s))∆s > 1.

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательству леммы 1.

Определим число

T0 = inf{t ∈ T
∣

∣

∫ t

t0

inf
v(·)

max
i∈I

λ(z0i , v(s))∆s > 1}.

В силу ранее доказанного T0 < +∞.

Теорема 2. Пусть r = 1, 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n, p1}. Тогда в игре Γ происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предпишем преследователю Pi строить свое управление ui сле-

дующим образом. Если в момент t ∈ T выполнено неравенство fi(t, v(·)) 6 1, то полагаем

ui(t) = v(t)− λ(z0i , v(t))z
0
i .

Если τi ∈ T — первый момент времени, для которого fi(τi, v(·)) = 1, то считаем, что

λ(z0i , v(t)) = 0 для всех t ∈ T, t > τi. Тогда из (3.1) получаем

zi(t) = z0i

(

1−

∫ t

t0

λ(z0i , v(s))∆s
)

= z0i (1− fi(t, v(·))),

и поэтому zi(τi) = 0.
Пусть τi ∈ T — первый момент времени, для которого fi(τi, v(·)) > 1, а для всех t ∈ T,

t < τi выполняется неравенство fi(t, v(·)) < 1. Определим число

τ ∗i = sup{t ∈ T
∣

∣ fi(t, v(·)) < 1}.

Тогда (τ ∗i , τi) ∩ T = ∅. Действительно, если бы существовал момент τ ∈ (τ ∗i , τi) ∩ T, то

выполнялось бы неравенство fi(τ, v(·)) < 1, что невозможно в силу определения числа τ ∗i .
Полагаем в этом случае

ui(τi) = v(τi)− λ∗(z0i , v(τi))z
0
i , где λ∗(z0i , v(τi)) =

1− fi(τ
∗

i , v(·))

σ(τ ∗i )− τ ∗i
=

1− fi(τ
∗

i , v(·))

τi − τ ∗i
.

Отметим, что в данном случае λ∗(z0i , v(τi)) 6 λ(z0i , v(τi)), и поэтому ‖ui(τi)‖ 6 1. Тогда

zi(τi) = z0i −

∫ τ∗
i

t0

λ(z0i , v(s))∆s · z0i −

∫ τi

τ∗
i

λ∗(z0i , v(s))∆s · z0i =

= z0i
[

1− fi(τ
∗

i , v(·))− (1− fi(τ
∗

i , v(·)))
]

= 0.

Из леммы 2 следует, что для каждой ∆-допустимой функции v(·) найдутся момент τ ∈ T,
τ 6 T0 и номер l ∈ I , для которых fl(τ, v(·)) > 1. Поэтому из доказанного выше следует,

что для каждой ∆-допустимой функции v(·) найдутся момент τ0 ∈ T, τ0 6 T0 и номер

l ∈ I , для которых zl(τ0) = 0. Это и означает, что в игре Γ происходит поимка. Теорема

доказана. �
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Теорема 3. Пусть r = 0, 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}. Тогда в игре Γ происходит поимка.

Доказательство данной теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2.

Замечание 2. Если T = R
1, то теорема 3 совпадает с теоремой Пшеничного [8].

Теорема 4. Пусть n > k, 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n, p1, . . . , pr}. Тогда в игре Γ происходит

поимка.

Из доказательства следствия работы [18] следует, что существуют вектор p0 ∈ R
k и веще-

ственное число µ0 такие, что Ω ⊂ Ω0, где

Ω0 = {y ∈ Rk
∣

∣ (p0, y) 6 µ0}

и 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n, p0}. Осталось применить либо теорему 2 (если p0 6= 0), либо теоре-

му 3 (если p0 = 0). Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть n > k и Ω — многогранник. Тогда в игре Γ происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Ω — многогогранник, то 0 ∈ Int co {p1, . . . , pr}. Поэтому

выполнены условия теоремы 4. Следовательно, в игре Γ происходит поимка.

Замечание 3. Если T = R
1, то следствие 1 совпадает с теоремой Иванова [10].
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In the finite-dimensional Euclidean space R
k, the problem of pursuit of one evader by a group of pursuers

with equal opportunities for all participants is considered, which is described in a given time scale T by

a system of the form

z∆i = ui − v,

where f∆ is the ∆-derivative of the function f in the time scale T . The set of admissible controls is a

ball of unit radius with the center at the origin. Terminal sets are the coordinate origin. Additionally, it

is assumed that the evader does not leave the convex polyhedral set with a nonempty interior during the

game. Sufficient conditions for the solvability of the pursuit and evasion problems are obtained. In the

research, the method of resolving functions is used as the basic one.
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