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ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И РАССЕЯНИЯ
ДЛЯ ГАМИЛЬТОНИАНА БОГОЛЮБОВА – ДЕ ЖЕНА ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ
СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ ЩЕЛИ

Рассматривается гамильтониан Боголюбова – де Жена, возмущенный малым потенциалом, описыва-

ющий квазичастицы вида «электрон плюс дырка», в частности андреевские локализованные состоя-

ния (АЛС) в одномерной сверхпроводящей структуре при наличии примеси. Интерес к упомянутым

квазичастицам резко возрос в последние 15–20 лет благодаря открытию в топологических сверхпро-

водниках майорановских локализованных состояний (МЛС). МЛС представляют собой устойчивые

к внешним воздействиям нейтральные квазичастицы с нулевой энергией, весьма перспективные

для будущего использования в квантовых вычислениях. Исследование возникновения и поведения,

в зависимости от параметров системы и топологической фазы, АЛС, описываемых собственными

функциями гамильтониана Боголюбова – де Жена, интересно как с математической точки зрения,

в сравнении с обычным оператором Шрёдингера, так и с физической, поскольку может прояснить

предпосылки возникновения МЛС в топологически нетривиальной фазе и майораноподобных состо-

яний (часто играющих роль МЛС) в топологически тривиальной фазе. Изучение рассеяния интерес-

но тем, что вероятность прохождения квазичастицы через потенциальный барьер пропорциональна

кондактансу, который можно измерить в эксперименте, что в принципе дает возможность связать

величину кондактанса с наличием АЛС. В статье найдены условия возникновения собственных зна-

чений (энергий квазичастиц) в сверхпроводящей щели, имеющейся в непрерывном спектре гамиль-

тониана, а также их зависимость от параметров как в топологически нетривиальной, так и в тополо-

гически тривиальной фазах. Кроме того, исследована задача рассеяния для энергий вблизи границы

щели; в частности, найдена вероятность прохождения квазичастицы через потенциальный барьер

как функция от параметров системы.
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Гамильтониан Боголюбова – де Жена (БдЖ) (см. обзоры [1–5]) описывает, в одночастич-

ном приближении, возбужденные состояния (квазичастицы, являющиеся с определенными

вероятностями электронами или дырками), возникающие в сверхпроводящей щели. Дан-

ный гамильтониан представляет собой хорошо известный оператор Шрёдингера в случае

сверхпроводящих структур. Интерес к упомянутым квазичастицам резко возрос в послед-

ние 15–20 лет благодаря открытию в топологических сверхпроводниках майорановских ло-

кализованных состояний (МЛС) [1–5]. МЛС представляют собой устойчивые к внешним

воздействиям нейтральные квазичастицы с нулевой энергией вида «электрон плюс дырка»,

весьма перспективные для будущего использования в квантовых вычислениях [1–5].

Под андреевскими локализованными состояниями (АЛС) будут пониматься собствен-

ные функции возмущенного оператора БдЖ, отвечающие собственным значениям (с фи-

зической точки зрения — энергиям) в лакуне спектра (т. е. в сверхпроводящей щели).

(В частности, МЛС — это АЛС с нулевой энергией, которое локализовано вблизи грани-

цы между двумя топологическими фазами.) В статье изучаются АЛС с энергиями вбли-

зи граничных точек сверхпроводящей щели. С целью получения аналитических резуль-

татов вместо рассматриваемой обычно одномерной гетероструктуры «сверхпроводник–
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нормальный металл–сверхпроводник» берется более простая модель «сверхпроводник–

примесь–сверхпроводник». В работе найдены условия возникновения собственных значе-

ний в сверхпроводящей щели (т. е. их «отрыва» от граничных точек щели, что означает

переход полюса возмущенной функции Грина гамильтониана БдЖ через граничную точку),

а также их зависимость от параметров системы как в топологически нетривиальной, так

и в топологически тривиальной фазах. Кроме того, исследована задача рассеяния вблизи

границы щели. (Заметим, что речь в статье идет не о рассеянии, приводящем к хорошо из-

вестному отражению Андреева в структуре «нормальный металл-сверхпроводник» (см., на-

пример, [6]), а о рассеянии на примеси для энергий в непрерывном спектре.) Представляет-

ся, что исследование возникновения и поведения, в зависимости от топологической фазы,

АЛС интересно как с математической точки зрения, в том числе в сравнении с обычным

оператором Шрёдингера [7,8], так и с физической, поскольку может прояснить предпосыл-

ки возникновения МЛС в топологически нетривиальной фазе и майораноподобных состоя-

ний (часто играющих роль МЛС) в топологически тривиальной фазе (см. [9–11]). Изучение

рассеяния может быть интересно тем, что вероятность прохождения квазичастицы через

потенциальный барьер пропорционально кондактансу, который можно измерить в экспери-

менте, что в принципе дает возможность связать величину кондактанса с наличием АЛС

и его энергией.

§ 1. Возникновение андреевских локализованных состояний

Рассматривается гамильтониан Боголюбова – де Жена, имеющий вид [1, 2, 12]

H =

(
−∂2x − µ −∆∂x
∆∂x ∂2x + µ

)
,

где вещественное число ∆ 6= 0 — величина спаривающего потенциала, µ — химический

потенциал. После преобразования Фурье вида

(Fψ) (p) = 1√
2π

+∞∫

−∞

e−ipxψ(x) dx

получаем, обозначая H̃(p) = FHF−1,

H̃(p)− E =

(
p2 − µ− E −ip∆

ip∆ −p2 + µ− E

)
, (1.1)

где E — спектральный параметр (энергия квазичастицы). Равенство det
(
H̃(p)− E

)
= 0,

т. е. закон дисперсии, имеет вид

E2 =
(
p2 − µ+∆2/2

)2
+ µ∆2 −∆4/4. (1.2)

Если µ > ∆2/2, то спектр H, равный области значений E в (1.2) при −∞ < p < +∞,
определяется неравенством |E| > |∆|

√
µ−∆2/4. Если µ < ∆2/2, то спектр описывается

неравенством |E| > |µ|, а граница лакуны в спектре (сверхпроводящей щели) — равенством

E2 =
(
µ−∆2/4

)2
+ µ∆2 −∆2/4 = µ2.
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Функция Грина гамильтониана H (отождествляем с ее резольвентой) имеет вид [13]

((H − E)−1ψ)1(x) = −a−∆2/2 + E

4ip+a

∫

R

eip+|x−x′|ψ1(x
′) dx′ −

− a+∆2/2− E

4ip−a

∫

R

eip−|x−x′|ψ1(x
′) dx′ +

+
∆

4a

∫

R

(
eip+|x−x′| − eip−|x−x′|

)
sgn(x− x′)ψ2(x

′) dx′,

((H − E)−1ψ)2(x) =
a−∆2/2− E

4ip+a

∫

R

eip+|x−x′|ψ2(x
′) dx′ +

+
a+∆2/2 + E

4ip−a

∫

R

eip−|x−x′|ψ2(x
′) dx′ −

− ∆

4a

∫

R

(
eip+|x−x′| − eip−|x−x′|

)
sgn(x− x′)ψ1(x

′) dx′,

(1.3)

где

a =
√
E2 +∆4/4− µ∆2, p± =

√
µ± a−∆2/2 (1.4)

(здесь импульс p = p± найден из закона дисперсии (1.2), при этом выбран арифметический

корень).

Будем далее предполагать, что µ≪ ∆2/2. Тогда сверхпроводящая щель равна (−|µ|, |µ|)
и мала.

Будем рассматривать p = p+ из малой окрестности полюса p = 0 функции Грина (1.3),

что позволит в силу альтернативы Фредгольма [14] исследовать собственные значения опе-

ратора H, возмущенного потенциалом. Вследствие (1.2) получаем

E2 = µ2 +∆2p2 + o(p2). (1.5)

Из равенств (1.4), (1.5) найдем

E = ±µ
(
1 +

∆2p2

2µ2

)
+ o(p2), a =

∆2

2
− µ+

µ2

∆2
+ p2 + o(p2), p− = i|∆|+ o(p2). (1.6)

Из (1.3), (1.6) следует, что других особенностей, кроме полюса вблизи точки p = p+ = 0
у функции Грина нет.

Рассмотрим моделирующий примесь потенциал вида

V = εV (x)

(
1 0
0 −1

)
, (1.7)

где V (x) удовлетворяет неравенству

|V (x)| 6 Ce−γ|x|, C, γ > 0, (1.8)

и

V0 =

∞∫

−∞

V (x) dx 6= 0.

Предполагаем, что ε > 0 мало и p = p+ ≈ 0. Выделим в (1.3) полюс в чистом виде, полагая

eip|x−x′|

p
=

1

p
+
eip|x−x′| − 1

p
(1.9)
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(второе слагаемое в правой части (1.9) является аналитической функцией). Пользуясь (1.3),

(1.7), (1.9), запишем уравнение Дайсона:

ψ = −(H − E)−1V ψ

для нахождения собственных значений гамильтониана H + V в виде

ψ1(x) = −(µ− E)ε

2ip∆2

∫

R

V (x′)ψ1(x
′) dx′ +

+ ε

∫

R

K11(x, x
′, p, E)V (x′)ψ1(x

′) dx′ + ε

∫

R

K12(x, x
′, p, E)V (x′)ψ2(x

′) dx′,

ψ2(x) = −(µ+ E)ε

2ip∆2

∫

R

V (x′)ψ2(x
′) dx′ +

+ ε

∫

R

K21(x, x
′, p, E)V (x′)ψ2(x

′) dx′ + ε

∫

R

K22(x, x
′, p, E)V (x′)ψ1(x

′) dx′.

(1.10)

Для того чтобы исследовать задачу в рамках пространства L2(R), умножим уравнения (1.10)

на
√

|V (x)| и положим ϕ =
√
|V (x)|ψ(x) (ср. [15]). Тогда, в силу равенства V (x) =

=
√
|V (x)|

√
V (x), где

√
V (x) =

√
|V (x)|sgnV (x), получим вместо (1.10) систему

ϕ1(x) = −(µ− E)ε
√
|V (x)|

2ip∆2

(√
V , ϕ1

)
+ ε (A11(p, E), ϕ1) (x) + ε (A12(p, E), ϕ2) (x),

ϕ2(x) = −(µ+ E)ε
√
|V (x)|

2ip∆2

(√
V , ϕ2

)
+ ε (A21(p, E), ϕ2) (x) + ε (A22(p, E), ϕ1) (x),

(1.11)

где (·, ·) — скалярное произведение, Aij — оператор Гильберта–Шмидта с ядром

√
|V (x)|Kij(x, x

′, p, E)
√
V (x′)

из (L2(R))2, аналитически зависящий от (p, E) из комплексной окрестности нуля (считаем,

что константа γ в (1.8) достаточна велика). Перепишем (1.11), вводя обозначения

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, Cj =

(√
V , ϕj

)
, j = 1, 2,

в следующем виде:

ϕ− εA(p, E)ϕ = −ε
√
|V (x)|

2ip∆2
((µ− E)C1, (µ+ E)C2)

T .

Отсюда, для достаточно малых ε,

(
ϕ1

ϕ2

)
= − ε

2ip∆2
(1− εA(p, E))−1

(
(µ− E)C1

√
|V (x)|

(µ+ E)C2

√
|V (x)|

)
. (1.12)

Умножая (1.12) скалярно на
√
V (x), получим систему

Cj = − ε

2ip∆2

(
(µ− E)C1

((
(1− εA(p, E))−1

(√
|V (x)|, 0

)T)

j

,
√
V (x)

)
+

+ (µ+ E)C2

((
(1− εA(p, E))−1

(
0,
√

|V (x)|
)T)

j

,
√
V (x)

))
, j = 1, 2.

(1.13)
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Введем обозначения
((

(1− εA(p, E))−1
(√

|V (x)|, 0
)T)

1

,
√
V (x)

)
= V0 + εa11(p, E),

((
(1− εA(p, E))−1

(
0,
√

|V (x)|
)T)

1

,
√
V (x)

)
= εa12(p, E),

((
(1− εA(p, E))−1

(√
|V (x)|, 0

)T)

2

,
√
V (x)

)
= εa21(p, E),

((
(1− εA(p, E))−1

(
0,
√

|V (x)|
)T)

2

,
√
V (x)

)
= V0 + εa22(p, E),

(1.14)

где функции aij аналитичны в окрестности нуля. Условие существования ненулевого реше-

ния системы (1.13) с учетом (1.14) запишется в виде
∣∣∣∣∣∣∣∣

p+
ε(µ− E)(V0 + εa11)

2i∆2

ε2(µ+ E)a12
2i∆2

ε2(µ− E)a21
2i∆2

p+
ε(µ+ E)(V0 + εa22)

2i∆2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

откуда

p = −εµV0
2i∆2

±
√

−ε
2µ2V 2

0

4∆4
+
ε2(µ2 − E2)V 2

0

4∆4
+O(ε2) =

iεV0(µ∓ E)

2∆2
+O(ε2), (1.15)

где O(ε2) = ε2α(p, E, ε), причем α(p, E, ε) аналитически зависит от параметров в окрест-

ности нуля. Вводя обозначение

p̃± = p− iεV0(µ± E)

2∆2
, (1.16)

уравнения (1.15) можно представить в виде

p̃± = ε2α±(p̃±, E, ε), (1.17)

где α± — аналитические функции в окрестности нуля по первой переменной. Уравне-

ние (1.17) можно рассматривать как уравнения на неподвижную точку в окрестности

p̃± = 0, поскольку производная правой части по p̃± сколь угодно мала в рассматривае-

мой окрестности в силу малости ε. Таким образом, уравнения имеют для каждого из зна-

ков «±» единственное решение. Отбрасывая в (1.16) p̃± = O(ε2), получаем зависимость p
от параметров системы

p =
iεV0(µ± E)

2∆2
. (1.18)

Согласно (1.18) p чисто мнимое.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. В топологически нетривиальной фазе (µ > 0) в достаточно малой окрест-

ности граничной точки щели при V0 > 0 (в этом случае волновая функция убывает) и всех

достаточно малых ε существует единственное собственное значение E оператора H+V,
для которого справедливо равенство

E = ∓
(
µ+

2i∆2p

εV0

)
(1.19)

(знак «+» в (1.19) соответствует верхней границе щели, а «−» — нижней). Это же верно

в топологически тривиальной фазе (µ < 0) при V0 < 0; знак «+» («−») соответствует

нижней (верхней) границе щели.
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Замечание 1. Найдем приближенные выражения для собственных функций рассматри-

ваемого гамильтониана. Отбрасывая в (1.13) слагаемые порядка O(ε), получим

C1 = −ε(µ− E)V0
2ip∆2

C1, C2 = −ε(µ+ E)V0
2ip∆2

C2.

Для знака «−» в (1.19) C1 = 0, C2 любое. Следовательно, согласно (1.12) соответствующая

нормированная волновая функция имеет вид ψ(x) ≈ (0, 1)T , т. е. описывает дырочноподоб-

ную квазичастицу. В случае знака «+» имеем электроноподобную квазичастицу.

§ 2. Задача рассеяния

Рассмотрим задачу рассеяния для гамильтонианаH+V, используя уравнение Липпмана–

Швингера:

ψ = ψ0 − (H − E)−1V ψ, (2.1)

где ψ0 описывает налетающую квазичастицу и удовлетворяет уравнению Hψ0 = Eψ0, а V
имеет вид (1.7). Предполагаем, что энергия E близка к одной из граничных точек сверх-

проводящей щели. Пусть |E| > |µ|, E ≈ µ. Тогда в силу (1.2)

p4 − 2(µ−∆2/2)p2 − (E2 − µ2) = 0,

откуда

p2 = −(∆2/2− µ)±
√
(∆2/2− µ)2 + E2 − µ2 ≈

≈ −∆2/2

(
1∓

(
1 +

2(E2 − µ2)

∆4

))
.

(2.2)

Выбор знака «+» в (2.2) соответствует экспоненциально возрастающим (убывающим) со-

стояниям, поэтому для нахождения ψ0 выбираем знак «−», тогда

p = p+ =

√
E2 − µ2

|∆| ≈ 0.

Ищем ψ0 в виде ψ0(x) = ψ̃0e
ipx, где ψ̃0 = (ψ̃01, ψ̃02) удовлетворяет, согласно (1.1), равенству

(
H̃(p)− E

)
ψ̃0 ≈ −2µ

(
1 0
0 0

)(
ψ̃01

ψ̃02

)
= 0,

откуда ψ̃0 = (0, 1)T и

ψ0 = (0, 1)T epx = (0, 1)T e
i
(√

E2−µ2/|∆|
)

x
. (2.3)

Таким образом, по первой («электронной») компоненте рассеяние не происходит. Для вто-

рой («дырочной») компоненты из (1.3), (1.6), (2.1), (2.3) и условия E ≈ µ получаем (далее

все обозначения совпадают с введенными выше)

ψ1(x) = −(µ− E)ε

2ip∆2
eip|x|

∫

R

V (x′)ψ1(x
′) dx′ +

+ ε

∫

R

K11(x, x
′, p, E)V (x′)ψ1(x

′) dx′ + ε

∫

R

K12(x, x
′, p, E)V (x′)ψ2(x

′) dx′,

ψ2(x) = eipx − (E + µ)ε

2ip∆2
eip|x|

∫

R

V (x′)ψ2(x
′) dx′ +

+ ε

∫

R

K21(x, x
′, p, E)V (x′)ψ2(x

′) dx′ + ε

∫

R

K22(x, x
′, p, E)V (x′)ψ1(x

′) dx′.
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Пренебрегая слагаемыми порядка O(ε), получим

ψ2(x) = eipx − (E + µ)ε

2ip∆2
eip|x|

∫

R

V (x′)ψ2(x
′) dx′ (2.4)

или

ϕ2(x) =
√

|V (x)|eipx −
√
E + µ

√
|V (x)|

2i|∆|√E − µ
εeip|x|

(√
V (x), ϕ2

)
. (2.5)

После умножения (2.5) скалярно на
√
V найдем

(√
V , ϕ2

)
=

∫

R

V (x′)eipx
′

dx′
/(

1 +

√
E + µε

2i|∆|√E − µ

∫

R

V (x′)eip|x
′| dx′

)
.

Отсюда и из (2.4)

ψ2(x) = eipx −
√
E + µ

2i|∆|√E − µ
εeip|x|

∫

R

V (x′)eipx
′

dx′
/(

1 +

√
E + µε

2i|∆|√E − µ

∫

R

V (x′)eip|x
′| dx′

)
.

(2.6)

Т. к. p = p+ ≈ 0, то
∫
R
V (x′)eip|x

′| dx′ ≈ V0 и
∫
R
V (x′)eipx

′

dx′ ≈ V0. Равенство (2.6) примет

вид

ψ2(x) = eipx −
√
E + µεV0

2i|∆|√E − µ
eip|x|

/(
1 +

√
E + µεV0

2i|∆|√E − µ

)
.

Выпишем амплитуды рассеяния a± вперед и назад:

a+ =
2i|∆|√E − µ

2i|∆|√E − µ+
√
E + µεV0

, a− = −
√
E + µεV0

2i|∆|√E − µ+
√
E + µεV0

.

Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Для вероятности прохождения P+ квазичастицы через потенциальный ба-

рьер в случае E ≈ µ, |E| > |µ| справедлива формула

P+ = |a+|2 =
4∆2(E − µ)

4∆2(E − µ) + (E + µ)ε2V 2
0

+O(ε),

причем квазичастица дырочноподобна. При замене E на −E эта же формула справедлива

при E ≈ −µ, тогда квазичастица электроноподобна.

Замечание 2. Если ε2 ≫ |E − µ|, т. е. энергия частицы очень близка к границе щели, то

P+ ≈ 0. Если же ε2 ≪ |E − µ|, то P+ ≈ 1.
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Keywords: Bogolyubov – de Gennes Hamiltonian, Green’s function, spectrum, eigenvalue, Andreev bound

states, scattering problem, transmission probability.
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We consider the Bogolyubov – de Gennes Hamiltonian perturbed by a small potential, which describes

quasiparticles of electron-hole type, in particular, Andreev bound states (ABSs) in a one-dimensional

superconducting structure in the presence of an impurity. In the last 15–20 years, interest in such

quasiparticles has increased sharply due to the discovery of Majorana bound states (MBSs) in topological

superconductors. MBSs are neutral zero-energy quasiparticles resistant to external influences, which

are very promising for future use in quantum computing. The study of the appearance and behavior,

depending on the system parameters and the topological phase, of ABSs described by the eigenfunctions

of the Bogolyubov – de Gennes Hamiltonian, is interesting both from a mathematical point of view, in

comparison with the usual Schrödinger operator, and from a physical point of view, since it can clarify

prerequisites for the occurrence of MBSs in the topologically nontrivial phase and marjoram-like states

(often playing the role of MBSs) in the topologically trivial phase. The study of scattering is interesting

due to the fact that the probability of a quasiparticle transmission through a potential barrier is proportional

to the conductance, that can be measured experimentally, which in principle makes it possible to relate

the conductance to the presence of ABS. In the paper, the conditions for the appearance of eigenvalues

(energies of quasiparticles) in the superconducting gap in the continuous spectrum of the Hamiltonian,

as well as their dependence on the parameters in both the topological nontrivial and topologically trivial

phases, are found. In addition, the scattering problem for energies near the edge of the gap has been

investigated, in particular, the probability of a quasiparticle transmission through a potential barrier as a

function of system parameters has been found.
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