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ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОЙ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
СО СМЕЩЕНИЕМ ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В статье рассмотрено параболо-гиперболическое уравнение с сингулярным коэффициентом и спек-

тральным параметром в области, состоящей из характеристического треугольника и полуполосы.

Сформулирована задача с нелокальным условием, связывающим значения искомой функции в точ-

ках двух граничных характеристик и линии изменения типа уравнения с помощью двух операторов,

один из которых зависит от коэффициента сингулярности, а другой — от спектрального параметра.

Поставленная задача исследована сведением ее к системе уравнений относительно следа искомой

функции и еe производной по x на линии изменения типа уравнения. Единственность решения

доказана с использованием метода интегралов энергии, при этом использованы интегральные пред-

ставления гамма-функции Эйлера и функции Бесселя первого рода. Существование решения задачи

доказано методом интегральных уравнений, при этом поставленная задача эквивалентно сведена

к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, разрешимость которого следует из един-

ственности решения задачи. Выявлены достаточные условия, которые обеспечивают однозначную

разрешимость поставленной задачи.
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§ 1. Введение и постановка задачи

Начиная с семидесятых годов прошлого века исследователи интенсивно изучают нело-

кальные задачи для уравнений в частных производных. В настоящее время круг таких

задач расширяется в различных направлениях. Среди них особое место занимают задачи

со смещением. Это объясняется тем, что такие задачи охватывают различные корректные

локальные краевые задачи, и к ним сводятся многие проблемы, например биологической

синергетики, трансзвуковой газовой динамики и тепловой физики.

Задачи со смещением впервые поставлены и изучены для уравнений колебания стру-

ны и Трикоми в [1], а для уравнения Лаврентьева–Бицадзе — в [1, 2]. В задачах, изучен-

ных в этих работах, нелокальное условие связывает значения искомой функции или ее

производной определенного (вообще говоря, дробного) порядка в точках двух граничных

характеристик уравнения. В работе [3] изложена методика постановки корректных крае-

вых задач со смещением для линейных гиперболических уравнений второго порядка на

плоскости и показано, что на корректность таких краевых задач существенно влияют ко-

эффициенты при младших членах рассматриваемого уравнения. Вслед за этими работами

проводились многочисленные исследования, посвященные приложениям и изучению задач

со смещением для различных уравнений гиперболического, эллиптико-гиперболического

и параболо-гиперболического типов, которые в гиперболической части области рассмотре-

ния в основном сводятся к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД). Здесь следует отме-

тить, что, когда уравнение сводится к уравнению ЭПД, при постановке краевых задач со

смещением краевое условие (в большинстве случаев) выписывается с помощью операторов

дробного дифференцирования Римана–Лиувилля [4]:

https://doi.org/10.35634/vm200210
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Dα
mz [g (t)] ≡

1

Γ (1− α)

d

dt

∫ t

m

|t− z|−αg (z) dz, 0 < α < 1,

где Γ (z) — гамма-функция Эйлера [5]. Обзор этих работ можно найти в монографии [3].

Для уравнений в частных производных за прошедшие годы исследователями сформули-

рованы различные задачи со смещением, отличающиеся от первоначальных. Например,

в [6] для уравнения смешанного типа поставлена и исследована задача со смещением

с нелокальным условием, связывающим значения искомой функции в точках двух внутрен-

них характеристик, а в [7] — в точках одной граничной характеристики. В [8] для уравнения

Лавреньтева–Бицадзе исследована задача с нелокальным условием, связывающим значения

искомой функции в точках одной граничной и параллельных ей внутренних характери-

стик. В [9, 10] при формулировке задач со смещением для уравнений смешанного типа

использованы операторы Сайго. При рассмотрении в прямоугольнике уравнений гипер-

болического [11] и эллиптико-гиперболического [12] типа исследованы задачи, в которых

условие смещения связывает значения искомой функции или ее производной в точках двух

параллельных сторон прямоугольника. Задачи для уравнений эллиптического и эллиптико-

гиперболического типа с условием смещения в эллиптической части границы области также

изучены многими авторами (cм., например, [13]).

Постановке и исследованию задач со смещением для параболо-гиперболических урав-

нений второго порядка посвящено много работ (см., например, [3] и ее библиографию).

В частности, в работе [14] изучены спектральные свойства одной краевой задачи со смеще-

нием для модельного параболо-гиперболического уравнения. В [15,16] изучена однозначная

разрешимость краевых задач со смещением с нелокальным условием в гиперболической

части области для модельных параболо-гиперболических уравнений с нагруженным слага-

емым соответственно в гиперболической и параболической части области. В [17] изучена

задача со смещением с нелокальным условием, связывающим значения дробной производ-

ной искомой функции на двух граничных характеристиках и линии изменения типа для

уравнения с вырождением в гиперболической части смешанной области, а в [18] аналогич-

ные задачи изучены в случае, когда рассматриваемое уравнение имеет сингулярный член,

причем в последнем в параболической части задано интегральное условие. В [19, 20] изу-

чены задачи для уравнений с вырождением как в параболической, так и в гиперболической

части смешанной области, причем в [19] нелокальное условие связывает значения искомой

функции в точках одной граничной и параллельной ей внутренних характеристик, а в [20] —

верхней и нижней сторон прямоугольника.

В работе [21] и в цитированных в ней работах, при рассмотрении уравнений гиперболи-

ческого и смешанного типа со спектральным параметром, выяснилось, что при постановке

краевых задач со смещением для таких уравнений в краевых условиях наряду с операто-

ром Dα
mt (0 6 α 6 1) участвуют и операторы следующего вида, зависящие от спектрального

параметра:

As,λ
mt [f (t)] = f (t)−

∫ t

m

f (z)

(
z −m

t−m

)s
∂

∂z
J0

[
λ
√
(t−m) (t− z)

]
dz, s = 0, 1,

где J0 (z) — функция Бесселя первого рода [22].

В [17] для модельного параболо-гиперболического уравнения со спектральным парамет-

ром исследована задача с условием смещения, связывающим значения решения в точках

двух граничных характеристик и линии изменения типа с помощью операторов A1,λ
0t и A1,λ

1t ,

а в [23] с помощью операторов A0,λ
mt , A

1,λ
mt и Dα

mt сформулированы и исследованы задачи

с условиями, связывающими значения решения в точках одной граничной характеристи-

ки и линии изменения типа для уравнения со спектральным параметром и с сингулярным
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членом в гиперболической части смешанной области. Отметим, что рассмотренные в рабо-

тах [14–23] параболо-гиперболические уравнения линии изменения типа являются характе-

ристиками.

В работах [24, 25] в области Q = Q1 ∪ Q0 ∪ Q2 рассмотрено параболо-гиперболическое

уравнение с нехарактеристической линией изменения типа вида

∂2u

∂x2
+
k

x

∂u

∂x
− ∂2−H(x)u

∂t2−H(x)
− λ2u = 0, (1.1)

где Q1 = {(x, t) : 0 < x < +∞, 0 < t < T}, Q2 = {(x, t) : − x < t < x+ T, −T/2 < x < 0},
Q0 = {(x, t) : x = 0, 0 < t < T}; H (x) — функция Хевисайда, а T , k, λ ∈ R — заданные

числа, при λ = λ1 в Q1, k = 0, λ = λ2 в Q2, и с помощью операторов A0,λ2

mt и A1,λ2

mt

поставлены и изучены задачи с условиями смещения в гиперболической части области Q.

В данной работе при k ∈ (0, 1) исследуем следующую нелокальную задачу со смещением

для уравнения (1.1).

Задача H0. Найти функцию u (x, t) ∈
2⋂

j=1

[
C
(
Qj

)
∩C2,j

x,t (Qj)
]
, удовлетворяющую в об-

ластях Q1 и Q2 уравнению (1.1), на линии изменения типа Q0 — условиям склеивания вида

lim
x→−0

u (x, t) = lim
x→+0

u (x, t), t ∈ [0, T ], (1.2)

lim
x→−0

(−x)kux (x, t) = lim
x→+0

xkux (x, t), t ∈ (0, T ), (1.3)

а на границе области Q — условиям

u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x < +∞, lim
x→+∞

u (x, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.4)

a (t)A1,λ
0t D

k/2
0t

[
tk−1u

(
− t

2
,
t

2

)]
+ b (t)A1,λ

T tD
k/2
Tt

[
(T − t)k−1u

(
t− T

2
,
t+ T

2

)]
+

+ c (t) u (0, t) = ψ (t), t ∈ (0, T ),

(1.5)

где ϕ (x), a (t), b (t), c (t), ψ (t) — заданные функции, причем a2 (t) + b2 (t) + c2 (t) 6= 0,
t ∈ [0, T ].

В задаче H0 нелокальное условие (1.5) связывает значения искомой функции в точках

характеристик t + x = 0, t − x = T и линии изменения типа Q0. Из задачи H0, в частном

случае, при b (x) ≡ c (x) ≡ 0 [a (x) ≡ c (x) ≡ 0], в силу обратимости операторов A1,λ
mt

и Dα
mt, следует задача Трикоми для уравнения (1.1) в области Q c заданным значением

искомой функции на характеристике t+ x = 0 [t− x = T ]. При a (x) ≡ b (x) ≡ 0, x ∈ [0, T ],
задача H0 распадается на две задачи, т. е. на первую краевую задачу в области Q1 [26]

и видоизмененную задачу Коши в области Q2 [21], для уравнения (1.1).

§ 2. Получение основных функциональных соотношений

Пусть u (x, t) — решение задачи H0. Принимая во внимание условия склеивания (1.2)

и (1.3), примем следующие обозначения и предположения:

lim
x→±0

u (x, t) = τ(t), t ∈ [0, T ], τ (t) ∈ C [0, T ] ∩ C2 (0, T ), (2.1)

lim
x→±0

|x|kux (x, t) = ν (t), t ∈ (0, T ), ν (t) ∈ C2 (0, T ), (t(T − t))1−k ν (t) ∈ C [0, T ]. (2.2)
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Тогда решение задачи H0 в областях Q1 и Q2, как решение уравнения (1.1), удовлетво-

ряющее условиям (1.4), (2.2) и (2.1), (2.2), соответственно представимо в виде (см. [21,26]):

u (x, t) =
x(1−k)/2

2t

∫ +∞

0

ϕ (ξ) ξ(1+k)/2e−λ2t−(x2+ξ2)/4tI(k−1)/2

(
xξ

2t

)
dξ −

− γ0

∫ t

0

ν (η) eλ
2(η−t)−x2/4(t−η)(t− η)−(1+k)/2dη, (x, t) ∈ Q1,

(2.3)

u (x, t) = γ1

∫ 1

0

τ [t− x (2s− 1)]

[s (1− s)]1−k/2
I(k/2)−1

[
2λx

√
s (1− s)

]
ds−

− (−x)1−kγ2

∫ 1

0

ν [t− x (2s− 1)]

[s (1− s)]k/2
I−(k/2)

[
2λx

√
s (1− s)

]
ds, (x, t) ∈ Q2,

(2.4)

где γ0 = 2−kΓ−1 [(1 + k) /2], γ1 = Γ (k) /Γ2 (k/2), γ2 = Γ (1− k) /Γ2 (1− k/2), Im (z) =
= Γ (1 +m) (z/2)−mIm (z), а Im (z) — функция Бесселя мнимого аргумента [22].

Устремляя x к нулю и учитывая обозначение (2.1), из формулы (2.3) получим соотноше-

ние между неизвестными функциями τ (t) и ν (t) на отрезке Q0, принесенное из области Q1:

τ (t) = γ0t
−(k+1)/2

∫ +∞

0

ϕ (ξ) ξke−λ2t−ξ2/(4t)dξ − γ0

∫ t

0

eλ
2(η−t)ν (η) (t− η)−(1+k)/2dη. (2.5)

Пользуясь формулой (2.4), как и в работе [21], можно показать, что

A1,λ
0t D

k/2
0t

[
tk−1u

(
− t

2
,
t

2

)]
=

Γ (k) t(k/2)−1

Γ (k/2)

{
τ (t)− γ3

∫ t

0

ν (z)

(t− z)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz

}
, (2.6)

A1,λ
T tD

k/2
Tt

[
(T − t)k−1u

(
t− T

2
,
t+ T

2

)]
= [Γ (k) /Γ (k/2)]×

× (T − t)(k/2)−1

{
τ (t)− γ3

∫ T

t

ν (z) (z − t)−kJ−k/2 [λ (z − t)] dz

}
,

(2.7)

где γ3 = 2k−1Γ (k/2) / [Γ (k) Γ (1− k/2)], Jm (z) = Γ (1 +m) (z/2)−mJm (z) — функция

Бесселя–Клиффорда, Jm (z) — функция Бесселя первого рода порядка m.

Подставляя (2.6) и (2.7) в условие (1.5), получим соотношение между неизвестными

функциями τ (t) и ν (t) на отрезке Q0, принесенное из области Q2:

p (t) τ (t) = [Γ (k/2) /Γ (k)] [t (T − t)]1−k/2ψ (t) +

+ γ3a (t) (T − t)1−k/2

∫ t

0

ν (z) (t− z)−kJ−k/2 [λ (t− z)] dz +

+ γ3b (t) t
1−k/2

∫ T

t

ν (z) (z − t)−kJ−k/2 [λ (t− z)] dz, t ∈ [0, T ],

(2.8)

где p (t) = a (t) (T − t)1−k/2 + b (t) t1−k/2 + [Γ (k/2) /Γ (k)] [t (T − t)]1−k/2c (t).
Таким образом, задача H0 эквивалентно (в смысле разрешимости и в классе искомых

функций) сведена к системе уравнений (2.5), (2.8).

§ 3. Единственность и существование решения задачи

Как отмечено выше, задача H0 эквивалентна системе (2.5), (2.8). Поэтому для того,

чтобы доказать единственность и существование решения задачи H0, достаточно доказать

однозначную разрешимость системы уравнений (2.5), (2.8).
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Ниже рассмотрим следующие случаи. I. p (t) 6= 0, t ∈ [0, T ]. II. p (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ].
I. Пусть p (t) 6= 0, t ∈ [0, T ]. Тогда при t = T и t = 0 следует b (T ) 6= 0, a (0) 6= 0.
Доказательство единственности решения задачи H0 опирается на следующую лемму.

Лемма 1. Если u (x, t) — решение однородной задачи H0 и lim
x→0

|x|kux (x, t) ∈ L2 [0, T ], то

при p (t) 6= 0,
[
a (t) (T − t)1−k/2/p (t)

]′
6 0,

[
b (t) t1−k/2/p (t)

]′
> 0, t ∈ [0, T ], справедливо

равенство

lim
x→0

|x|kux (x, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u (x, t) — решение однородной задачи H0. Тогда, соглас-

но соотношениям (2.5) и (2.8), при t ∈ [0, T ] имеют место равенства

τ (t) = −γ0
∫ t

0

eλ
2(η−t)ν (η) (t− η)−(1+k)/2dη, (3.1)

τ (t) = γ3

{
a0 (t)

∫ t

0

ν (z)

(t− z)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz + b0 (t)

∫ T

t

ν (z)

(z − t)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz

}
,

(3.2)

где a0 (t) = a (t) (T − t)1−k/2p−1 (t), b0 (t) = b (t) t1−k/2p−1 (t).

С помощью равенств (3.1) и (3.2) вычислим следующий интеграл: l =

∫ T

0

τ (t) ν (t) dt.

Подставляя в интеграл l функцию τ (t), определенную по формуле (3.2), имеем

l = γ3

∫ T

0

a0 (t) ν (t) dt

∫ t

0

ν (z) (t− z)−kJ−k/2 [λ (t− z)] dz +

+ γ3

∫ T

0

b0 (t) ν (t) dt

∫ T

t

ν (z) (z − t)−kJ−k/2 [λ (z − t)] dz.

Заменяя функцию |t− z|−α
и Jm [λ (t− z)] соответственно по формулам (см. [5, 22])

|t− z|−α = Γ−1 (α) cos−1(απ)/2

∫ +∞

0

sα−1 cos [(t− z) s] ds, α ∈ (0, 1),

Jm [λ (t− z)] =
Γ (m+ 1)√
πΓ (m+ 1/2)

∫ 1

−1

(
1− η2

)m−1/2
cos [λ (t− z) η] dη, m > −1/2,

(3.3)

получим

l =
Γ (k/2) Γ−1 [(1− k) /2]

21−k
√
πΓ2 (k) cos (kπ/2)

∫ 1

−1

(
1− η2

)−(k+1)/2
dη

∫ +∞

0

sk−1 [M1 (η, s) +M2 (η, s)] ds,

(3.4)

где

M1 (η, s) =

∫ T

0

ν (t) a0 (t) dt

∫ t

0

ν (z) cos [λη (t− z)] cos [s (t− z)] dz,

M2 (η, s) =

∫ T

0

ν (t) b0 (t) dt

∫ T

t

ν (z) cos [λη (t− z)] cos [s (t− z)] dz.
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Далее, пользуясь равенствами

cos [λη (t− z)] cos [(t− z) s] =
1

2
{cos [(t− z) (s+ λη)] + cos [(t− z) (s− λη)]} =

=
1

2
{cos [t (s+ λη)] cos [z (s+ λη)] + sin [t (s+ λη)] sin [z (s+ λη)] +

+ cos [t (s− λη)] cos [z (s− λη)] + sin [t (s− λη)] sin [z (s− λη)]},

g (x)

∫ x

a

g (t) dt =
1

2

d

dx

(∫ x

a

g (t) dt

)2

, g (x)

∫ b

x

g (t) dt = −1

2

d

dx

(∫ b

x

g (t) dt

)2

и учитывая a0 (T ) = 0, b0 (0) = 0, функции M1 (η, s) и M2 (η, s) приведем к виду

M1 (η, s) = −1

4

∫ T

0

a′0 (t)L0t (η, s) dt, M2 (η, s) =
1

4

∫ T

0

b′0 (t)LtT (η, s) dt,

где

Lmn (η, s) =

(∫ n

m

ν (z) cos [z (λη + s)] dz

)2

+

(∫ n

m

ν (z) sin [z (λη + s)] dz

)2

+

+

(∫ n

m

ν (z) cos [z (λη − s)] dz

)2

+

(∫ n

m

ν (z) sin [z (λη − s)] dz

)2

.

Если учесть эти равенства и условия леммы 1, то из равенства (3.4) следует, что l > 0.
Далее, подставим в интеграл l функцию τ (t), определенную формулой (3.2). Затем,

заменив (t− η)−(1+k)/2
по формуле (3.3) и выполнив некоторые преобразования, находим

l = −2−k−1Γ−2

(
1 + k

2

)
cos−1

(
1 + k

4
π

)∫ +∞

0

s(k−1)/2ds×

×
[
1

2
e−2λ2T

(∫ T

0

ν (η) eλ
2η cos (ηs) dη

)2

+ λ2
∫ T

0

e−2λ2t

(∫ t

0

ν (η) eλ
2η cos (ηs) dη

)2

dt+

+
1

2
e−2λ2T

(∫ T

0

ν (η) eλ
2η sin (ηs) dη

)2

+ λ2
∫ T

0

e−2λ2t

(∫ t

0

ν (η) eλ
2η sin (ηs) dη

)2

dt

]
. (3.5)

Из (3.5) следует, что l 6 0. Сопоставляя это с предыдущим неравенством l > 0, имеем

l = 0. Если учесть это, то из (3.5) следует, что ∀s ∈ [0,+∞) справедливы равенства

∫ T

0

ν (η) eλ
2η cos(ηs) dη = 0,

∫ T

0

ν (η) eλ
2η sin(ηs) dη = 0.

Из этих равенств, в частности при s = (nπ)/T , n = 0, 1, 2, . . . , следует, что

∫ T

0

ν (η) eλ
2η cos

(nπ
T
η
)
dη = 0,

∫ T

0

ν (η) eλ
2η sin

(nπ
T
η
)
dη = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Так как ν (η) eλ
2η ∈ L2 [0, T ], то в силу полноты системы функций {cosnx, sinnx}∞n=0

имеет место равенство ν (t) eλ
2t ≡ 0, то есть ν (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Лемма 1 доказана. �

Теорема 1. Если выполнены условия леммы 1, то задача H0 не может иметь более

одного решения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u1 (x, t) и u2 (x, t) — решение задачи H0. Тогда функция

u (x, t) = u1 (x, t)−u2 (x, t) является решением однородной задачи H0, то есть системы (3.1),

(3.2). При этом согласно лемме 1 ν (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Поэтому в силу равенства (3.1),

τ (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тогда согласно формулам (2.3) и (2.4) u (x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Q. Теорема 1

доказана. �

Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и следующие условия:

a (t) = (T − t)ε+k/2ã (t) , b (t) = tε+k/2b̃ (t) , c (t) = [t (T − t)]ε+k/2c̃ (t) , ε > 0,

ã (t) , b̃ (t) , c̃ (t) ∈ C1 [0, T ] ∩ C4 (0, T ) ,

ψ (t) = [t (T − t)]−δψ̃ (t) , δ 6 1− (k/2) , ψ̃ (t) ∈ C1 [0, T ] ∩ C3 (0, T ) ,

ϕ (x) ∈ C [0,+∞) ∩ C3 (0,+∞) , lim
x→+∞

ϕ (x) = 0,

а функции ϕ′ (x), ϕ′′ (x), ϕ′′′ (x) ограничены на (0,+∞).
Тогда существует решение задачи H0, притом оно единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исключая функцию τ (t) из равенств (2.5) и (2.8), получим

γ0

∫ t

0

eλ
2(η−t)ν (η) (t− η)−(k+1)/2dη + γ3a0 (t)

∫ t

0

ν (z) (t− z)−kJ−k/2 [λ (t− z)] dz +

+ γ3b0 (t)

∫ T

t

ν (z) (z − t)−kJ−k/2 [λ (z − t)] dz = f (t), t ∈ [0, T ],

где

f (t) = γ0t
−(1+k)/2

∫ +∞

0

ϕ (ξ) ξke−λ2t−ξ2/4tdξ − [Γ (k/2) /Γ (k)] [t (T − t)]1−k/2ψ (t) p−1 (t).

Отсюда, умножая на eλ
2t и введя обозначение Φ (t− z) = eλ

2(t−z)J−k/2 [λ (t− z)], имеем

γ0Γ [(1− k) /2] I
(1−k)/2
0t ν0 (t) + γ3a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) (t− z)−kΦ (t− z) dz +

+ γ3b0 (t)

∫ T

t

ν0 (z) (z − t)−kΦ (t− z) dz = f0 (t), t ∈ [0, T ],

где ν0 (t) = ν (t) eλ
2t, f0 (t) = f (t) eλ

2t, а I
(1−k)/2
0t — оператор дробного интегрирования [4]:

Iαabρ (t) ≡
sign (b− a)

Γ (α)

∫ b

a

|t− z|α−1ρ (z) dz, α > 0. (3.6)

Из последнего равенства, применяя оператор дробного дифференцирования D
(1−k)/2
0t

и принимая во внимание равенство [4] Dα
0tI

α
0tg (t) = g (t) , 0 < α < 1, получим

γ0Γ [(1− k) /2] ν0 (t) + γ3D
(1−k)/2
0t

{
a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) (t− z)−kΦ (t− z) dz

}
+

+ γ3D
(1−k)/2
0t

{
b0 (t)

∫ T

t

ν0 (z) (z − t)−kΦ (t− z) dz

}
= D

(1−k)/2
0t f0 (t), t ∈ (0, T ). (3.7)
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Второе и третье слагаемые в левой части равенства (3.7) обозначим соответственно

через M1 (ν0) и M2 (ν0) и упростим их. Сначала рассмотрим функцию M1 (ν0).

Подставляя разложение оператора дробного дифференцированияD
(1−k)/2
0t , а затем, меняя

порядок интегрирования в полученных повторных интегралах, перепишем M1 (ν0) в виде

M1 (ν0) = γ3Γ
−1

(
1 + k

2

) 3∑

j=1

M1j (ν0), (3.8)

M11 (ν0) =
d

dt

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2 [a0 (s)− a0 (t)] (s− z)−kΦ (s− z) ds,

M12 (ν0) =
d

dt

{
a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2(s− z)−k [Φ (s− z)− 1] ds

}
,

M13 (ν0) =
d

dt

{
a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2(s− z)−k ds

}
.

Рассмотрим функцию M11 (ν0). В силу условия на a0 (t), согласно теореме Лагранжа,

справедливо равенство a0 (s) − a0 (t) = (s− t) a′0 (s+ θ (t− s)), где 0 < θ < 1. Учиты-

вая это, в равенстве M11 (ν0) выполним операции дифференцирования по t. В результате

получим

M11 (ν0) = −
∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2a′0 (s+ θ (t− s))

]
(s− z)−kΦ (s− z) ds. (3.9)

Рассмотрим функцию M12 (ν0) и перепишем ее в виде

M12 (ν0) = a′0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2(s− z)−k [Φ (s− z)− 1] ds+

+ a0 (t)
d

dt

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2(s− z)−k [Φ (s− z)− 1] ds.

К внутреннему интегралу второго слагаемого в M12 (ν0) применим правило интегрирования

по частям. Затем, выполняя операции (d/dt) и учитывая равенство Φ (0) = 1, имеем

M12 (ν0) = a′0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2(s− z)−k [Φ (s− z)− 1] ds+

+ a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ t

z

(t− s)(k−1)/2 (∂/∂s)
{
(s− z)−k [Φ (s− z)− 1]

}
ds.

Далее, принимая во внимание Φ (s− z) − 1 = (s− z) Φ̃ (s− z), во внутренних интегралах

выполним замену переменных по формуле s = z + (t− z) η. В результате получим

M12 (ν0) =

∫ t

0

ν0 (z) (t− z)(1−k)/2 [a0 (t) + a′0 (t) (t− z)] dz

∫ 1

0

Φ0 [(t− z) η] dη

ηk(1− η)(1−k)/2
, (3.10)

где Φ0 (ξ) ∈ C∞ [0, T ] — известная функция.

Теперь рассмотрим функцию M13 (ν0). Во внутреннем интеграле выполним замену пе-

ременной по формуле s = z + (t− z) η, а затем — операции дифференцирования по t:

M13 (ν0) = Γ (1− k) Γ [(1 + k) /2] Γ−1 [(3− k) /2] a′0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) (t− z)(1−k)/2dz +

+ Γ (1− k) Γ [(1 + k) /2] Γ−1 [(1− k) /2] a0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) (t− z)−(1+k)/2dz.

(3.11)
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Переходим к упрощению функции M2 (ν0). С этой целью, пользуясь разложением опе-

ратора D
(1−k)/2
0t , перепишем еe в виде

M2 (ν0) = γ3Γ
−1

(
1 + k

2

)
d

dt

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2

{
b0 (s)

∫ T

s

ν0 (z) (z − s)−kΦ (s− z) dz

}
ds =

= γ3Γ
−1

(
1 + k

2

)
d

dt

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2

{∫ T

s

ν0 (z) [b0 (s)− b0 (t)] (z − s)−kΦ (s− z) dz

}
ds+

+ γ3Γ
−1

(
1 + k

2

)
d

dt

{
b0 (t)

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2

[∫ T

s

ν0 (z) (z − s)−kΦ (s− z) dz

]
ds

}
.

Меняя порядок интегрирования в повторных интегралах, имеем

M2 (ν0) = γ3Γ
−1 [(1 + k) /2]

3∑

j=1

M2j (ν0), (3.12)

где

M21 (ν0) =
d

dt

∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ z

0

(t− s)(k−1)/2 [b0 (s)− b0 (t)] (z − s)−kΦ (s− z) ds+

+
d

dt

∫ T

t

ν0 (z) dz

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2 [b0 (s)− b0 (t)] (z − s)−kΦ (s− z) ds,

M22 (ν0) =
d

dt
b0 (t)

{∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ z

0

(t− s)(k−1)/2(z − s)−k [Φ (s− z)− 1] ds +

+

∫ T

t

ν0 (z) dz

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2(z − s)−k [Φ (s− z)− 1] ds

}
,

M23 (ν0) =
d

dt

(
b0 (t)×

×
{∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ z

0

(t− s)(k−1)/2(z − s)−kds +

∫ T

t

ν0 (z) dz

∫ t

0

(t− s)(k−1)/2(z − s)−kds

})
.

В силу условия на функции b0 (t), справедливо равенство

b0 (s)− b0 (t) = (s− t) b′0 [s+ θ (t− s)],

где 0 < θ < 1. Учитывая это, функцию M21 (ν0) можно переписать в виде

M21 (ν0) = −
∫ t

0

ν0 (z) dz

∫ z

0

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2b′0 (s+ θ (t− s))

]
(s− z)−kΦ (s− z) ds−

−
∫ T

t

ν0 (z) dz

∫ t

0

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2b′0 (s+ θ (t− s))

]
(s− z)−kΦ (s− z) ds. (3.13)

Принимая во внимание равенство Φ (s− z)− 1 = (s− z) Φ̃ (s− z), где функция Φ̃ (ξ) ∈
∈ C∞ [0, T ] — известная функция, во внутреннем интеграле в M22 (ν0) выполнив операции

интегрирования по частям, имеем

M22 (ν0) =
d

dt
b0 (t)

{∫ t

0

ν0 (z)K1 (t, z) dz +

∫ T

t

ν0 (z)K2 (t, z) dz

}
,
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где

K1 (t, z) =
2

k + 1
t(k+1)/2z−k [Φ (−z)− 1] +

+
2

k + 1

∫ z

0

(t− s)(k+1)/2 ∂

∂s

{
(z − s)−k [Φ (s− z)− 1]

}
ds,

K2 (t, z) =
2

k + 1
t(k+1)/2z−k [Φ (−z)− 1] +

+
2

k + 1

∫ t

0

(t− s)(k+1)/2 ∂

∂s

{
(z − s)−k [Φ (s− z)− 1]

}
ds.

Отсюда, выполнив операции (d/dt) и учитывая равенство K1 (t, t) = K2 (t, t), получим

M22 (ν0) =

∫ t

0

ν0 (z)K3 (t, z) dz +

∫ T

t

ν0 (z)K4 (t, z) dz, (3.14)

где K3 (t, z) = (∂/∂t) [b0 (t)K1 (t, z)], K4 (t, z) = (∂/∂t) [b0 (t)K2 (t, z)], причем Kj (t, z) ∈
∈ C (0 6 t, z 6 T ) ∩ C2 (0 < t, z 6 T ), j = 3, 4.

Теперь рассмотрим функцию M23 (ν0). Выполнив замену переменных по формулам

s = zη, s = tη во внутренних интегралах, имеем

M23 (ν0) =
d

dt
b0 (t)

{∫ t

0

ν0 (z) t
(k−1)/2z1−kdz

∫ 1

0

(1− η)−k
(
1− z

t
η
)(k−1)/2

dη +

+

∫ T

t

ν0 (z) t
(k+1)/2z−kdz

∫ 1

0

(1− η)(k−1)/2

(
1− t

z
η

)−k

dη

}
.

Принимая во внимание равенство (см. [5])

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt =
Γ (b) Γ (c− b)

Γ (c)
F (a, b, c; x), (3.15)

где F (a, b, c; x) — гипергеометрическая функция Гаусса, получим

M23 (ν0) =
d

dt
b0 (t)

{
1

1− k

∫ t

0

ν0 (z) z
(1−k)/2

(z
t

)(1−k)/2

F

(
1− k

2
, 1, 2− k;

z

t

)
dz +

+
2

1 + k

∫ T

t

ν0 (z) z
(1−k)/2

(
t

z

)(1+k)/2

F

(
k, 1,

k + 3

2
;
t

z

)
dz

}
.

В этом равенстве, используя формулы (см. [5])

d

dx
[xaF (a, b, c; x)] = axa−1F (a+ 1, b, c; x),

d

dx

[
xc−1F (a, b, c; x)

]
= (c− 1) xc−2F (a, b, c− 1; x),
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выполним операции дифференцирования по t. В результате имеем

M23 (ν0) =
1

1− k
b′0 (t)

∫ t

0

ν0 (z) z
(1−k)/2

(z
t

)(1−k)/2

F

(
1− k

2
, 1, 2− k;

z

t

)
dz −

− b0 (t)

2

∫ t

0

ν0 (z) z
1−kt(k−3)/2F

(
3− k

2
, 1, 2− k;

z

t

)
dz +

+
b0 (t)

1− k
ν0 (t) t

(1−k)/2F

(
1− k

2
, 1, 2− k; 1

)
+

+
2

k + 1
b′0 (t)

∫ T

t

ν0 (z) z
(1−k)/2

(
t

z

)(1+k)/2

F

(
k, 1,

k + 3

2
;
t

z

)
dz +

+ b0 (t)

∫ T

t

ν0 (z) t
(k−1)/2z−kF

(
k, 1,

k + 1

2
;
t

z

)
dz −

− 2

k + 1
b0 (t) ν0 (t) t

(1−k)/2F

(
k, 1,

k + 3

2
; 1

)
.

Отсюда, применяя формулу (см. [5])

F (a, b, c; 1) = [Γ (c) Γ (c− a− b)] / [Γ (c− a) Γ (c− b)] , c− a− b > 0,

к третьему и шестому слагаемым, а ко второму и пятому слагаемым формулу (см. [5])

F (a, b, c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b, c; z),

получим окончательный вид M23 (ν0):

M23 (ν0) =

∫ t

0

ν0 (z)K5 (t, z) dz +

∫ T

t

ν0 (z)K6 (t, z) dz,

K5 (t, z) =
1

1− k
b′0 (t) z

(1−k)/2
(z
t

)(1−k)/2

F

(
1− k

2
, 1, 2− k;

z

t

)
−

− b0 (t)

2

(z
t

)1−k

(t− z)−(1+k)/2F

(
1− k

2
, 1− k, 2− k;

z

t

)
,

K6 (t, z) =
2

k + 1
b′0 (t) z

(1−k)/2

(
t

z

)(1+k)/2

F

(
k, 1,

k + 3

2
;
t

z

)
+

+ b0 (t) (z − t)−(1+k)/2
(z
t

)(1−k)/2

F

(
1− k

2
,
k − 1

2
,
k + 1

2
;
t

z

)
.

(3.16)

Подставляя (3.9), (3.10), (3.11) в (3.8), а (3.13), (3.14), (3.16) — в (3.12), а затем (3.8)

и (3.12) — в равенство (3.7), получим следующие уравнения относительно неизвестной

функции ν0 (t):

ν0 (t) + γ4

∫ T

0

ν0 (z)K7 (t, z) dz = f1 (t), 0 < t < T, (3.17)
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где γ4 = cos (kπ/2) γ3/ (πγ0), f1 (t) = D
(1−k)/2
0t f0 (t) / {γ0Γ [(1− k) /2]},

K7 (t, z) = −
∫ t

z

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2a′0 (s+ θ (t− s))

]
(s− z)−kΦ (s− z) ds+

+ (t− z)(1−k)/2 [a0 (t) + a′0 (t) (t− z)]

∫ 1

0

η−k(1− η)(k−1)/2Φ0 [(t− z) η] dη +

+ Γ (1− k) Γ [(1 + k) /2] Γ−1 [(3− k) /2] [a′0 (t) (t− z) + [(1− k) /2] a0 (t)] (t− z)−(1+k)/2 +

+K3 (t, z) +K5 (t, z)−

−
∫ z

0

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2b′0 (s+ θ (t− s))

]
(z − s)−kΦ (s− z) ds, t > z,

K7 (t, z) = K4 (t, z) +K6 (t, z)−

−
∫ t

0

∂

∂t

[
(t− s)(k+1)/2b′0 (s+ θ (t− s))

]
(z − s)−kΦ (s− z) ds, t < z.

Учитывая условия теоремы, нетрудно убедиться, что K7 (t, z) = |t− z|−(1+k)/2K8 (t, z),
K8 (t, z) ∈ C (0 6 t, z 6 T ) ∩C2 (0 < t, z < T ), f0 (t) ∈ C [0, T ] ∩C3 (0, T ). Тогда, согласно

легко доказуемому равенству

D
(1−k)/2
0t f0 (t) = Γ−1 [(1 + k) /2]

[
f0 (0) t

(k−1)/2 + t(k+1)/2

∫ 1

0

(1− η)(k−1)/2f ′

0 (tη) dη

]
,

из f1 (t) = D
(1−k)/2
0t f0 (t) / {γ0Γ [(1− k) /2]} следует, что f1 (t) ∈ C2 (0, T ) ∩ L2 (0, T ).

Следовательно, (3.17) является интегральным уравнением Фредгольма второго рода.

Оно эквивалентно системе (2.5), (2.8). Поэтому однородное уравнение

ν0 (t) + γ4

∫ T

0

ν0 (z)K7 (t, z) dz = 0, 0 < t < T, (3.18)

соответствующее ему, эквивалентно однородной системе (3.1), (3.2). Так как система (3.1),

(3.2) имеет только тривиальное решение, то интегральное уравнение (3.18) также име-

ет только тривиальное решение. Тогда согласно альтернативе Фредгольма [20] уравне-

ние (3.17) имеет единственное решение в классе C2 (0, T ) ∩ L2 (0, T ). После того как най-

дена функция ν0 (t) из уравнения (3.17), функция ν (t) = e−λ2tν0 (t) будет известна, а функ-

ция τ (t) находится из равенства (2.5). После этого решение задачи H0 в областях Q1 и Q2

определяется по формуле (2.3) и (2.4) соответственно. �

II. Пусть p (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тогда из этого равенства при t = 0 и t = T следует,

что a (0) = 0, b (T ) = 0. Учитывая это, предположим, что a (t) = t1−k/2α (t), где α (t) —

известная функция. Тогда из равенства p (t) = 0 следует, что b (t) = (T − t)1−k/2β (t), где

β (t) = −α (t)− Γ (k/2) /Γ (k) c (t), а уравнение (2.8) переписывается в виде

∫ t

0

α (t) ν (z)

(t− z)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz +

∫ T

t

β (t) ν (z)

(z − t)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz = −Γ (k/2)ψ (t)

γ3Γ (k)
. (3.19)

Теорема 3. Если p (t) ≡ 0, a (t) = t1−k/2α (t), α′ (t) 6 0, c′ (t) 6 0, t ∈ [0, T ],
α (T )− α (0)− Γ (k/2) Γ−1 (k) c (0) > 0, то задача H0 не может иметь более одного ре-

шения.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что однородное уравнение, соответствую-

щее уравнению (3.19), имеет только тривиальное решение. С этой целью, умножая уравне-

ние (3.19) на функцию ν (t) и интегрируя по t в промежутке [0, T ], при ψ (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ],
имеем

∫ T

0

ν (t)

{
α (t)

∫ t

0

ν (z)

(t− z)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz +β (t)

∫ T

t

ν (z)

(z − t)k
J−k/2 [λ (t− z)] dz

}
dt = 0.

К этому равенству, применяя методику, изложенную при доказательстве леммы 1, нахо-

дим, что в классе функций L2 [0, T ] ν (t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тогда из (3.1) следует, что τ (t) ≡ 0,
t ∈ [0, T ], а из формул (2.3) и (2.4) — u (x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Q. Отсюда следует утверждение

теоремы 3. �

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и условия

α (t) , c (t) ∈ C2 [0, T ] ∩ C4 (0, T ),

c (t) 6= 0, [α (t)− cos (kπ) β (t)] β (t) < 0, t ∈ [0, T ], (3.20)

ψ (t) = tδψ̃ (t) , δ > (1− k) /2, ψ̃ (t) ∈ C1 [0, T ] ∩ C3 (0, T ),

ϕ (x) ∈ C [0,+∞), lim
x→+∞

ϕ (x) = 0.

Тогда существует решение задачи H0, притом оно единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяем оператор дифференцированияD1−k
0t к (3.19). Затем,

подставляя разложение оператора D1−k
0t и поменяв порядок интегрирования в полученных

повторных интегралах, получим

6∑

j=1

Nj (ν) = −γ−1
3 Γ (k/2)Γ−1 (k)D1−k

0t ψ (t), t ∈ (0, T ) , (3.21)

где

N1 (ν) = Γ−1 (k)
d

dt

∫ t

0

ν (z) dz

∫ t

z

[α (s)− α (t)] (t− s)k−1(s− z)−kJ−k/2 [λ (s− z)] ds,

N2 (ν) = Γ−1 (k)
d

dt

{
α (t)

∫ t

0

ν (z) dz

∫ t

z

(t− s)k−1(s− z)−k [J̄−k/2 (λs− λz)− 1
]
ds

}
,

N3 (ν) = Γ−1 (k)
d

dt

{
α (t)

∫ t

0

ν (z) dz

∫ t

z

(t− s)k−1(s− z)−kds

}
,

N4 (ν) = Γ−1 (k)
d

dt

∫ t

0

ν (z) dz

∫ z

0

[β (s)− β (t)] (t− s)k−1(z − s)−kJ−k/2 [λ (s− z)] ds+

+ Γ−1 (k)
d

dt

∫ T

t

ν (z) dz

∫ t

0

[β (s)− β (t)] (t− s)k−1(z − s)−kJ−k/2 [λ (s− z)] ds,

N5 (ν) = Γ−1 (k)
d

dt

{
β (t)

∫ t

0

ν (z) dz

∫ z

0

(t− s)k−1(z − s)−k [J−k/2 (λs− λz)− 1
]
ds+

+ β (t)

∫ T

t

ν (z) dz

∫ t

0

(t− s)k−1(z − s)−k [J−k/2 (λs− λz)− 1
]
ds

}
,

N6 (ν) =
1

Γ (k)

d

dt
β (t)

{∫ t

0

ν (z) dz

∫ z

0

(t− s)k−1(z − s)−kds+

+

∫ T

t

ν (z) dz

∫ t

0

(t− s)k−1(z − s)−kds

}
.
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Рассмотрим функцию N3 (ν). Выполнив замену переменной по формуле s = (t− z) η+z
во внутреннем интеграле, а затем операции (d/dt), получим

N3 (ν) = Γ (1− k)
d

dt

{
α (t)

∫ t

0

ν (z) dz

}
= Γ (1− k)α′ (t)

∫ t

0

ν (z) dz + Γ (1− k)α (t) ν (t).

Теперь рассмотрим функцию N6 (ν) и выполним операции d/dt. Затем в интегралах

с коэффициентами β (t) (d/dt) поменяем порядок интегрирования. В результате, учитывая

обозначения D1−k
0t и (3.6), имеем

N6 (ν) =
1

Γ (k)
β′ (t)

{∫ t

0

ν (z) dz

∫ z

0

(t− s)k−1(z − s)−kds+

+

∫ T

t

ν (z) dz

∫ t

0

(t− s)k−1(z − s)−kds

}
+ Γ (1− k) β (t)D1−k

0t I1−k
tT ν (t).

Отсюда во внутренних интегралах, выполняя замену переменных и учитывая формулу

(см. [4])

Dα
axI

α
xbf (x) = cos (απ) f (x) +

sin (απ)

π

∫ b

a

(
t− a

x− a

)α
f (t)

t− x
dt, 0 < α < 1,

и интегральное представление функции Гаусса (3.15), получим окончательный вид N6 (ν):

N6 (ν) = −Γ (1− k) cos (kπ) β (t) ν (t) +

+
1

π
Γ (1− k) sin (kπ)β (t)

∫ T

0

(z
t

)1−k ν (z)

z − t
dz +

+
β′ (t)

Γ (k)
×
{∫ t

0

ν (z)
(z
t

)1−k 1

1− k
F
(
1− k, 1, 2− k;

z

t

)
dz +

+

∫ T

t

ν (z)

(
t

z

)k
1

k
F

(
k, 1, 1 + k;

t

z

)
dz

}
.

Функции N1 (ν), N2 (ν), N4 (ν), N5 (ν) исследуются аналогично функциям M11 (ν),
M12 (ν), M21 (ν) и M22 (ν) соответственно.

Подставляя найденные выражения для Nj (ν), j = 1, 6, в уравнение (3.21), а затем умно-

жая полученное равенство на t1−k, получим сингулярное интегральное уравнение вида

A (t) ρ (t) +
B (t)

π

∫ T

0

ρ (z)

z − t
dz +

∫ T

0

ρ (z) (t/z)1−kK9 (t, z) dz = g (t), t ∈ (0, T ), (3.22)

где ρ (t) = ν (t) t1−k, A (t) = Γ (1− k) [α (t)− cos (kπ) β (t)], B (t) = Γ (1− k) sin (kπ) β (t),
а K9 (t, z) и g (t) — известные функции, причем K9 (t, z) = ln |x− t|K10 (t, z), K10 (t, z) ∈
∈ C (0 6 t, z 6 T ) ∩C2 (0 < t, z < T ), а g (t) ∈ C [0, T ) ∩ C2 (0, T ), g (t) ∈ L2 (0, T ).

Так как A2 (t) + B2 (t) 6= 0, t ∈ [0, T ], то (3.22) является сингулярным интегральным

уравнением нормального типа [27]. Учитывая условия (3.20), легко убедиться, что его ин-

декс равен нулю [27] в классе функций h (0), ограниченных при t = 0 и неограниченных

при t = T . Поэтому, регуляризируя (3.22) методом Карлемана–Векуа [27], имеем эквива-

лентное уравнение

ρ (t) +

∫ T

0

ρ (z)K10 (t, z) dz = g1 (z), 0 < t < T, (3.23)
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где

K10 (t, z) =
A2 (t)

A2 (t) + B2 (t)

(
t

z

)1−k

K9 (t, z)−
1

π

B2 (t)

A2 (t) + B2 (t)

∫ T

0

(η
z

)1−k X (t)

X (η)

K9 (η, z)

η − t
dη,

g1 (t) =
A2 (t) g (t)

A2 (t) +B2 (t)
− 1

π

B2 (t)

A2 (t) + B2 (t)

∫ T

0

X (t) g (z)

X (z) (z − t)
dz, X (t) = ω (t) tγ0(T − t)γ1 ,

γ0 = − 1

π
arctg

sin (kπ) β (0)

α (0)− cos (kπ) β (0)
, γ1 =

1

π
arctg

sin (kπ) β (T )

α (T )− cos (kπ) β (T )
,

ω (t) — известная функция, не обращающаяся в нуль и удовлетворяющая условию Гельдера.

Умножая уравнение (3.23) на t(k−1)/2 и введя обозначение ρ0 (t) = t(k−1)/2ρ (t) =
= t(1−k)/2ν (t), получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода:

ρ0 (t) +

∫ T

0

ρ0 (z)K11 (t, z) dz = g0 (t), 0 < t < T, (3.24)

эквивалентное задаче H0, где g0 (t) = t(k−1)/2g1 (t), K11 (t, z) = (z/t)(1−k)/2K10 (t, z). Одно-

значная и безусловная разрешимость уравнения (3.24), в силу эквивалентности, следует из

единственности решения задачи H0, то есть из теоремы 3.

После того как найдена функция ρ0 (t) из уравнения (3.24), функция ν (t) = ρ0 (t) t
(k−1)/2

будет известна, а функция τ (t) находится из равенства (2.5). После этого решение задачиH0

в областях Q1 и Q2 определяется формулами (2.3) и (2.4). Теорема 4 доказана. �
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In the paper, a parabolic-hyperbolic equation with a singular coefficient and a spectral parameter in

the domain which consists of a characteristic triangle and a half strip has been considered. A nonlocal

problem connecting the values of the desired function at the two points of boundary characteristics and the

line of equation type changing by means of two operators, the first of which depends on the coefficient of

the singularity and the second one - on the spectral parameters, is formulated. The considered problem is

investigated by reducing it to the system of equations in the trace of the desired function and its derivative

with respect to x on the line of equation type changing. The uniqueness of the solution is proved by the

method of energy integrals, for this we use integral representations of Euler gamma-function and Bessel

function of the first kind. The existence of the solution is proved by the method of integral equations, for

this we equivalently reduce the considered problem to the Fredholm integral equation of the second kind

which solvability follows from the uniqueness of the problem solution. Sufficient conditions for unique

solvability of the considered problem are found.
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