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НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА О ФИЛЬТРАЦИОННОМ ПОЛЕ ПЛОСКОГО ТЕЧЕНИЯ

Рассмотрена нелинейная задача о поле давления при одномерной плоской фильтрации, когда изме-

нения плотности скелета, а также фильтрующейся жидкости и давления связаны пропорционально.

Для решения задач использован асимптотический метод, основанный на введении в рассматрива-

емой задаче формального параметра и представлении искомого решения в виде асимптотической

формулы по этому параметру. Показано, что постановки соответствующих задач для коэффициен-

тов асимптотического разложения являются линейными, а для их решения могут быть использова-

ны классические методы. Найдены аналитические выражения для коэффициентов асимптотического

разложения решения. Показано, что соответствующие коэффициенты разложения остаточного члена

текущего номера и все предшествующие ему по тому же формальному параметру, что и для иско-

мого решения, обращаются в нуль. Использованный подход открывает новые возможности решения

нелинейных задач фильтрации в неоднородной анизотропной пористой среде.
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Исследование полей давления в пористых средах представляет актуальное направление

механики и математики в связи с развитием современных эффективных технологий исполь-

зования природных ресурсов [1–5]. В работах [1,2] развита теория взаимосвязанных полей

давления и температуры с учетом разложения газовых гидратов в пористой среде, которая

может быть положена в основу развития перспективных технологий извлечения природных

ресурсов.

Успешно развиваются аналитические и численные методы решения задач о фильтраци-

онных полях давления в условиях гидроразрыва пласта [3,4]. В [4] получено аналитическое

решение уравнения упругого режима фильтрации для однородной одномерной гетероген-

ной среды с учетом обмена флюида между пористой средой и трещинами. Найдены новые

результаты для задач, в основу которых положен двучленный закон фильтрации, в кото-

ром градиент давления выражен через скорость фильтрации в первой и второй степенях.

Н. Е. Леонтьев в [5] построил приближенные аналитические решения и представил числен-

ные расчеты для задач такого рода. В статье [6] развиты методы решения таких задач со

свободными границами.

Задачам теории фильтрации с предельным градиентом сдвига посвящена статья Бадри-

ева И. Б. и др. [7]. Полученные результаты отнесены к нелинейным моделям фильтрации

жидкости. Для решения задач теории фильтрации успешно развиваются методы комплекс-

ного анализа, обзор которых представлен в работе [8].

Как показывает обзор литературы, исследованию влияния зависимости физических па-

раметров (проницаемость, пористость, вязкость) от давления, в связи с возникающими ма-

тематическими трудностями, особенно при построении аналитического решения, не уде-

лено достаточного внимания. Вместе с тем развитие методов повышения нефтегазоизвле-

чения связано с использованием высоких перепадов давлений и требует развития теории

высокоамплитудных процессов фильтрации, когда зависимостью фильтрационных парамет-

ров от полей давления, например при гидроразрыве пласта, пренебречь нельзя.
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Проблемы учета зависимостей фильтрационных параметров от давления приводят к ши-

рокому классу задач, которые представляют ядро нелинейной проблематики фильтрацион-

ного течения. В данной работе на примере простейшей нелинейной задачи фильтрации

показано, что для решения задач такого рода могут быть использованы асимптотические

методы. Экспериментально установлено, что в широком диапазоне перепадов давления до

103 атм. и выше физические параметры изменяются пропорционально перепадам давле-

ния, причем часто соответствующие коэффициенты перед перепадом давления являются

малыми. При этом даже для случая линейной зависимости плотности среды от давления

фильтрационная задача представляется нелинейной.

Традиционно линеаризация уравнения пьезопроводности осуществляется путем прене-

брежения зависимостью плотности от давления в дивергентном члене [4, 5, 9]. Поэтому

полученные ниже результаты представляют естественный переход от линейных моделей

к нелинейным.

Реализация асимптотического метода осуществлена путем добавления формального па-

раметра в качестве множителя перед коэффициентом сжимаемости. Это позволило выгодно

объединить малость физического параметра и необходимость вариации формального пара-

метра для построения асимптотических приближений.

Асимптотические методы традиционно успешно используются в науке. Многие удачные

разновидности асимптотических подходов, такие как метод ВКБ в квантовой механике [10],

оформлены в самостоятельные научные направления и описаны в монографиях [11–16].

Отметим, что в фундаментальной математике и механике ныне успешно развивается метод

возмущений, использующий изучение асимптотических откликов на вариации формальных

параметров, искусственно добавляемых в различных компонентах задачи [17–25].

Использование асимптотических методов потребовало ослабления требований к сходи-

мости соответствующих рядов. Общеизвестно, что даже расходящиеся ряды асимптоти-

ческих представлений обладают удивительным и загадочным свойством, заключающимся

в том, что добавление каждого нового слагаемого увеличивает точность вычислений фи-

зических полей [26]. Общего ответа на вопрос о том, как расходимость согласуется с уве-

личением точности, до настоящего времени нет. По этой причине классические ряды за-

меняются асимптотическими формулами — ограниченными последовательностями с добав-

лением остаточного члена, свойства которого подвергаются обязательным дополнительным

исследованиям, позволяющим ответить на вопрос о применимости полученных разложений

к исследованию реальных физических полей.

Описанные особенности асимптотических методов превращают их использование в осо-

бый род искусства, требующего выражения высоких интеллектуальных способностей и ин-

туиции исследователя как при постановке задач, так и на стадии построения решения. Ви-

димо, именно эти особенности асимптотического метода позволяют постоянно расширять

круг задач, в том числе нелинейных, возникающих на практике. Более того, логика развития

науки показывает, что серьезные научные исследования предполагают развитие и широкое

применение асимптотических методов. Это относится и к численным, в том числе конечно-

разностным, расчетам, поскольку опыт их использования показывает, что выявляемые на их

основе «физические эффекты» довольно часто связаны с неизбежными «ловушками» (bags)

в реализуемых алгоритмах и не имеют ничего общего с реальными явлениями природы.

Постановка задач теории фильтрации основана на законе сохранения или изменения

массы, который представлен в виде уравнения неразрывности, в двухмерном случае имею-

щем вид
∂(ρm)
∂t

+ ∂ρvx
∂x

+ ∂ρvz
∂z

= 0. Использование двухмерного уравнения неразрывности, даже

для одномерного горизонтального течения, связано с необходимостью учета в нелинейных

задачах начальных стационарных полей давления, в пластовых условиях вызываемых чаще

всего гравитационными полями, вектор ускорения которых антиколлинеарен вертикальной
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оси z.

Отметим, что построение нелинейных уравнений фильтрации в предшествующих рабо-

тах [27,28] и др. осуществлено без учета гравитационного поля. К сожалению, нелинейные

задачи теории фильтрации, в отличие от линейных, не позволяют исключить начальные

условия, приняв их за начало отсчета. Приведенный здесь вывод, в отличие от извест-

ных, иллюстрирует важность учета гравитационного поля даже для случая, когда векторы

ускорения свободного падения и скорости фильтрации взаимно ортогональны. По этой же

причине требуют уточнения асимптотические приближения, полученные ранее на основе

метода малого параметра, в качестве которого использован формальный параметр перед

функцией источников [29] или значение удельного дебита, как в работе [30].

Скорость фильтрации в случае одномерного течения, как следует из практических со-

ображений, является функцией отклонения градиента давления от начального, поскольку

в противном случае движение жидкости в пористой среде не наблюдается. Так как вектор

ускорения свободного падения антиколлинеарен оси z, то вектор, вызывающий фильтра-

цию, записывается как ∂P
∂x

−→
i + (∂P

∂z
− ρg)

−→
k . Разложение Маклорена вектора скорости филь-

трации по этому вектору, с учетом того, что при нулевых значениях вызывающего вектора

скорость фильтрации равна нулю, представляется в первом приближении в виде закона

Дарси: −→v = − k
µ
∂P
∂x

−→
i − kz

µ
(∂P
∂z

− ρg)
−→
k . Здесь введены обозначения для компонент тензора

проницаемости kx = k = −µ ∂vx
∂Px

, kz = − ∂vx
∂(P ′

z
−ρg)

. Учтено также, что оси характеристиче-

ского эллипсоида анизотропной среды выбраны совпадающими с осями координат. Такой

выбор системы координат для двухмерного случая является естественным применительно

к условиям горизонтальной фильтрации в реальных коллекторах нефти и газа. Отметим

также, что выражение для скорости фильтрации, в отличие от уравнения неразрывности,

не инвариантно относительно анизотропии среды.

Опыт показывает, что компоненты тензора проницаемости, плотность жидкости, вяз-

кость и пористость являются функциями от давления: k = k(P ), kz = kz(P ), ρ = ρ(P ),
µ = µ(P ) и m = m(P ). Нелинейное уравнение, получающееся путем подстановки закона

Дарси в уравнение неразрывности, имеет вид

∂

∂t
(ρ(P )m(P ))− ∂

∂x
(ρ(P )

k(P )

ρ(P )

∂P

∂x
)− ∂

∂z
[ρ(P )

kz(P )

ρ(P )
(
∂P

∂z
− ρ(P )g)] = 0.

Для рассматриваемого случая одномерного плоского фильтрационного горизонтального те-

чения, когда векторы скорости и ускорения свободного падения ортогональны, уравнение

упрощается. Для простоты ограничимся также случаем, когда плотность жидкости и мате-

риала скелета зависит от давления линейно. Кроме того, проницаемость пористой среды

и вязкость фильтрующейся среды считаются постоянными.

Уравнение состояния фильтрующейся среды ρ = ρ(P, T ) представим в баротропном ви-

де. Кроме того, зависимость плотности от давления запишем в виде линейной функции,

используя два первых члена разложения плотности в виде ряда Тейлора в окрестности

некоторого давления Pl, выбор которого может быть осуществлен на основе дополнитель-

ных требований, предъявляемых к модели: ρ = ρ0(1 + α(P − Pl)). Аналогичное уравне-

ние состояния для материала скелета представляется как ρs = ρs0(1 + βs(P − Pl)). Здесь

α = 1
ρ0

∂ρ

∂P
(P = Pl), βs =

1
ρ0

∂ρs
∂P

(P = Pl).

Для определения начального невозмущенного поля P̃ воспользуемся тем, что скорость

фильтрации до наложения возмущений, связанных с разработкой месторождения, равна

нулю. Из закона Дарси получим уравнение для невозмущенного поля ∂P̃
∂z

= ρg, решение

которого, методом разделения переменных, представим в неявном виде
∫ P̃

P0

dp

ρ(p)
= gz.
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Согласно полученной неявной зависимости давление P̃ зависит только от z. Поскольку,

по предположению, фильтрация происходит только по оси x, то уравнение для начального

поля давления выполняется и в процессе фильтрации, а нелинейное уравнение запишется

как ∂mρ

∂t
− k

µ
∂
∂x
(ρ(P )∂P

∂x
) = 0.

Далее преобразуем левую часть полученного уравнения, воспользовавшись выражением

сложной производной от произведения пористости на плотность по времени ∂ρm

∂t
= dρm

dP
∂P
∂t

.

Для производной от произведения плотности и пористости по давлению получим dρm

dP
=

= ρdm
dP

+m dρ

dP
. Производная от плотности фильтрующейся среды по давлению с помощью

линеаризованного уравнения состояния представляется как dρ

dP
= ρ0α.

Уравнение неразрывности для скелета пористой среды имеет вид
∂ρs(1−m)

∂t
= 0. Отсюда

получим выражение для производной от пористости по давлению в виде
∂m

∂P
= (1−m)ρs0

ρs
βs.

Если дополнительно полагать, что зависимость пористости от давления является линейной,

то следует считать ρs = ρs0, m = m0 в соотношении dρm

dP
= ρ0mα + ρ(1−m)ρs0

ρs
βs. Оконча-

тельное выражение для искомой производной представим как dρm

dP
= ρ0(mα + (1−m)βs).

С учетом этого искомое уравнение для поля давления при линейной одномерной гори-

зонтальной фильтрации приобретает вид

ρ0(mα + (1−m)βs)
∂P

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

ρ0
(

1 + α(P − Pl)
)∂P

∂x

)

= 0. (1)

При выводе классического уравнения пьезопроводности в дивергентном члене уравне-

ния неразрывности плотность считается постоянной. Формально это означает, что α по-

лагается равным нулю во втором слагаемом, в то же время отличным от нуля в первом

слагаемом нелинейного уравнения, что представляется неестественным с математической

точки зрения. В данной статье указанное ограничение снимается, поэтому соответствующее

уравнение для поля давления сохраняет свойства нелинейности. Поскольку ρ0 не зависит

от давления, оно может быть сокращено в уравнении (1), которое приобретает вид

(mα + (1−m)βs)
∂P

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(1 + α(P − Pl))
∂P

∂x

)

= 0. (2)

Постановка задачи о поле давления при одномерной линейной фильтрации включает

нелинейное уравнение (2), начальное и граничные условия. Полагается, что при t = 0
давление совпадает с невозмущенным:

P |t=0 = P̃ .

В начальный момент на выходе из пористой среды времени создается и далее поддер-

живается заданный перепад давления Pw:

P |x=0 = P̃ + Pw.

При неограниченном удалении от источника возмущений поле давления стремится к невоз-

мущенному, поскольку создаваемые с помощью реальных насосов возмущения давления

ограничены пространственно:

P |x→∞ = P̃ .

При формулировке задачи для возмущений поля давления, вызванных источником, ло-

кализованным на выходе из пористой среды, учтем, что невозмущенное поле давления P̃
зависит только от вертикальной координаты z и не зависит от координаты x и времени t.
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По этой причине производные от P̃ по x и t равны нулю, а вычитание невозмущенного дав-

ления P̃ из полного P в производных является тождественным преобразованием и не изме-

няет их вида в уравнении (2). Далее, добавим и вычтем равновесное давление в выражении

для плотности, входящее в уравнение

(αm+ (1−m)βs)
∂(P − P̃ )

∂t
− k

µ

∂

∂x
(1 + α(P − P̃ + P̃ − Pl))

∂(P − P̃ )

∂x
= 0.

Аналогичное преобразование осуществим в начальном и граничном условиях:

(P − P̃ )|t=0 = 0, (P − P̃ )|x=0 = Pw, lim(P − P̃ )|x→∞ = 0.

Формулировка нелинейной задачи для возмущений поля давления Π = P − P̃ имеет вид

(αm+ (1−m)βs)
∂Π

∂t
− k

µ

∂

∂x
(1 + α(Π + P̃ − Pl))

∂Π

∂x
= 0, (3)

Π|t=0 = 0, Π|x=0 = Pw, limΠ|x→∞ = 0. (4)

Задача (3)–(4) учитывает зависимость поля давления от координаты z, поскольку невозму-

щенное поле давления является функцией от вертикальной координаты: P̃ = P̃ (z).
Для асимптотической параметризации добавим в задачу формальный параметр ε в виде

сомножителя перед малым параметром задачи α:

(εαm+ (1−m)βs)
∂Π

∂t
− k

µ

∂

∂x
(1 + εα(Π + P̃ − Pl))

∂Π

∂x
= 0, (5)

Π|t=0 = 0, Π|x=0 = Pw, limΠ|x→∞ = 0. (6)

Заметим, что при ε = 1 эта задача совпадает с исходной. Такая параметризация пред-

ставляет дополнительные возможности, поскольку позволяет разделить физические и мате-

матические свойства малого параметра α и тем самым и разгрузить требования к нему.

Решение задачи представим в виде асимптотической формулы по параметру ε:

Π = Π(0) + εΠ(1) + . . .+ εnΠ(n) +Θn, (7)

подстановка которой в (5)–(6) позволяет представить задачу в виде разбитой по степеням

асимптотического параметра:

(1−m)βs

∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂2Π(0)

∂x2
+ ε[(1−m)βs

∂Π(1)

∂t
− k

µ

∂2Π(1)

∂x2
+ α(m

∂Π(0)

∂t
−

− k

µ

∂

∂x
(Π(0) + P̃ − Pl)

∂Π(0)

∂x
] + . . . = 0, (8)

Π(0)|t=0 + εΠ(1)|t=0 + . . . = 0,

Π(0)|x=0 − Pw + εΠ(1)|x=0 + . . . = 0, (9)

lim(Π(0)|x→∞ + εΠ(1)|x→∞) + . . . = 0.

Нулевое приближение задачи следует из слагаемых выражений (8)–(9) при нулевой сте-

пени параметра асимптотического разложения

(1−m)βs

∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂2Π(0)

∂x2
= 0, (10)
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Π(0)|t=0 = 0, Π(0)|x=0 = Pw, limΠ(0)|x→∞ = 0. (11)

Задача (10)–(11) в пространстве изображений Лапласа–Карсона имеет вид

∂2Π(0)u

∂x2
− (1−m)βsµ

k
pΠ(0)u = 0, (12)

Π(0)u|x=0 = Pw, limΠ(0)u|x→∞ = 0. (13)

Решение задачи (12)–(13) запишется как

Π(0)u = Pw exp

(

(1−m)βsµ

k
x
√
p

)

.

Оригинал выражения отыскивается с помощью соотношения (23.89) из [31]:

exp (−α
√
p) → erfc

(

α

2
√
t

)

,

а решение в нулевом приближении представляется в виде

Π(0) = Pwerfc

(

1

2

√

(1−m)βsµ

kt
x

)

. (14)

Нулевое приближение задачи по виду аналогично решению соответствующей задачи для

линеаризованного уравнения пьезопроводности и отличается лишь входящими в него фи-

зическими параметрами. Анализ полученного выражения (14) показывает, что его точность

увеличивается с ростом сжимаемости скелета пористой среды.

Далее рассмотрим задачу для нулевого остаточного члена Θ0. Для простоты опустим

нижний индекс в обозначении остаточного члена и, воспользовавшись формулой (7), полу-

чим

Π = Π(0) +Θ.

Подставим это выражение в исходную постановку (5)–(6) и, воспользовавшись выраже-

ниями (10)–(11), представим задачу для нулевого остаточного члена в виде

(εαm+ (1−m)βs)
∂Θ

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

1 + εα(Π(0) +Θ+ P̃ − P0)
∂Θ

∂x

)

=

= −εα

[

m
∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(Π(0) +Θ+ P̃ − P0)
∂Π(0)

∂x

)]

, (15)

Θ|t=0 = 0,Θ|x=0 = 0,Θ|x→∞ = 0. (16)

Как и решение исходной задачи, будем отыскивать Θ в виде асимптотической формулы

по параметру ε:
Θ = Θ(0) + εΘ(1) + ε2Θ(2) + . . . ,

подставив которую в уравнения и условия задачи для нулевого остаточного члена (15)–

(16), выпишем постановку для нулевого коэффициента разложения нулевого же остаточного

члена:

(1−m)βs

∂Θ(0)

∂t
− k

µ

∂2Θ(0)

∂x2
= 0,

Θ(0)|t=0 = 0, Θ(0)|x=0 = 0, Θ(0)|x→∞ = 0.
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Нетрудно показать, что задача имеет только тривиальное решение: Θ(0) = 0. Это означа-

ет, что нулевой остаточный член можно представить как Θ0 = εΘ(1)+ε2Θ(2)+. . . . Таким об-

разом, остаточный член содержит слагаемые только первого порядка и выше по параметру

асимптотического разложения, поэтому предел отношения нулевого остаточного члена Θ0

к нулевому приближению решения нелинейной задачи Π(0), при устремлении формального

параметра разложения ε к нулю, также равен нулю. Это означает, что нулевой коэффици-

ент Π(0), или нулевое приближение, является асимптотическим представлением решения

нелинейной задачи о фильтрационном поле давления.

Постановка задачи для первого коэффициента разложения поля давления (или перво-

го приближения) следует из слагаемых выражений (8)–(9) при первой степени параметра

асимптотического разложения. После несложных преобразований получим

(1−m)βs

∂Π(1)

∂t
− k

µ

∂2Π(1)

∂x2
= −α

[

m
∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(Π(0) + P̃ − Pl)
∂Π(0)

∂x

)]

= q(0)(x, t), (17)

Π(1)|t=0 = 0, Π(1)|x=0 = 0, limΠ(1)|x→∞ = 0. (18)

В пространстве изображений Лапласа–Карсона задача приобретает вид

(1−m)βspΠ
(1)u − k

µ

∂2Π(1)u

∂x2
= q(0)u(x, p), (19)

Π(1)u|x=0 = 0, limΠ(1)u|x→∞ = 0. (20)

Функция источников в пространстве оригиналов выражается через решение в нулевом при-

ближении следующим образом:

q(0)(x, t) = −α

[

m
∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(Π(0) + P̃ − Pl)
∂Π(0)

∂x

)]

.

Если воспользоваться уравнением для нулевого приближения (14) и выразить производ-

ную по времени через производную по координатам:

∂Π(0)

∂t
=

k

µ(1−m)βs

∂2Π(0)

∂x2
,

то выражение для функции источников упрощается:

q(0)(x, t) =
αk

µ

[

∂

∂x

(

(Π(0) + P̃ − Pl −
m

(1−m)βs

)
∂Π(0)

∂x

)]

.

Уравнение для первого коэффициента в пространстве изображений сведено к неоднородно-

му дифференциальному уравнению второго порядка:

∂2Π(1)u

∂x2
− (1−m)

βsµp

k
Π(1)u = −µ

k
q(0)u(x, p) = Q(0)u(x, p).

В пространстве оригиналов выражение для Q(0)(x, t) имеет вид

Q(0)(x, t) = α
µ

k

[

m
∂Π(0)

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(Π(0) + P̃ − Pl)
∂Π(0)

∂x

)]

, (21)

или

Q(0)(x, t) = α

[

∂

∂x

(

(Π(0) + P̃ − Pl −
m

(1−m)βs

)
∂Π(0)

∂x

)]

. (22)
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Уравнение такого вида часто встречается в прикладных задачах. Упростим его запись,

введя обозначение γ2 = (1−m)βs
µ

k
p:

∂2Π(1)u

∂x2
− γ2Π(1)u = Q(0)u(x, p),

и рассмотрим построение решения более подробно. Решение этого уравнения отыскива-

ется в виде произведения неизвестной функции Y и частного решения однородного урав-

нения e−γx, регулярного на бесконечности Π(1)u = Y e−γx. Общее решение для первого

коэффициента представим в виде, удобном для определения входящих в него констант:

Π(1)u =
1

2γ
eγx
(
∫ x

a

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′ + A

)

− 1

2γ
e−γx

∫ x

b

eγx
′

Q(0)u(x′, p)dx′ +

+

(

B − 1

2γ
e−2γb

∫ b

a

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′

)

e−γx. (23)

Из условия, согласно которому значение первого коэффициента на бесконечности стремит-

ся к нулю, получим значение постоянной A:

A = −
∫

∞

a

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′,

что позволяет представить выражение (23) как

Π(1)u =
1

2γ
eγx
∫ x

∞

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′ − 1

2γ
e−γx

∫ x

b

eγx
′

Q(0)u(x′, p)dx′ +

+

(

B − 1

2γ
e2γb

∫ b

a

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′

)

e−γx.

Учитывая, что в начале координат x = 0 первый коэффициент обращается в нуль, полу-

чим выражение
(

B − 1

2γ
e2γb

∫ b

a

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′

)

=

= − 1

2γ

∫ 0

∞

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′ +
1

2γ

∫ 0

b

eγx
′

Q(0)u(x′, p)dx′,

подстановка которого в искомое решение позволяет привести его к виду

Π(1)u =
1

2γ
eγx
∫ x

∞

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′ −

− 1

2γ
e−γx

(
∫

∞

0

Q(0)u(x′, p)e−γx′

dx′ +
1

2γ

∫ x

0

eγx
′

Q(0)u(x′, p)dx′

)

. (24)

Нетрудно убедиться, что полученное выражение удовлетворяет всем условиям зада-

чи (19)–(20).

Для нахождения оригинала выражения (24) запишем его в виде

Π(1)u =
1

2δ
√
p

(
∫ x

∞

Q(0)u(x′, p) exp(−δ
√
p(x′ − x))dx′ +

+

∫

∞

0

Q(0)u(x′, p) exp(−δ
√
p(x′ + x))dx′ −

∫ x

0

Q(0)u(x′, p) exp(−δ
√
p(x′ − x))dx′

)

.
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Здесь δ =
√

(1−m)βsµ/k. Оригинал полученного решения строится с использованием

известных соотношений [31]:

√
p exp(−δ

√
p(x′ − x))dx′,

1

p
fu(p)gu(p) ⇔

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Найденное выражение для первого коэффициента имеет вид

Π(1) =
1

2γ
√
π

[
∫ x

∞

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ
+

+

∫

∞

0

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ + x)2

4τ
)
dτ√
τ
− (25)

−
∫ x

0

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ

]

.

Выражения для нулевого (14) и первого (25) коэффициентов решают задачу в нулевом

и первом приближениях. В частности, нулевое приближение совпадает с нулевым коэффи-

циентом:

Π0 = Π(0) = Pwerfc

(

1

2

√

(1−m)βsµ

kt
x

)

.

Первое приближение равно сумме нулевого и первого коэффициентов (ε = 1):

Π1 = Π(0) +Π(1) = Pwerfc

(

1

2

√

(1−m)βsµ

kt
x

)

+

+
1

2γ
√
π

[
∫ x

∞

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ
+

+

∫

∞

0

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ + x)2

4τ
)
dτ√
τ
− (26)

−
∫ x

0

dx′

∫ t

0

Q(0)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ

]

,

где выражение для Q(0)(x, t), согласно (21) и (22), содержит множитель α.

Задача для первого остаточного члена построена путем подстановки асимптотической

формулы Π = Π(0) + εΠ(1) + Θ1 в исходную постановку (5)–(6). Затем, воспользовавшись

выражениями (10)–(11) и (17)–(18), представим задачу для первого остаточного члена Θ1

в виде

(εαm+ (1−m)βs)
∂Θ1

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

(

1 + εα
(

Π+ P̃ − Pl

)) ∂Θ1

∂x

)

+

+ ε2αm
∂Π(1)

∂t
= εα

k

µ

[

∂

∂x

(

(

εΠ(1) +Θ1

) ∂Π(0)

∂x

)

+

+ ε
∂

∂x

(

(

Π+ P̃ − Pl

) ∂Π(1)

∂x

)]

Θ|x=0 = 0, (27)

Θ|t=0 = 0, Θ|x=0 = 0, Θ|x→∞ = 0. (28)



А. И. Филиппов, О. В. Ахметова, А. А. Ковальский 333

Далее, будем отыскивать Θ в виде асимптотической формулы по параметру ε:

Θ1 = Θ
(0)
1 + εΘ

(1)
1 + ε2Θ

(2)
1 + . . . ;

подставив в задачу для первого остаточного члена (27), (28), выпишем задачу для его нуле-

вого коэффициента разложения:

(1−m)βs

∂Θ
(0)
1

∂t
− k

µ

∂2Θ
(0)
1

∂x2
= 0,

Θ
(0)
1 |t=0 = 0, Θ

(0)
1 |x=0 = 0, Θ

(0)
1 |x→∞ = 0.

Нетрудно показать, что эта задача имеет только тривиальное решение: Θ
(0)
1 = 0. С уче-

том этого задача для первого коэффициента асимптотического разложения первого остаточ-

ного члена представится как

(1−m)βs

∂Θ
(1)
1

∂t
− k

µ

∂2Θ
(1)
1

∂x2
= 0,

Θ
(1)
1 |t=0 = 0, Θ

(1)
1 |x=0 = 0, Θ

(1)
1 |x→∞ = 0.

Эта задача также имеет только тривиальное решение: Θ
(1)
1 = 0. Поскольку нулевой

и первый коэффициенты равны нулю, то выражение для остаточного члена может содер-

жать слагаемые только второго и более высоких порядков по параметру асимптотического

разложения Θ1 = ε2Θ
(2)
1 + . . . , т. е. предел отношения первого остаточного члена к первому

приближению, при устремлении формального параметра к нулю, равен нулю, а полученное

выражение (26) является асимптотическим в первом приближении.

Развитый при нахождении первого коэффициента метод может быть использован для

построения решений задач для более высоких коэффициентов разложения. При этом вы-

ражения для этих коэффициентов представляются в виде (7), однако функции источников

выражаются через предшествующий коэффициент разложения. Уравнение для i-го коэффи-

циента разложения, согласно (8), имеет вид

(1−m)βs

∂Π(i)

∂t
− k

µ

∂2Π(i)

∂x2
= −α

[

m
∂Π(i−1)

∂t
− k

µ

∂

∂x

(

Π(i−1)∂Π
(i−1)

∂x

)]

= q(i−1)(x, t). (29)

Уравнение (29) в пространстве изображений

∂2Π(i)u

∂x2
− (1−m)βs

µ

k
pΠ(i)u = −µ

k
q(i−1)u(x, p) = Q(i−1)u(x, p),

полученное с учетом (12), дополняется условиями Π(i)u|x=0 = 0 и Π(i)u|x→∞ = 0, следую-

щими из (13).

В пространстве оригиналов выражение для Q(i−1)(x, t) имеет вид

Q(i−1)(x, t) = α
µ

k

[

m
∂Π(i−1)

∂x
− k

µ

∂

∂x

(

Π(i−1)∂Π
(i−1)

∂x

)]

.

Выражение для i-го коэффициента разложения может быть найдено как и для первого ко-

эффициента (25):
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Π(i) =
1

2γ
√
π

[
∫ x

∞

dx′

∫ t

0

Q(i−1)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ
+

+

∫

∞

0

dx′

∫ t

0

Q(i−1)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ + x)2

4τ
)
dτ√
τ
−

−
∫ x

0

dx′

∫ t

0

Q(i−1)(x′, t− τ) exp(−δ2(x′ − x)2

4τ
)
dτ√
τ

]

.

Полученное выражение для для i-го коэффициента (i > 2) разложения вместе с выраже-

ниями для нулевого (14) и первого (25) коэффициентов решают задачу в любом требуемом

приближении. Для оценки точности каждого приближения осуществлена оценка остаточно-

го члена. Показано, что выражение для i-го остаточного члена содержит слагаемые только

порядка i+1 и выше по параметру асимптотического разложения Θi = εi+1Θ
(i+1)
1 + . . . , т. е.

выполняется соответствующее условие асимптотичности для i-го остаточного члена.

Нетрудно видеть, что полученное решение представляет, по сути дела, разложение по

параметру α. Использованный метод также позволяет построить аналогичные решения,

когда в качестве параметра разложения используется сжимаемость скелета βs. Посколь-

ку представление зависимостей физических параметров в виде степенных рядов является

универсальным, то аналогично могут быть решены нелинейные задачи с учетом зависи-

мости проницаемости, пористости и других параметров от давления, что открывает новые

возможности исследования нелинейных задач фильтрации.

Финансирование. Исследования авторов выполнены при финансовой поддержке РФФИ
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The nonlinear problem of the pressure field in the case of one-dimensional planar filtration is considered,

when changes in the density of the skeleton, as well as the filtered fluid, and pressure are proportionally

related. To solve the problems, an asymptotic method is used, based on the introduction of a formal

parameter in the problem under consideration and the representation of the desired solution in the form of

an asymptotic formula for this parameter. It is shown that the statements of the corresponding problems

for the asymptotic expansion coefficients are linear, and classical methods can be used to solve them.

Analytical expressions for the coefficients of asymptotic expansion of the solution have been found. It

is shown that the corresponding expansion coefficients of the residual term of the current number and

all the preceding ones in the same formal parameter as for the desired solution vanish. The approach

used opens up new possibilities for solving nonlinear filtering problems in an inhomogeneous anisotropic

porous medium.
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