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Исследование управляемых систем с нелинейными звеньями является сложным и чрез-

вычайно важным разделом современной математической теории управления и гармониче-

ского анализа, имеющим многочисленные приложения и привлекающим в настоящее время

внимание очень многих ученых, как в нашей стране, так и во всем мире. В свою очередь,

развитие теории дифференциальных включений связано с тем, что они являются удобным

и естественным аппаратом для описания управляемых систем различных классов, систем

с разрывными характеристиками, изучаемых в различных разделах теории оптимального

управления, математической физики, радиофизики, акустики и др. Однако решение этих

задач в рамках имеющихся теорий часто является весьма сложной проблемой, поскольку

многие из них находят достаточно адекватное описание в терминах дифференциальных

уравнений и включений с дробными производными.

Теория дифференциальных уравнений дробного порядка берет свое начало от идей

Лейбница и Эйлера, но лишь в последние десятилетия интерес к этой тематике значи-

тельно усилился, благодаря приложениям в различных разделах прикладной математики,

физики, инженерии, биологии, экономики и др. (см., например, монографии [21, 25], ста-

тьи [6, 15, 20, 24] и др.). На данный момент разработаны различные подходы к разрешимо-

сти дифференциальных уравнений и включений дробного порядка α ∈ (0, 1). Например,

в работах [7, 20] для указанного дробного порядка были разрешены задачи типа Коши

для дифференциальных уравнений и включений. Статьи [1, 9] посвящены исследованию

траекторий дифференциальных включений дробного порядка α ∈ (0, 1), подчиняющихся

обобщенным краевым условиям, выраженным в форме операторных включений. В рабо-

тах [16, 19] авторы приводят доказательства разрешимости периодических краевых задач

для дифференциальных включений того же порядка, а в рукописи [5] доказано существова-

ние антипериодических решений для дифференциальных включений. Аппроксимации ре-

шений дифференциальных уравнений и включений дробного порядка α ∈ (0, 1) были изу-

чены в статьях [17, 18].

В настоящей работе мы рассматриваем нелокальную граничную задачу для управляемой

системы с обратной связью, описываемой полулинейным функционально-дифференциаль-
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ным включением дробного порядка с бесконечным запаздыванием в сепарабельном бана-

ховом пространстве. На основе теории топологической степени приводится общий прин-

цип существования интегральных решений поставленной задачи (теорема 5). Доказывается

конкретный пример реализации этого общего принципа (теорема 6). Доказывается суще-

ствование оптимального решения поставленной задачи, минимизирующего заданный полу-

непрерывный снизу функционал качества (теорема 7).

§ 1. Основные обозначения и определения

1.1. Дифференциальные включения дробного порядка
В этом разделе приведены некоторые сведения из дробного анализа (более подробно

с ними можно ознакомиться в [21, 22, 25, 27]).

Пусть E — вещественное банахово пространство.

Определение 1. Дробной производной Римана–Лиувилля порядка q ∈ (0, 1) от непрерыв-

ной функции g : [0, a] → E называется функция Dqg следующего вида:

Dqg(t) =
1

Γ(1− q)

d

dt

∫ t

0

(t− s)−qg(s) ds

при условии, что правая часть равенства определена.

Здесь Γ — это гамма-функция Эйлера

Γ(r) =

∫ ∞

0

sr−1e−sds.

Определение 2. Дробной производной Капуто порядка q ∈ (0, 1) от непрерывной функ-

ции g : [0, a] → E называется функция CDqg следующего вида:

CDqg(t) =
(
Dq(g(·)− g(0))

)
(t)

при условии, что правая часть равенства определена.

1.2. Многозначные отображения и меры некомпактности
Нам понадобятся некоторые понятия из многозначного анализа и теории топологической

степени для уплотняющих отображений (см. [2, 8, 11, 15, 23]).

Пусть X, Y — метрические пространства, E — нормированное пространство, симво-

лом P (E) обозначим совокупность непустых подмножеств E , через Pb(E) — совокупность

всех непустых ограниченных подмножеств E . Символами K(E) и Kv(E), соответственно,

обозначим совокупность непустых компактных подмножеств и совокупность непустых вы-

пуклых компактных подмножеств E .

Для Ω ∈ K(E) определим

‖Ω‖ = max{‖ω‖ : ω ∈ Ω}.

Определение 3 (см. [15, п. 1.1]). Многозначное отображение (мультиотображение)

F : X → K(E)

называется полунепрерывным сверху (далее п. н. св.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F(x) ⊂ V }
отрытое подмножество X для каждого открытого V ⊂ E .
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Определение 4 (см. [4, п. 3]). Непустое компактное множество A ⊂ Y называется асфе-

ричным (или UV ∞-множеством), если для любого ǫ > 0 найдется δ, 0 < δ < ǫ, такое, что для

всякого n = 0, 1, 2, . . . каждое непрерывное отображение g : Sn → Vδ(A) может быть про-

должено до непрерывного отображения g̃ : Bn+1 → Vǫ(A), где Sn = {x ∈ R
n+1 : ‖x‖ = 1},

Bn+1 = {x ∈ R
n+1 : ‖x‖ 6 1}, Vδ(A), Vǫ(A) — соответственно δ-окрестность и ε-окрестность

множества A.

Определение 5 (см. [11, п. 27]). П. н. св. мультиотображение F : X → K(Y ) называется

J-мультиотображением (F ∈ J(X, Y )), если каждое значение F(x) является асферичным

множеством.

Напомним (см. [3, гл. V, п. 1]), что метрическое пространство Z называется абсолют-

ным ретрактом (AR-пространством) (соответственно, абсолютным окрестностным ретрак-

том (ANR-пространством)), если для каждого гомеоморфизма h, отображающего его на за-

мкнутое подмножество метрического пространства Z
′

, множество h(Z) является ретрак-

том Z
′

(соответственно, некоторой своей открытой окрестности в Z
′

). Отметим, что класс

ANR-пространств достаточно широк: в частности, компактное подмножество конечномер-

ного пространства является ANR-пространством тогда и только тогда, когда оно локально

стягиваемо. Объединение конечного числа выпуклых замкнутых подмножеств нормирован-

ного пространства является ANR-пространством.

Определение 6 (см. [14]). Непустое компактное пространство A называется Rδ-множес-

твом, если оно может быть представлено как пересечение убывающей последовательности

компактных AR-пространств.

Отметим, что если A является непустым компактным подмножеством ANR-пространст-

ва, то оно является Rδ-множеством тогда и только тогда, когда оно может быть представ-

лено как пересечение убывающей последовательности компактных стягиваемых множеств

(см. [14]).

Предложение 1 (см. [11, п. 27]). Пусть Z — ANR-пространство. В каждом из сле-

дующих случаев п. н. св. мультиотображение F : X → K(Z) является J-мультиотобра-

жением:

для каждого x ∈ X значение F(x) является

(а) выпуклым множеством;

(b) Rδ-множеством;

(c) AR-пространством.

В частности, каждое непрерывное отображение ω : X → Z является J-мультиото-

бражением.

Определение 7 (см. [11, п. 27]). Символом J c(X, Y ) мы будем обозначать совокупность

всех мультиотображений F : X → K(Y ), которые могут быть представлены в виде компо-

зиции F = Fn ◦ . . .◦F1, n > 1, где Fi ∈ J(Xi−1, Xi), i = 1, . . . , n, X0 = X,Xn = Y и Xi для

0 < i < n являются открытыми подмножествами нормированных пространств. Композиция

Fn ◦ . . . ◦ F1 называется разложением F , а само F называют при этом J c-мультиотобра-

жением.

Заметим (см. [11, п. 27]), что мультиотображение может допускать различные разложения

и J(X, Y ) ⊂ J c(X, Y ).
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Предложение 2 (см. [15, п. 3.4.1]). Если F ,G : X ⊂ E → K(E) — J c-мультиотораже-

ния, то их сумма F + G : X → K(E),

(
F + G

)
(x) = F(x) + G(x)

тоже является J c-мультиотображением.

Определение 8 (см. [15, п. 2.1.1]). Пусть E — нормированное пространство, (A,>) ча-

стично упорядоченное множество. Функция β : Pb(E) → A называется мерой некомпакт-

ности (далее мнк) в E , если для любого Ω ∈ Pb(E) выполняется:

β(coΩ) = β(Ω),

где coΩ обозначает замыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β называется:

(а) монотонной, если для любых Ω0,Ω1 ∈ Pb(E), из Ω0 ⊆ Ω1 следует, что β(Ω0) 6 β(Ω1);
(b) несингулярной, если для любого a ∈ E и любого Ω ∈ Pb(E) выполнено β({a} ∪ Ω) =
= β(Ω);
(c) инвариантный относительно объединения с компактными множествами, если β(Ω ∪
∪K) = β(Ω) для любого Ω ∈ Pb(E), K относительно компактного в E ;
(d) вещественной, если A — множество вещественных чисел R с естественным упорядоче-

нием.

Если A — конус в банаховом пространстве, то β называется:

(e) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) 6 β(Ω0) + β(Ω1) для любых Ω0,

Ω1 ∈ Pb(E);
(f) правильной (регулярной), если β(Ω) = 0 равносильно относительной компактности Ω.

Примером вещественной меры некомпактности в пространстве E , обладающей всеми

выше перечисленными свойствами, является мера некомпактности Хаусдорфа:

χE(Ω) = inf{ε > 0, для которых Ω имеет конечную ε-сеть}.

Определение 9 (см. [15, п. 2.2]). Мультиотображение F : X ⊆ E → K(E) называется

уплотняющим относительно мнк β (β-уплотняющим), если для любого ограниченного

множества Ω ⊆ X, не являющегося относительно компактным, выполнено:

β(F(Ω)) 6> β(Ω).

В качестве примеров вещественных мнк, определенных на пространстве непрерывных

функций C([a, b];E) со значениями в банаховом пространстве E, мы можем рассмотреть:

(i) модуль послойной некомпактности

ϕC(D) = sup
t∈[a,b]

χ(D(t));

(ii) модуль равностепенной непрерывности

modC(D) = lim
δ→0

sup
x∈D

max
|t1−t2|6δ

‖x(t1)− x(t2)‖

для каждого ограниченного D ⊂ C([a, b];E).
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Эти мнк обладают всеми вышеперечисленными свойствами. Более того, если мы обо-

значим через χC меру некомпактности Хаусдорфа в C([a, b];E), то получим следующее

соотношение (см. [15, пример 2.1.3]):

ϕC(D) 6 χC(D).

Пусть E , E ′ — нормированные пространства на которых введены меры некомпактности

Хаусдорфа χE и χE ′ соответственно и L : E → E ′ — ограниченный линейный оператор.

Число

‖L‖(χ) := χE ′(LS),

где S ⊂ E — единичная сфера, называется (χ)-нормой оператора L (см. [15], п. 2.1.1).

Легко проверить следующие свойства: ‖L‖(χ) 6 ‖L‖ и χE ′(LΩ) 6 ‖L‖(χ)χE(Ω) для

любого ограниченного Ω ⊂ E .
Пусть E — банахово пространство, L : E → C([a, b];E) — ограниченный линейный

оператор и ϕC — модуль послойной некомпактности в C([a, b];E).

Предложение 3 (см. [15, теорема 4.2.3]). Пусть E — сепарабельное банахово простран-

ство и G : [a, b] → P (E) интегрируемая и интегрально ограниченная мультифункция, т. е.

(i) множество S(G) = {g ∈ L1([a, b];E) : g(t) ∈ G(t) для п. в. t ∈ [a, b]} непусто;

(ii) существует L1-функция ǫ : [a, b] → R+ такая, что ‖G(t)‖ 6 ǫ(t) для п. в. t ∈ [a, b].
Если существует L1-функция υ : [a, b] → R+ такая, что

χE(G(t)) 6 υ(t)

для п. в. t ∈ [a, b], то

χE

(∫ t

a

G(s) ds

)
6

∫ t

a

υ(s) ds, t ∈ [a, b],

где
∫ t

a
G(s) ds = {

∫ t

a
g(s) ds : g ∈ S(G)}.

Предложение 4 (см. [15, теорема 4.2.1]). Пусть последовательность функций {ξn} ⊂
⊂ L1([0, a];E) для всех n = 1, 2, . . . и п. в. t ∈ [0, a] является L1-интегрально ограниченной.

Предположим, что

χE({ξn(t)}) 6 α(t)

для п. в. t ∈ [0, a], где α ∈ L1
+([0, a]). Тогда для каждого δ > 0 существует компактное

множество Kδ ⊂ E и множество mδ ⊂ [0, a], с мерой Лебега mδ < δ, а также множество

функций Gδ ⊂ L1([0, a];E) со значениями в Kδ такие, что для любого n > 1 существует

bn ∈ Gδ, для которой

‖ξn(t)− bn(t)‖E 6 2α(t) + δ, t ∈ [0, a] \mδ.

Более того, последовательность {bn} может быть выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ и эта

последовательность слабо компактна.

Пусть β — монотонная несингулярная мнк в E, U — открытое ограниченное подмно-

жество E и F : U → K(E) — β-уплотняющее J c(U,E)-мультиотображение, более того,
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пусть x /∈ F(x) для всех x ∈ ∂U , где ∂U обозначает границу U. В данной ситуации для

соответствующего многозначного векторного поля i−F определена характеристика

deg (i−F , U),

называемая топологической степенью и обладающая всеми соответствующими стандарт-

ными свойствами (см. [15, гл. 3.4]). В частности, отличие от нуля данной характеристики

влечет существование неподвижной точки x ∈ U, x ∈ F(x).
На основе теории топологической степени устанавливаются следующие теоремы о непо-

движной точке (см. [10, 15, 23]).

Теорема 1 (см. [10]). Если F — β-уплотняющее J c(U,E)-мультиотображение, где β —

монотонная несингулярная мнк в E, U — выпуклая окрестность нуля и

x /∈ λF(x) для x ∈ ∂U и 0 6 λ < 1,

тогда множество неподвижных точек FixF ⊂ U непусто.

Теорема 2 (см. [10]). Пусть M — непустое замкнутое выпуклое подмножество E
и F : M → K(M) — β-уплотняющее J c-мультиотображение, где β — монотонная несин-

гулярная мнк в E. Тогда FixF 6= ∅.

1.3. Фазовое пространство бесконечных запаздываний
Мы будем использовать аксиоматическое определение фазового пространства B, вве-

денное J. K. Hale и J. Kato (см. [12,13]). Пространство B будем рассматривать как линейное

топологическое пространство функций, заданных на (−∞, 0] со значениями в банаховом

пространстве E, наделенное полунормой ‖ · ‖B.
Для любой функции x : (−∞, a] → E, где a > 0, и каждого t ∈ (−∞, a] xt представляет

собой функцию из (−∞, 0] в E, заданную как

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ (−∞; 0].

Будем предполагать, что B удовлетворяет следующим аксиомам.

(B1) Если функция x : (−∞; a] → E непрерывна на [0, a] и x0 ∈ B, то для любого t ∈ [0, a]
выполнено:

(i) xt ∈ B;

(ii) функция t→ xt непрерывна;

(iii) ‖xt‖B 6 K(t) sup06τ6t ‖x(τ)‖ + M(t)‖x0‖B, где функции K,M : [0;∞) → [0;∞)
не зависят от x, K строго положительна и непрерывна, а M локально ограничена.

(B2) Существует l > 0 такое, что ‖ψ(0)‖E 6 l‖ψ‖B, для всех ψ ∈ B.
Отметим, что при данных условиях пространство C00 всех непрерывных функций

из (−∞, 0] в E с компактным носителем входит в любое фазовое пространство B (см. [13,

предложение 1.2.1]).

Будем предполагать дополнительно, что выполнено следующее условие:

(BC1) Если равномерно ограниченная последовательность {ψn}
+∞
n=1 ⊂ C00 сходится к функ-

ции ψ компактно (то есть равномерно на каждом компактном подмножестве (−∞, 0]),
то ψ ∈ B и limn→+∞ ‖ψn − ψ‖B = 0.

Из условия (BC1) вытекает, что банахово пространство ограниченных непрерывных

функций BC = BC((−∞, 0];E) непрерывно вложено в B. Точнее говоря, справедливо

следующее утверждение.
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Теорема 3 (см. [13, предложение 7.1.1]).

(i) BC ⊂ C00, где C00 обозначает замыкание C00 в B;
(ii) если равномерно ограниченная последовательность {ψn} в BC сходится к функци ψ

компактно на (−∞, 0], то ψ ∈ B и limn→+∞ ‖ψn − ψ‖B = 0;
(iii) найдется константа L > 0 такая, что ‖ψ‖B 6 L‖ψ‖BC , для всех ψ ∈ BC.

Наконец будем предполагать выполненным следующее условие:

(BC2) если ψ ∈ BC и ‖ψ‖BC 6= 0, то ‖ψ‖B 6= 0.
Из этого предположения вытекает, что пространство BC, наделенное ‖ · ‖B, является

нормированным пространством. Мы будем обозначать его BC.
Рассмотрим следующие примеры фазовых пространств, удовлетворяющих всем выше-

указанным условиям.

1. Для γ > 0 пусть B = Cγ — пространство непрерывных функций ϕ : (−∞; 0] → E,
имеющих предел limθ→−∞ eγθϕ(θ) и

‖ϕ‖B = sup
−∞<θ60

eγθ‖ϕ(θ)‖.

2 (пространства с «затухающей памятью»). Пусть B = Cρ — пространство функций

ϕ : (−∞; 0] → E таких, что:

(a) ϕ непрерывна на [−r; 0], r > 0;
(b) ϕ измерима по Лебегу на (−∞; r) и найдется положительная интегрируемая по Лебегу

функция ρ : (−∞; r) → R
+ такая, что функция ρϕ интегрируема по Лебегу на (−∞; r);

более того, найдется локально ограниченная функция P : (−∞; 0] → R
+ такая, что для всех

ξ 6 0, ρ(ξ + θ) < P (ξ)ρ(θ) для п. в. θ ∈ (−∞;−r).
Тогда

‖ϕ‖B = sup
−r6θ60

‖ϕ(θ)‖+

∫ −r

−∞

ρ(θ)‖ϕ(θ)‖dθ.

Простой пример последнего пространства получается, если положить ρ(θ) = eµθ, µ ∈ R.

§ 2. Существование интегральных решений

Пусть E — сепарабельное банахово пространство. Обозначим символом C нормиро-

ванное пространство ограниченных непрерывных функций x : (−∞; a] → E, наделенное

нормой

‖x‖C = ‖x0‖B + ‖x|[0,a]‖C ,

где последняя норма — обычная sup-норма пространства C([0, a];E).
Мы будем рассматривать следующую управляемую систему, описываемую полулиней-

ным функционально-дифференциальным включением с бесконечным запаздыванием в E :

CDqx (t) ∈ Ax(t) + F (t, xt) +Bu(t), t ∈ [0, a] , (2.1)

удовлетворяющую условию обратной связи

u ∈ Ψx. (2.2)

Здесь символом CDq обозначена дробная производная Капуто порядка 0 < q < 1;
A : D(A) ⊂ E → E — замкнутый линейный оператор; F : [0, a] × BC → Kv(E) — мульти-

отображение с непустыми выпуклыми компактными значениями; u — непрерывная функция

действующая из [0, a] в банахово пространство управлений E1; Ψ: C → K(C([0, a];E1)) —

мультиотображение обратной связи; B : E1 → E — ограниченный линейный оператор.
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Рассмотрим задачу о существовании траекторий указанной системы, удовлетворяющих

следующему общему граничному условию:

Qx ∈ Sx, (2.3)

где Q : C → BC — линейный ограниченный оператор; S : C → Kv(BC) — J c-мульти-

отображение.

Предположим, что выполнено следующее условие:

(A) линейный оператор A : D(A) → E порождает ограниченную C0-полугруппу {T (t)}t>0

линейных операторов в E; обозначим M = sup {‖T (t)‖ ; t > 0} .

Предположим, что мультиотображение F : [0, a] × BC → Kv(E) удовлетворяет следую-

щим условиям:

(F1) для любого ψ ∈ BC мультифункция F (·, ψ) : [0; a] → Kv(E) допускает измеримое

сечение;

(F2) для п. в. t ∈ [0; a] мультиотображение F (t, ·) : BC → Kv(E) п. н. св.;

(F3) для любого r > 0 существует функция ωr ∈ Lp
+[0, a] такая, что для ‖ψ‖BC 6 r выпол-

нено

‖F (t, ψ)‖E 6 ωr(t)

для п. в. t ∈ [0, a];

(F4) существует функция µ ∈ Lp([0, a]) такая, что для каждого непустого ограниченного

Q ⊂ BC выполнено:

χE(F (t, Q)) 6 µ(t)ϕBC(Q) п. в. t ∈ [0, a],

где χE — мнк Хаусдорфа в E, ϕBC(Q) — модуль послойной некомпактности множе-

ства Q.

Относительно мультиотображения Ψ будем предполагать, что выполнено следующее

условие:

(Ψ) естественно определенное мультиотображение BΨ: C → K(C([0, a];E) является

J c-мультиотображением.

Из условий (F1)–(F3) следует (см. [15, теорема 1.3.5]), что определен мультиоператор

суперпозиции Pp
F : C → P (Lp([0, a];E)), заданный следующим образом:

Pp
F (x) = {f ∈ Lp([0, a];E) : f(t) ∈ F (t, xt) для п. в. t ∈ [0, a]}.

Определение 10. Пара функций x ∈ C и u ∈ C([0, a];E1) образуют интегральное реше-

ние системы (2.1)–(2.3), если функция x удовлетворяет включению (2.3) и имеет вид

x (t) = G (t) x (0) +

∫ t

0

(t− s)q−1T (t− s) [f (s) +Bu(s)] ds,

где f ∈ Pp
F (x),

G(t) =

∫ ∞

0

ξq(θ)T (t
qθ) dθ, T (t) = q

∫ ∞

0

θξq(θ)T (t
qθ) dθ,

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q),

Ψq(θ) =
1

π

∞∑

n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R

+,
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а функция u удовлетворяет включению (2.2). Функция x называется траекторией системы,

а функция u — соответствующим управлением.

Замечание 1 (см. [26]). ξq (θ) > 0,
∫∞

0
ξq (θ) dθ = 1,

∫∞

0
θξq (θ) dθ =

1
Γ(q+1)

.

Справедливо следующее утверждение (см. [26, 27]).

Лемма 1. Оператор–функции G и T обладают следующими свойствами:

(i) для всех t ∈ [0, a], G(t) и T (t) являются линейными ограниченными операторами

и для всех x ∈ E удовлетворяют оценкам:

‖G(t)x‖E 6M ‖x‖E , ‖T (t)x‖E 6
qM

Γ(1 + q)
‖x‖E ;

(ii) оператор–функции G(·) и T (·) сильно непрерывны, т. е. функции t ∈ [0, a] → G(t)x
и t ∈ [0, a] → T (t)x непрерывны для всех x ∈ E.

Рассмотрим линейный оператор G : Lp([0, a];E) → C, заданный следующим образом

(Gf) (t) =





t∫
0

(t− s)q−1T (t− s) f (s) ds, t ∈ [0, a],

0, t ∈ (−∞, 0].

Определение 11 (см. [15, определение 4.2.1]). Для 1 6 p 6 ∞, последовательность

функций {ξn} ⊂ Lp((0, a);E) называется Lp-полукомпактной, если она Lp-интегрально

ограничена, т. е.

‖ξn(t)‖ 6 ζ(t) п. в. t ∈ [0, a], n > 1,

где ζ ∈ Lp(0, a) и множество {ξn(t)} относительно компактно в E для п. в. t ∈ [0, a].

Предложение 5 (см. [20]).

(i) Если 1
q
< p <∞, то существует константа Cp > 0 такая, что

‖(Gξ)(t)− (Gη)(t)‖pE 6 Cp

∫ t

0

‖ξ(s)− η(s)‖pE ds, ξ, η ∈ Lp((0, a);E);

(ii) Пусть {ξn} — Lp-полукомпактная последовательность в Lp((0, a);E). Тогда после-

довательность {Gξn} относительно компактна в C([0, a];E) и, более того, слабая сходи-

мость ξn ⇀ ξ0 в L1((0, a);E) влечет сходимость Gξn → Gξ0 в C([0, a];E).

Обозначим C0 подпространство C, состоящее из функций, имеющих вид

x[ς](t) =

{
G (t) x(0), t ∈ [0; a],

ς(t), t ∈ (−∞; 0].

где ς ∈ BC, и обозначим Q0 сужение Q на C0.
Основным требованием на граничные операторы Q и S будет следующее условие:

(QS) существует непрерывный линейный оператор Λ: BC → C0 такой, что

(I −Q0Λ) (z −QG(f + Bu)) = 0

для всех x ∈ C, z ∈ S(x), f ∈ Pp
F (x) и u ∈ Ψ(x).
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Для того, чтобы привести пример выполнения условия (QS), рассмотрим линейный

ограниченный оператор r : BC → C0, который определим следующим образом:

r(ς)(t) =

{
G (t) ς(0), t ∈ [0; a]

ς(t), t ∈ (−∞; 0].

Предположим следующее:

(Q̃) линейный ограниченный оператор Q̃ : C → BC, определенный как Q̃ς = Q(r(ς)|[0,a])
является обратимым.

Нетрудно видеть, что при выполнении условия (Q̃) оператор Λ можно задать явным

образом:

Λς = r[Q̃−1(ς)].

В предположении что выполнено условие (QS), рассмотрим мультиоператор

Θ: C → Kv(C),

заданный следующим образом:

Θ(x) = ΛS(x) + (I − ΛQ)G (Pp
F (x) + BΨ(x)) .

Основное свойство мультиоператора Θ описывается следующим утверждением.

Теорема 4. Каждая неподвижная точка мультиоператора Θ, то есть функция x(·),
удовлетворяющая соотношению

x = Λz + (I − ΛQ)G (f + Bu) (2.4)

для некоторых z ∈ S(x), f ∈ Pp
F (x) и u ∈ Ψ(x), вместе с функцией u образуют инте-

гральное решение задачи (2.1)–(2.3).

Обратно, при выполнении условия (Q̃), если x и u — траектория и соответствующее

управление для задачи (2.1)–(2.3), то функция x удовлетворяет (2.4) для z = Qx ∈ S(x)
и f ∈ Pp

F (x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку функция x может быть представлена в виде

x = Λ (z −QG(f + Bu)) +G(f + Bu),

мы получаем, что x и u образуют интегральное решение задачи (2.1)–(2.3).

Проверим выполнение граничного условия. Используя условие (QS), мы получаем

Qx = Q0Λz +Q (I − ΛQ)G(f + Bu) =

= z − (z −Q0Λz) +QG(f + Bu) +Q0ΛQG(f + Bu) =

= z − (I −Q0Λ) (z −QG(f + Bu)) = z ∈ Sx.

Пусть теперь x — неподвижная точка оператора Θ. Тогда x удовлетворяет соотношению

x = r(ψ) +G(f +Bu)

для некоторого f ∈ Pp
F (x), где ψ = x|(−∞;0]. Тогда

Qx = Q̃(ψ) +QG(f + Bu),
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откуда мы получаем

ψ = Q̃−1
(
Qx−QG(f +Bu)

)

и, следовательно,

r(ψ) = Λ
(
Qx−QG(f + Bu)

)
.

Таким образом,

x = Λ
(
Qx−QG(f +Bu)

)
+G(f + Bu) = ΛQx+ (I − ΛQ)G(f +Bu) ∈ Θ(x). �

Предложение 6 (см. [15, предложение 4.2.1]). Каждая Lp-полукомпактная последова-

тельность {ξn} относительно компактна в L1((0, a);E).

Лемма 2. Мультиотображение Θ является J c-мультиоператором.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим Θ в виде суммы

Θ = Θ1 +Θ2 +Θ3,

где Θ1 = ΛS, Θ2 = (I − ΛQ)GPp
F и Θ3 = (I − ΛQ)GBu.

Из условий, наложенных на мультиоператор S, следует, что Θ1 является J c-мультиопе-

ратором.

Рассмотрим мультиоператор Θ2. Очевидно, что он выпуклозначен. Пусть последова-

тельности {xn}, {zn} ⊂ C такие, что xn → x0, zn ∈ Θ2(xn), n > 1. Тогда

zn = (I − ΛQ)G(fn), n > 1,

где fn ∈ Pp
F (xn), n > 1. Благодаря условиям (F3) и (F4), последовательность {fn} —

Lp-полукомпактна и по предложению 6 относительно компактна в L1((0, a);E) и, следова-

тельно, мы можем предположить, что fn ⇀ f0 ∈ Pp
F (x0) в L1((0, a);E). Применяя предло-

жение 5 (ii) получим G(fn) → G(f0) и, следовательно, непрерывность линейного оператора

I−ΛQ. Получаем, что zn → z0 = (I−ΛQ)G(f0) ∈ Θ2(x0). Мультиотображение Θ замкнуто

и квазикомпактно, т. е. его сужение на любое компактное множество компактно. Это значит,

что Θ2 — п. н. св. мультиотображение с непустыми выпуклыми компактными значениями.

Тогда, применяя предложение 1, заключаем, что Θ2 является J c-мультиотображением.

Из предложения 5 (i) следует, что оператор G ограничен в пространстве C и непрерывен.

Это значит, что Θ3 тоже J c-мультиотображение. Теперь осталось применить предложение 2.

�

Теперь наша цель показать, что мультиоператор Θ является уплотняющим относитель-

но соответствующей меры некомпактности. Для этого нам потребуются дополнительные

утверждения.

Введем векторную меру некомпактности ν : Pb(C) → R
2
+ со значениями в конусе R

2
+,

заданную следующим образом:

ν(Ω) = (ϕC(Ω),modC(Ω)),

где ϕC(Ω) — модуль послойной некомпактности, modC(Ω) — модуль равностепенной непре-

рывности в пространстве C (см. § 1).

Отметим, что

ϕC(Ω) = sup
06τ6a

ϕBC(Ωt),
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где Ωt ⊂ BC,Ωt = {xt : x ∈ Ω} и для t ∈ [0, a] :

ϕBC(Ωt) = sup
−∞6τ60

χ(Ωt(τ)) = sup
−∞6τ60

χ(Ω(t+ τ)) = sup
−∞6τ6t

χ(Ω(τ)),

где χ — мнк Хаусдорфа в E.

Обозначим C̃ подпространство C состоящее из функций, равных нулю на (−∞; 0],
и пусть

d = sup
06t6a

‖T (t)‖(χ).

Заметим, что из леммы 1 следует, что

0 6 d 6
qM

Γ(1 + q)
.

Пусть выполнены следующие условия:

(H1) существует ρ > 0 такое, что для любого ограниченного множества Ω ⊂ C̃ выпол-

нено

ϕBC(QΩ) 6 ρϕC(Ω);

(H2)

d sup
06t6a

∫ t

0

(t− s)q−1µ(s) ds <
1

1 + ‖Λ‖(ϕBC ,ϕC)ρ
,

где µ — функция из условия (F4).

Лемма 3. Мультиоператор Θ является ν-уплотняющим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как мультиоператоры Θ1 и Θ3 п. н. св. и мера некомпакт-

ности ν монотонна, алгебраически полуаддитивна и инвариантна по отношению к объ-

единению с компактным множеством (см. [15]), то достаточно доказать утверждение для

мультиотображения Θ2, то есть показать, что для любого ограниченного множества Ω ⊂ C
соотношение

ν(Θ2(Ω)) > ν(Ω), (2.5)

взятое в смысле частичного порядка в R
2, порожденного конусом R

2
+, влечет относитель-

ную компактность Ω.
Из (2.5) следует, что

ϕC(Θ2(Ω)) > ϕC(Ω). (2.6)

Возьмем произвольное t ∈ (−∞, a] и оценим χE(Θ2(Ω)(t)). Применяя условие (H1),
получаем:

χE(ΛQGP
p
F (Ω)(t)) 6 ϕC(ΛQGP

p
F (Ω)) 6 ‖Λ‖(ϕBC ,ϕC) ϕBC(QGP

p
F (Ω)) 6

6 ‖Λ‖(ϕBC ,ϕC) ρϕC(GP
p
F (Ω)) = ‖Λ‖(ϕBC ,ϕC) ρ sup

−∞6t6a
χE(GP

p
F (Ω)(t)).

Оценим χE

(
GPp

F (Ω)(t)
)
. Заметим, что для любого 0 6 s 6 t получим:

χE

(
(t− s)q−1T (t− s)F (s,Ωs)

)
6 (t− s)q−1‖T (t− s)‖(χ)χE(F (s,Ωs)) 6

6 d(t− s)q−1µ(s)ϕC(Ωs) 6 d(t− s)q−1µ(s)ϕC(Ω).



М. С. Афанасова, В. В. Обуховский, Г. Г. Петросян 179

Из предложения 3 следует, что

χE

(
GPp

F (Ω)(t)
)
6 d

∫ t

0

(t− s)q−1µ(s) ds · ϕC(Ω).

Используя свойство алгебраической полуаддитивности χ, получим следующие оценки

χE

(
(I − ΛQ)GPp

F (Ω)(t)
)
6 d

(
1 + ‖Λ‖(χ,ϕ)ρ

)
sup
t∈[0,a]

∫ t

0

(t− s)q−1µ(s) ds · ϕ(Ω) = κ · ϕ(Ω),

где

κ = d
(
1 + ‖Λ‖(χ,ϕ)ρ

)
sup
t∈[0,a]

∫ t

0

(t− s)q−1µ(s) ds < 1

по свойству (H2). Тогда имеем

ϕC(Θ2(Ω)) 6 κ · ϕC(Ω).

Учитывая неравенство (2.6), получим

ϕC(Ω) = 0. (2.7)

Теперь мы покажем, что множество Ω равностепенно непрерывно. Из соотношения

modC(Θ2(Ω)) > modC(Ω)

следует, что достаточно показать равностепенную непрерывность для Θ2(Ω). Это экви-

валентно тому, что данное свойство выполняется для любой последовательности {zn} ⊂
⊂ (I − ΛQ)GPp

F (Ω). Возьмем последовательность {xn} ⊂ Ω и {fn}, fn ∈ Pp
F (xn) такую,

что

zn = (I − ΛQ)Gfn, n = 1, 2, . . . .

Из условия (F3) следует, что последовательность {fn} является Lp-интегрально огра-

ниченной. Соотношение (2.7) дает равенство

χ({xt}n) = 0 ∀t ∈ [0, a]

и, следовательно, по условию (F4)

χ({fn(t)}) = 0 п. в. t ∈ [0, a].

Из предложения 5 (ii) следует, что последовательность {Gfn}, и, следовательно, zn, от-

носительно компактна, а следовательно, равностепенно непрерывна. Теперь относительная

компактность множества Ω следует из теоремы Арцела–Асколи. �

Свойства мультиоператора Θ дают возможность применить теорию топологической сте-

пени, описанную в пункте 1. Мы можем сформулировать следующий общий принцип су-

ществования интегральных решений задачи (2.1)–(2.3).

Теорема 5. При указанных выше условиях, пусть для ограниченного открытого множе-

ства Ω ⊂ C не существует траекторий x(·) задачи (2.1)–(2.3) на границе ∂Ω, и пусть

deg (i−Θ,Ω) 6= 0.

Тогда множество интегральных решений {x, u} задачи (2.1)–(2.3) непусто.
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В качестве примера применения этого принципа рассмотрим следующее утверждение.

Теорема 6. При указанных выше условиях предположим дополнительно, что

(H3) найдется последовательность функций ωn ∈ Lp
+(0; a), n = 1, 2, . . . , такая, что:

lim inf
n→∞

1

n
‖ωn‖p = 0; и sup

‖x‖6n

‖F (t, x)‖ 6 ωn(t) для п. в. t ∈ (0; a),

(H4) выполнены следующие асимптотические условия:

lim inf
‖x‖→∞

‖S(x)‖

‖x‖
= lim inf

‖x‖→∞

‖BΨ(x)‖

‖x‖
= 0.

Тогда множество интегральных решений задачи (2.1)–(2.3) непусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что существует замкнутый шар BR ⊂ C такой, что

Θ(BR) ⊆ BR. В предположении противного мы найдем последовательности {xn}, {zn} ⊂ C
такие, что zn ∈ Θ(xn), ‖xn‖ 6 n, ‖zn‖ > n. Из условий, наложенных на мультиоперато-

ры Q, S , условия (F3) и предложения 5 (i) следует, что мультиоператор Θ преобразует

ограниченные множества в ограниченные. Это означает, что переходя к подпоследователь-

ности, если необходимо, мы можем предположить, что ‖xn‖C → ∞. Тогда получим

‖zn‖C 6 ‖ΛSxn‖+ ‖I − ΛQ‖
(
‖Gfn‖+ ‖G‖C‖BΨ(xn)‖

)

для некоторого fn ∈ Pp
F (xn), где ‖G‖C — норма ограниченного оператора G в простран-

стве C. Применяя предложение 5 (i), получаем, что

‖zn‖ 6 ‖Λ‖‖̇Sxn‖+ ‖I − ΛQ‖
(

p

√
Cp‖fn‖p + ‖G‖C‖BΨ(xn)‖

)
.

Тогда

1 <
‖zn‖

n
6 ‖Λ‖

‖Sxn‖

n
+ ‖I − ΛQ‖

(
p

√
Cp

1

n
‖fn‖p + ‖G‖C

‖BΨ(xn)‖

n

)
6

6 ‖Λ‖
‖Sxn‖

‖xn‖
+ ‖I − ΛQ‖

(
p

√
Cpa

1

n
‖ωn‖p + ‖G‖C

‖BΨ(xn)‖

‖xn‖

)
.

Применяя условия (H3) и (H4), мы приходим к противоречию. Осталось применить тео-

рему 2 к ограничению Θ на BR. �

В случае, когда мультиотображения F , S и BΨ глобально ограничены, получаем следу-

ющий оптимизационный результат.

Теорема 7. Пусть выполнено условие (Q̃), а также существует функция ω ∈ Lp
+(0, a),

и константы s > 0, b > 0 такие, что

(1) для любого ψ ∈ BC выполнено ‖F (t, ψ)‖E 6 ω(t) для п. в. t ∈ (0, a);
(2) для любого x ∈ C выполнено ‖S(x)‖B 6 s;
(3) ‖BΨ(x)‖C([0,a];E) 6 b.
Тогда существует траектория x⋆ и соответствующее управление u⋆ задачи (2.1)–(2.3)

такие, что

φ(x⋆) = inf{φ(x) : x ∈ Σ},

где Σ обозначает множество всех траекторий задачи (2.1)–(2.3) и φ — заданный полуне-

прерывный снизу функционал на пространстве C.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 4 все траектории задачи (2.1)–(2.3) опреде-

ляются неподвижными точками мультиоператора Θ множество которых непусто по теоре-

ме 6. Очевидно, что это множество априори ограничено константой

‖Λ‖s+ ‖I − ΛQ‖
(

p

√
Cpa‖ω‖p + ‖G‖Cb

)
.

Теперь вывод следует из того, что ограниченное множество неподвижных точек уплотняю-

щего мультиоператора Θ компактно (см. [15, предложение 3.5.1]). �
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7. Appell J., López B., Sadarangani K. Existence and uniqueness of solutions for a nonlinear fractional

initial value problem involving Caputo derivatives, Journal of Nonlinear and Variational Analysis,

2018, vol. 2, issue 1, pp. 25–33. https://doi.org/10.23952/jnva.2.2018.1.03

8. Arutyunov A. V., Obukhovskii V. V. Convex and set-valued analysis, Berlin: De Gruyter, 2017.

https://doi.org/10.1515/9783110460308

9. Benedetti I., Obukhovskii V., Taddei V. On noncompact fractional order differential inclusions with

generalized boundary condition and impulses in a Banach space, Journal of Function Spaces, 2015,

vol. 2015, pp. 1–10. https://doi.org/10.1155/2015/651359

10. Getmanova E., Obukhovskii V., Yao J.-Ch. A random topological fixed point index for a class of

multivalued maps, Applied Set-Valued Analysis and Optimization, 2019, vol. 1, issue 2, pp. 95–103.

https://doi.org/10.23952/asvao.1.2019.2.01
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