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Рассматривается нелинейная механическая система, динамика которой описывается векторным диф-

ференциальным уравнением типа Льенара. Предполагается, что коэффициенты данного уравнения

могут переключаться с одного набора постоянных значений на другой, причем общее количество

этих наборов, вообще говоря, бесконечное. Таким образом, для задания коэффициентов уравне-

ния используются кусочно-постоянные функции с бесконечным числом точек разрыва на всей вре-

менной оси. Предлагается способ построения разрывной функции Ляпунова, с помощью которой

исследуются достаточные условия асимптотической устойчивости нулевого положения равновесия

изучаемого уравнения. Полученные результаты обобщаются на случай нестационарного уравнения

Льенара с разрывными коэффициентами более общего вида. В качестве вспомогательного результа-

та работы разрабатываются методы анализа вопроса знакоопределенности и подходы к получению

оценок для алгебраических выражений, представляющих собой сумму слагаемых степенного вида

с нестационарными коэффициентами. Ключевой особенностью исследования является отсутствие

предположений об ограниченности указанных нестационарных коэффициентов или об их отделен-

ности от нуля. Приводятся некоторые примеры, иллюстрирующие установленные результаты.
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В работе исследуется проблема устойчивости решений векторного уравнения Льенара.

Уравнение такого вида часто используется для моделирования различных нелинейных коле-

бательных процессов. В частности, оно может описывать динамику механической системы,

находящейся под воздействием нелинейных диссипативных и потенциальных сил. Вопросы

устойчивости решений уравнения Льенара рассматривались во многих работах (см., напри-

мер, [1, 2] и цитируемую там литературу). Однако, проводимый в настоящей работе анализ

усложняется предположением о нестационарности уравнения и допущением о разрывности

его коэффициентов.

Хорошо известно, что присутствие в механических системах параметров, меняющихся

в зависимости от времени, может приводить к принципиально новым динамическим эф-

фектам [3–7]. Для изучения устойчивости систем указанного типа, наряду с классическими

методами Ляпунова, были разработаны различные подходы такие, как метод усреднения,

теория сингулярных возмущений, методы декомпозиции, методы сравнения, теория инте-

гральных многообразий, и так далее. Отметим, что наиболее сложна для исследования си-

туация, когда нестационарные параметры системы могут неограниченно возрастать, или,

напротив, сколь угодно близко приближаться к нулю. Подобные ситуации возникают, на-

пример, при рассмотрении механических систем с нестационарными силовыми полями,

эволюция которых приводит к их доминированию или исчезновению с течением време-

ни. В этом случае параметры могут не иметь положительных средних значений, их нельзя

оценить сверху или снизу положительными константами, промежутки быстрых колебаний

параметров могут чередоваться с промежутками медленного изменения параметров, и то-

гда применение классических методов анализа становится затруднительным. Использова-

ние теорем типа Ляпунова, как правило, связано с исследованием знакоопределенности
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функций Ляпунова и их производных, или с нахождением оценок для этих функций. И ес-

ли решение данных задач для стационарных выражений, например, полиномиального или

степенного типа, достаточно хорошо разработано, то наличие нестационарностей приводит

к значительным сложностям.

Непрерывное изменение параметров системы может сопровождаться резкими скачками,

вызванными какими-то внешними воздействиями на систему или сменой управляющего мо-

мента. Тогда приходится иметь дело с разрывными функциями для описания этих парамет-

ров. Заметим, что многие стандартные виды функций Ляпунова, используемые для механи-

ческих систем, зависят от системных параметров, и соответственно, они также становятся

разрывными. В этом случае исследуемую систему можно рассматривать как систему с пе-

реключениями. Системы с переключениями представляют собой важный класс гибридных

систем, состоящих из семейства подсистем, каждая из которых соответствует определенно-

му режиму функционирования системы. Некоторый закон переключения задает в каждый

момент времени, какая из подсистем является активной. Таким образом, происходящие раз-

рывы системных параметров можно понимать как смену режима функционирования систе-

мы. В последние десятилетия теория систем с переключениями и систем с импульсными

воздействиями активно развивалась. Были предложены многие подходы к анализу устой-

чивости решений таких систем [8–14]. Наиболее эффективным было признано сочетание

метода функций Ляпунова с теорией дифференциальных неравенств. Отметим, что число

разрывов у правой части системы может быть бесконечным. Это приводит к необходимости

рассматривать бесконечное множество возможных режимов функционирования системы.

Однако, четкое задание параметров системы позволяет считать закон переключения меж-

ду различными режимами конкретно заданным. Специфика настоящей работы заключается

в использовании нелинейных и нестационарных дифференциальных неравенств. Задачи,

связанные с нелинейными и нестационарными системами с переключениями, стали актив-

но изучаться в последние годы [15–21].

В основной части настоящей работы предполагается, что параметры векторного урав-

нения Льенара задаются с помощью кусочно-постоянных функций, причем предполагает-

ся, что число разрывов этих функций на всей временной оси, вообще говоря, бесконечно.

В результате, возникает задача анализа устойчивости решений системы с переключения-

ми, состоящей из бесконечного множества стационарных подсистем. Стоит отметить, что

кусочно-постоянные функции часто используются для аппроксимации меняющихся во вре-

мени системных коэффициентов, в том числе и непрерывных. С постоянными значениями

параметров легче работать, но приходится учитывать смену этих значений в какие-то мо-

менты времени. В заключительной части работы предлагаемый подход распространяется

на случай нестационарных разрывных коэффициентов более общего вида.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим механическую систему, задаваемую уравнением

ẍ+D(t,x)ẋ+
∂Π(t,x)

∂x
= 0. (1)

Здесь t > 0, x ∈ R
n; функция Π(t,x) кусочно-постоянна относительно переменной t

и непрерывно-дифференцируема относительно переменной x; компоненты матрицы D(t,x)
кусочно-постоянны относительно переменной t и непрерывны относительно переменной x.

Система (1) представляет собой векторное уравнение типа Льенара. При описании ме-

ханических колебаний с помощью данного уравнения функцию Π(t,x) можно понимать

как потенциальную энергию системы, а D(t,x) — как матрицу, описывающую действие

диссипативных сил.
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В настоящей работе будем использовать следующее предположение.

Предположение 1. Пусть функция Π(t,x) и матрица D(t,x) удовлетворяют условиям:

а) при любом фиксированном значении переменной t > 0 функция Π(t,x) является

однородной функцией порядка µ+ 1 по отношению к переменной x, µ > 1;
б) при любом фиксированном значении переменной t > 0 функция Π(t,x) положительно

определена по отношению к переменной x;

в) при любом фиксированном значении переменной t > 0 компоненты матрицы D(t,x)
являются однородными функциями порядка ν по отношению к переменной x, ν > 0;

г) при любых фиксированных значениях t > 0 и x 6= 0 матрица D(t,x) + D
T (t,x)

положительно определена.

Отметим, что во многих задачах нелинейной механики (с существенно нелинейными

действующими силами) линейное приближение исследуемой системы может оказаться вы-

рожденным, линейных слагаемых может просто не быть. В таких случаях пытаются раз-

работать критерии устойчивости по нелинейному приближению, и однородные системы

(в том числе механические системы с однородными коэффициентами) часто выступают

в качестве таких систем нелинейного приближения (см., например, [6, 22]).

Учитывая сделанное предположение 1, найдутся (см. [22]) кусочно-постоянные и поло-

жительные при t > 0 функции

â(t), a(t), b(t), c(t), d(t) (2)

такие, что оценки

â(t)‖x‖µ+1
6 Π(t,x) 6 a(t)‖x‖µ+1, z

T
D(t,x) z > b(t) ‖x‖ν‖z‖2, (3)∥∥∥∥

∂Π(t,x)

∂x

∥∥∥∥ 6 c(t)‖x‖µ, ‖D(t,x)‖ 6 d(t)‖x‖ν (4)

будут иметь место при всех t > 0, x ∈ R
n, z ∈ R

n. Здесь и далее мы используем евклидову

норму вектора и полагаем, что норма матрицы ассоциирована с этой нормой вектора.

Обозначим через {τi}i=1,2,..., где 0 = τ0 < τ1 < τ2 < . . ., моменты времени, в которые

функция Π(t,x) и/или матрица D(t,x) терпят разрыв относительно переменной t. Будем

полагать, что общее число таких точек разрыва на всем временном интервале [0,+∞) бес-

конечно, в то время как на любом конечном временном интервале их число конечно. Также,

не умаляя общности, будем считать, что функция Π(t,x) и компоненты матрицы D(t,x)
непрерывны справа относительно переменной t в указанных точках разрыва. Тогда имеем,

что

â(t) = âi, a(t) = ai, b(t) = bi, c(t) = ci, d(t) = di

при t ∈ [τi, τi+1), i = 0, 1, . . .. Здесь âi, ai, bi, ci, di, i = 0, 1, . . ., — некоторые положительные

постоянные.

В настоящей работе будем рассматривать только непрерывные решения уравнения (1),

т. е. будем считать, что значения x(τi−0), ẋ(τi−0), полученные для решения (xT (t), ẋT (t))T

уравнения на интервале [τi−1, τi), выступают в качестве начальных данных для решения

на следующем временном интервале [τi, τi+1); i = 1, 2, . . .. Целью работы является установ-

ление достаточных условий, обеспечивающих асимптотическую устойчивость положения

равновесия x = ẋ = 0.

Известно [1], что если Π(t,x) и D(t,x) стационарны, то тогда при выполнении предпо-

ложения 1 положение равновесия x = ẋ = 0 уравнения (1) будет асимптотически устой-

чивым (в этом случае функции (2) сохраняют одно постоянное положительное значение
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при t > 0). В работе [23] система вида (1) исследовалась для ситуации, когда Π(t,x)
и D(t,x) переключаются между конечным числом стационарных режимов (в этом случае

функции (2) могут принимать конечное число постоянных положительных значений при

t > 0). Бесконечное число стационарных режимов, между которыми могут переключаться

Π(t,x) и D(t,x), допускает, в отличие от [23], возможность неограниченности функций (2)

на интервале [0,+∞), а также их сколь угодно близкое приближение к нулю. Поэтому в рас-

сматриваемой в настоящей работе ситуации результаты из [23], вообще говоря, не приме-

нимы.

Отметим, что в настоящей работе мы ограничиваемся исследованием случая, когда при-

сутствующие в заданной системе нестационарные слагаемые разрывны только относитель-

но переменной t. Подобная ситуация имеет место, например, если параметры системы под-

вержены резким изменениям, в то время как сама структура системы сохраняется. Однако,

используемый подход нетрудно распространить и на случай системы с переменной струк-

турой.

Замечание 1. Предположение 1 позволяет использовать в качестве компонент матрицы

D(t,x) однородные функции порядка меньше 1. В этом случае мы не предполагаем изна-

чально единственности решений системы (1). Единственность нулевого решения в положи-

тельном направлении будет показана одновременно с его устойчивостью.

§ 2. Построение функции Ляпунова

Пусть заданы кусочно-постоянные при t > 0 функции γ1(t), γ2(t) такие, что

γ1(t) = γ1i, γ2(t) = γ2i

при t ∈ [τi, τi+1), i = 0, 1, . . .. Здесь γ1i, γ2i, i = 0, 1, . . ., — некоторые положительные кон-

станты.

Функцию Ляпунова для уравнения (1) будем строить в виде

V (t,x, ẋ) = Π(t,x) +
1

2
ẋ
T
ẋ− δγ1(t)‖ẋ‖β−1

x
T
ẋ+ δγ2(t)‖x‖k−1

x
T
ẋ, (5)

где β > 1, k > 1, δ — достаточно малая положительная константа.

Дифференцируя функцию (5) в силу уравнения (1), получим соотношения

V̇
∣∣
(1)
= −δγ2(t)(µ+ 1)‖x‖k−1Π(t,x)− δγ1(t)‖ẋ‖β+1 − ẋ

T
D(t,x)ẋ−

− δγ1(t)x
T ∂
(
‖ẋ‖β−1

ẋ
)

∂ẋ

(
−∂Π(t,x)

∂x
−D(t,x)ẋ

)
+

+ δγ2(t)ẋ
T ∂
(
‖x‖k−1

x
)

∂x
ẋ− δγ2(t)‖x‖k−1

x
T
D(t,x)ẋ,

справедливые при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., x ∈ R
n, ẋ ∈ R

n.

Следовательно, оценки
(
â(t)‖x‖µ+1 +

1

2
‖ẋ‖2

)
−
(
δγ1(t)‖x‖‖ẋ‖β + δγ2(t)‖x‖k‖ẋ‖

)
6 V (t,x, ẋ) 6

6

(
a(t)‖x‖µ+1 +

1

2
‖ẋ‖2

)
+
(
δγ1(t)‖x‖‖ẋ‖β + δγ2(t)‖x‖k‖ẋ‖

)
,

V̇
∣∣
(1)

6 −
(
δγ2(t)â(t)(µ+ 1)‖x‖k+µ + δγ1(t)‖ẋ‖β+1 + b(t)‖x‖ν‖ẋ‖2

)
+

+ p
(
δγ1(t)c(t)‖x‖µ+1‖ẋ‖β−1 + δγ1(t)d(t)‖x‖ν+1‖ẋ‖β +
+ δγ2(t)‖x‖k−1‖ẋ‖2 + δγ2(t)d(t)‖x‖k+ν‖ẋ‖

)
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будут иметь место при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., x ∈ R
n, ẋ ∈ R

n. Здесь p — некоторая

положительная постоянная.

Для дальнейшего анализа потребуются некоторые вспомогательные результаты.

§ 3. Вспомогательные результаты

Пусть задана функция

W (t, z) = −α(t)zp1 − β(t)zq2 + r(t)zu1 z
v
2 ,

где t > 0, z = (z1, z2)
T , z1, z2 ∈ [0,+∞); p и q — положительные постоянные; u и v —

неотрицательные постоянные, u + v > 0; функции α(t), β(t), r(t) кусочно-непрерывны

и положительны при t > 0.

Лемма 1. Пусть выполнено неравенство

u

p
+
v

q
> 1, (6)

и существует константа ε, удовлетворяющая ограничениям

max{0; v − q} 6 ε 6 min

{
v; v − (p− u)q

p

}
, (7)

такая, что функция

r(t)

α(t)

(
α(t)

β(t)

) v−ε
q

(8)

ограничена при t > 0. Тогда для любого M ∈ (0, 1) можно выбрать H > 0 так, что оценка

W (t, z) 6M (−α(t)zp1 − β(t)zq2)

будет справедлива при t > 0, ‖z‖ < H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем константу ε̃, исходя из равенства

u− ε̃

p
+
v − ε

q
= 1.

Тогда для любого L > 0 существует H > 0 такое, что

W (t, z) 6 −α(t)zp1 − β(t)zq2 + Lr(t)zu−ε̃
1 zv−ε

2

при t > 0, ‖z‖ < H .

Обозначим α(t)zp1 = z̃1, β(t)z
q
2 = z̃2. Получаем, что при t > 0, ‖z‖ < H выполнено

неравенство

W (t, z) 6 W̃ (t, z̃),

где z̃ = (z̃1, z̃2)
T , и

W̃ (t, z̃) = −z̃1 − z̃2 + L
r(t)

α(t)

(
α(t)

β(t)

) v−ε
q

z̃
u−ε̃
p

1 z̃
v−ε
q

2 .
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Возьмем любое M ∈ (0, 1). Принимая во внимание ограниченность функции (8) при t > 0,
имеем, что если константа L выбрана достаточно малой, то тогда будет выполнена оценка

W̃ (t, z̃) 6M(−z̃1 − z̃2)

при t > 0, z̃1, z̃2 ∈ [0,+∞). Возвращаясь к старым переменным, получаем требуемое. �

Нетрудно заметить, что если функция α(t)/β(t) ограничена сверху при t > 0, то

тогда ограниченность функции (8) в условиях леммы 1 достаточно проверить для ε =
= max{0; v − q}. Если же α(t)/β(t) > m = const > 0 при t > 0, то тогда ограниченность

функции (8) достаточно проверить для ε = min{v; v − (p− u)q/p}.
Рассмотрим теперь более сложную функцию

Ŵ (t, z) = −α(t)zp1 − β(t)zq2 − γ(t)zξ1z
η
2 + r(t)zu1 z

v
2 .

Здесь t > 0, z = (z1, z2)
T , z1, z2 ∈ [0,+∞); p, q, ξ и η — положительные постоянные; u и v —

неотрицательные постоянные, u+v > 0; функции α(t), β(t), γ(t), r(t) кусочно-непрерывны

и положительны при t > 0. Будем считать, что

ξ

p
+
η

q
< 1.

Лемма 2. Пусть выполнено хотя бы одно из следующих условий:

а) справедливо неравенство (6), и существует константа ε, удовлетворяющая ограни-

чениям (7), такая, что функция (8) ограничена при t > 0;
б) справедливы неравенства

u > ξ,
u− ξ

p− ξ
+
v

η
> 1, (9)

и существует константа ε, удовлетворяющая ограничениям

max{0; v − η} 6 ε 6 min

{
v; v − (p− u)η

p− ξ

}
,

такая, что функция

r(t)

α(t)

(
α(t)

γ(t)

) v−ε
η

ограничена при t > 0;
в) справедливы неравенства

v > η,
u

ξ
+
v − η

q − η
> 1, (10)

и существует константа ε, удовлетворяющая ограничениям

max{0; v − q} 6 ε 6 min

{
v − η; v − η − (ξ − u)(q − η)

ξ

}
,

такая, что функция

r(t)

γ(t)

(
γ(t)

β(t)

) v−η−ε
q−η
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ограничена при t > 0.
Тогда для любого M ∈ (0, 1) можно выбрать H > 0 так, что оценка

Ŵ (t, z) 6M
(
−α(t)zp1 − β(t)zq2 − γ(t)zξ1z

η
2

)

будет иметь место при t > 0, ‖z‖ < H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

Ŵ (t, z) = −β(t)zq2 + zξ1

(
−α(t)zp−ξ

1 − γ(t)zη2 + r(t)zu−ξ
1 zv2

)
,

если u > ξ, и

Ŵ (t, z) = −α(t)zp1 + zη2

(
−γ(t)zξ1 − β(t)zq−η

2 + r(t)zu1 z
v−η
2

)
,

если v > η. Тогда требуемое будет следовать из леммы 1. �

Как и ранее, отметим, что если функции α(t)/γ(t) и γ(t)/β(t) ограничены сверху или

снизу некоторыми положительными постоянными, то тогда реккомендации по выбору па-

раметра ε в условиях б) и в) леммы 2 можно конкретизировать. Также отметим, что строгие

неравенства (6), (9) и (10) формулировках лемм 1 и 2 можно заменить на нестрогие, если

вместо функции r(t) использовать функцию δr(t), где δ — достаточно малая положительная

постоянная.

§ 4. Условия устойчивости

Применим леммы 1 и 2 для нахождения оценок на функцию Ляпунова (5) и ее произ-

водную в силу уравнения (1).

Положим

k = max{µ− ν; ν + 1}, β = 1 +max

{
2ν

µ+ 1
;

2(k − 1)

k + µ− ν

}
.

Выберем коэффициенты γ1(t) и γ2(t) так, чтобы следующие функции:

1) γ1(t)α̂
β−2−ε1

2 (t),

2) γ2(t)α̂
−

1+ε2
2 (t),

3)
γ1(t)c(t)

b(t)

(
γ2(t)â(t)

b(t)

)β−3−ε3
2

(если µ > ν − 1) или c(t)

(
b(t)

γ1(t)

)
−

2+ε4
β−1

(если µ 6 ν − 1),

4)
γ1(t)d(t)

b(t)

(
γ2(t)â(t)

b(t)

)β−2−ε5
2

или d(t)

(
b(t)

γ1(t)

)
−

1+ε6
β−1

(если β > 2),

5)
γ2(t)

b(t)

(
γ2(t)â(t)

b(t)

)
−

ε7
2

или
γ2(t)

b(t)
,

6)
γ2(t)d(t)

b(t)

(
γ2(t)â(t)

b(t)

)
−

1+ε8
2

были ограниченными на интервале [0,+∞) при некоторых значениях ε1, . . . , ε8, удовлетво-

ряющих ограничениям:

max{0; β − 2} 6 ε1 6 β − 2µ

µ+ 1
, 0 6 ε2 6 min

{
1;

2k − µ− 1

µ+ 1

}
,

0 6 ε3 6 β − 1− 2(k − 1)

k + µ− ν
, 0 6 ε4 6 −2 +

(µ+ 1)(β − 1)

ν
,

max{0; β − 2} 6 ε5 6 β − 2 +
2

k + µ− ν
, 0 6 ε6 6 β − 2,

0 6 ε7 6 2− 2(µ+ 1)

k + µ− ν
, 0 6 ε8 6 min

{
1; 1− 2(µ− ν)

k + µ− ν

}
.
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Простейший анализ функций 1)–6) показывает, что всегда можно добиться их ограничен-

ности посредством выбора коэффициентов γ1(t) и γ2(t), то есть накладываемые условия

на параметры функции Ляпунова корректные.

Тогда, согласно леммам 1 и 2, для любых M1 ∈ (0, 1), M2 > 1 и M3 ∈ (0, 1) можно найти

δ > 0 и H > 0 такие, что оценки

M1

(
â(t)‖x‖µ+1 +

1

2
‖ẋ‖2

)
6 V (t,x, ẋ) 6M2

(
a(t)‖x‖µ+1 +

1

2
‖ẋ‖2

)
, (11)

V̇
∣∣
(1)

6 −M3

(
δγ2(t)â(t)(µ+ 1)‖x‖k+µ + δγ1(t)‖ẋ‖β+1 + b(t)‖x‖ν‖ẋ‖2

)
(12)

будут выполнены при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., если ‖x‖ < H , ‖ẋ‖ < H .

Учитывая (11), (12), получаем, что

V (τi + 0,x, ẋ) 6 κiV (τi − 0,x, ẋ), i = 1, 2, . . . , (13)

V̇
∣∣
(1)

6 −Mh(t)V 1+ρ(t,x, ẋ) при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . . , (14)

если ‖x‖ < H , ‖ẋ‖ < H1, где H1 = min{H; 1}, M — некоторая положительная постоянная,

ρ = (k − 1)/(µ+ 1),

κi =
M2

M1

max

{
a(τi + 0)

â(τi − 0)
; 1

}
, i = 1, 2, . . . ,

h(t) = min
{
γ2(t)â(t)a

−(1+ρ)(t); γ1(t)
}
.

Для любого значения t > 0 можно найти неотрицательное целое число k такое, что

τk 6 t < τk+1. В результате получаем кусочно-постоянную функцию k = k(t).
Построим вспомогательную функцию ψ(t) по следующим формулам:

ψ(t) =

∫ t

0

h(s) ds при t ∈ [0, τ1), (15)

ψ(t) =
k−1∑

i=0

∫ τi+1

τi

h(s) ds (κi+1 . . .κk)
−ρ +

∫ t

τk

h(s) ds при t > τ1. (16)

Отметим, что найденная функция h(t) кусочно-постоянна при t > 0. Обозначим для

краткости hi = h(t) при t ∈ [τi, τi+1), i = 0, 1, . . .. Тогда формулы (15), (16) можно перепи-

сать в более простом виде:

ψ(t) = h0t при t ∈ [0, τ1),

ψ(t) =
k−1∑

i=0

hi(τi+1 − τi) (κi+1 . . .κk)
−ρ + hk(t− τk) при t > τ1.

Также заметим, что a(τi + 0) = ai, â(τi − 0) = âi−1, i = 1, 2, . . ..

Теорема 1. Пусть оценки вида (11), (13), (14) построены для уравнения (1). Тогда если

ψ(t) → +∞ и â ρ(t)ψ(t) → +∞ при t → +∞, то положение равновесия x = ẋ = 0

уравнения (1) асимптотически устойчиво.

Доказательство теоремы 1 проводится по аналогии с доказательством теоремы 1 из [20].
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Пример 1. Рассмотрим скалярное уравнение

ẍ+ u(t)x2/3ẋ+ v(t)x3 = 0,

где t > 0, x ∈ R, а функции u(t) и v(t) кусочно-постоянны и положительны при t > 0.
Таким образом, здесь ν = 2/3, µ = 3, â(t) = a(t) = v(t)/4, c(t) = v(t), b(t) = d(t) = u(t).
Находим k = 7/3, β = 11/7, ρ = 1/3. Для установления оценок (11), (12) параметры γ1(t)
и γ2(t) достаточно выбрать в соответствии с неравенствами

0 < γ2(t) 6 min

{
v(t)

u(t)
; u(t); v1/2(t)

}
,

0 < γ1(t) 6 min

{
v3/14(t); γ

5/7
2 (t)

(
u(t)

v(t)

)2/7

;

(
γ2(t)u(t)

v(t)

)3/14
}
.

Предположим для определенности, что v(t) ≡ 1 при t ∈ [0,+∞); u(t) = ui = const > 3
при t ∈ [τi, τi+1), i = 0, 1, . . .. Таким образом, будем считать, что коэффициент при потенци-

альных силах в рассматриваемом уравнении сохраняет свое постоянное значение на всей

временной оси. В то же время коэффициент при диссипативных силах может переключаться

с одного постоянного значения на другое, причем множество всех этих значений ограни-

чено снизу положительной константой, но может быть неограниченным сверху (допуска-

ется доминирование диссипативных сил). В этом случае можно положить γ2(t) = u−1(t),
γ1(t) = u−3/7(t). Тогда получим h(t) = 3

√
4 u−1(t). Выберем κi = κ, i = 1, 2, . . ., где в каче-

стве κ можно взять любую константу, большую 1. Согласно теореме 1, для асимптотической

устойчивости положения равновесия x = ẋ = 0 рассматриваемого уравнения достаточно

выполнения предельного соотношения:

k−1∑

i=0

Ti
ui
κ

−(k−i)/3 → +∞ при k → +∞.

Здесь Ti = τi+1 − τi, i = 0, 1, . . .. Например, асимптотическая устойчивость будет гаранти-

рована, если

Tk
uk

→ +∞ при k → +∞,

т. е. если длины временных промежутков между точками разрыва коэффициента u(t) воз-

растают со скоростью, превышающей скорость роста самого данного коэффициента.

§ 5. Распространение результатов на более общий случай

В данном разделе статьи заменим предположение о кусочной постоянности относитель-

но переменной t функции Π(t,x) и компонент матрицы D(t,x) более общим предполо-

жением. Будем теперь считать, что функция Π(t,x) кусочно-непрерывно-дифференцируема

относительно переменной t и непрерывно-дифференцируема относительно переменной x;

компоненты матрицы D(t,x) кусочно-непрерывны относительно переменной t и непрерыв-

ны относительно переменной x.

Учитывая предположение 1, можно построить кусочно-непрерывную функцию e(t) та-

кую, что

∂Π(t,x)

∂t
6 e(t)‖x‖µ+1
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при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., x ∈ R
n. Здесь, как и ранее, через {τi}i=1,2,... обозначена

последовательность моментов времени, в которые функция Π(t,x) и/или матрица D(t,x)
терпят разрыв относительно переменной t.

Если e(t) 6 0 при всех t > 0, то тогда будут применимы все результаты, полученные

в предыдущих разделах статьи. В самом деле, также cконструируем функцию Ляпунова ви-

да (5) с кусочно-постоянными коэффициентами γ1(t), γ2(t). В качестве функций (2) в усло-

виях (3), (4) будем использовать кусочно-непрерывные функции. Опираясь на леммы 1 и 2,

снова придем к оценкам (13), (14). Построив функцию ψ(t) по формулам (15), (16), най-

дем условия асимптотической устойчивости с помощью теоремы 1. Кроме того, отметим,

что функции (2) можно огрубить на каждом из интервалов (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., положи-

тельными константами и тем самым свести их к рассмотренному ранее более простому

кусочно-постоянному виду. Такой подход будет уместен, если на указанных временных ин-

тервалах функции (2) меняются не слишком сильно.

Предположим теперь, что функция e(t) — знакопеременная на интервале [0,+∞). Най-

дем моменты времени, в которые функция e(t) меняет свой знак, и присоединим их к по-

следовательности {τi}i=1,2,.... Таким образом, далее без потери общности будем считать, что

на каждом из интервалов (τi, τi+1), i = 0, 1, . . ., функция e(t) сохраняет знак. Тогда вместо

оценки (14) получим оценку

V̇
∣∣
(1)

6 ω(t)V (t,x, ẋ)−Mh(t)V 1+ρ(t,x, ẋ) при t ∈ (τi, τi+1), i = 0, 1, . . . , (17)

если ‖x‖ < H , ‖ẋ‖ < H1, где

ω(t) = max

{
0;

e(t)

M1â(t)

}
,

а величины H , H1, M , M1, h(t), ρ определяются так же, как и в предыдущем разделе статьи.

Исследование устойчивости гибридных нелинейных систем на основе дифференциаль-

ных неравенств вида (17), полученных для используемых функций Ляпунова, проводилось

в работе [21]. Определим кусочно-постоянную функцию k = k(t) так же, как и в предыду-

щем разделе статьи. Следуя [21], построим функцию ψ̃(t) по формулам:

ψ̃(t) = e−ρJ(t)

∫ t

0

h(s) eρJ(s) ds при t ∈ [0, τ1),

ψ̃(t) = e−ρJ(t)

(
k−1∑

i=0

∫ τi+1

τi

h(s) eρJ(s) ds (κi+1 . . .κk)
−ρ +

∫ t

τk

h(s) eρJ(s) ds

)
при t > τ1.

Здесь J(t) =
∫ t

0
ω(s) ds.

Теорема 2. Пусть оценки вида (11), (13), (17) построены для уравнения (1). Тогда если

ψ̃(t) → +∞ и â ρ(t)ψ̃(t) → +∞ при t → +∞, то положение равновесия x = ẋ = 0

уравнения (1) асимптотически устойчиво.

Доказательство теоремы 2 проводится по аналогичной схеме, что и доказательство тео-

ремы 2 из [21].

Теорему 2 можно применять в случае, когда длины промежутков отрицательности

функции e(t) значительно превалируют над длинами промежутков неотрицательности этой
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функции. Также теорема 2 может оказаться полезной для исследования устойчивости ме-

ханических систем с затухающей скоростью изменения потенциальных сил (когда e(t) → 0
при t→ +∞).

Отметим, что если функция Π(t,x) непрерывно-дифференцируема относительно пере-

менной t > 0 (разрывов нет), то коэффициенты γ1(t) и γ2(t) при построении функции Ля-

пунова (5) целесообразно также искать в виде непрерывно-дифференцируемых при t > 0
функций. Тогда дифференцирование этой функции Ляпунова в силу уравнения (1) приведет

к появлению двух новых слагаемых

−δγ1′(t)‖ẋ‖β−1
x
T
ẋ, δγ2

′(t)‖x‖k−1
x
T
ẋ,

что вызовет в результате применения лемм 1 и 2 некоторое ужесточение ограничений,

накладываемых на выбор параметров k, β и коэффициентов γ1(t), γ2(t). Однако, в этом

случае функция Ляпунова станет непрерывной, и соответственно, можно будет положить

κi = 1, i = 1, 2, . . ., в неравенствах (13). Это значительно ослабит условия асимптотической

устойчивости, задаваемые теоремами 1 и 2.

§ 6. Заключение

Второй метод Ляпунова является основным методом анализа устойчивости решений

нелинейных систем. За последние десятилетия он активно развивался. Делались мно-

гочисленные попытки ослабить требования, предъявляемые к функциям Ляпунова. Ме-

тод успешно применялся не только к системам обыкновенных дифференциальных урав-

нений, но и к динамические системам более сложного вида, например, к разностным,

дифференциально-разностным или, вообще, к гибридным системам, сочетающим в себе

черты как непрерывного, так и дискретного поведения. Тем не менее, главной пробле-

мой, связанной с применением указанного метода, остается вопрос построения подходящей

функции Ляпунова для изучаемой системы. В настоящей работе был рассмотрен один класс

механических систем, имеющий важные практические приложения. Для него был предло-

жен способ построения функции Ляпунова, учитывающий возможность резкого изменения

параметров системы, их неограниченного роста или, напротив, постепенного исчезновения

с течением времени. Для нахождения условий асимптотической устойчивости использова-

лось сочетание метода функций Ляпунова с теорией дифференциальных неравенств.
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A nonlinear mechanical system, whose dynamics is described by a vector ordinary differential equation

of the Lienard type, is considered. It is assumed that the coefficients of the equation can switch from

one set of constant values to another, and the total number of these sets is, in general, infinite. Thus,

piecewise constant functions with infinite number of break points on the entire time axis, are used

to set the coefficients of the equation. A method for constructing a discontinuous Lyapunov function is

proposed, which is applied to obtain sufficient conditions of the asymptotic stability of the zero equilibrium

position of the equation studied. The results found are generalized to the case of a nonstationary Lienard

equation with discontinuous coefficients of a more general form. As an auxiliary result of the work,

some methods for analyzing the question of sign-definiteness and approaches to obtaining estimates for

algebraic expressions, that represent the sum of power-type terms with non-stationary coefficients, are

developed. The key feature of the study is the absence of assumptions about the boundedness of these

non-stationary coefficients or their separateness from zero. Some examples are given to illustrate the

established results.
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