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ЖИДКОСТИ С УПРУГОЙ МЕМБРАНОЙ

Исследованы нормальные колебания вязкой стратифицированной жидкости, частично заполняющей

произвольный сосуд и ограниченной сверху упругой горизонтальной мембраной. При этом рас-

сматривается скалярная модельная задача, отражающая основные особенности векторной простран-

ственной задачи. Получено характеристическое уравнение для собственных значений модельной

задачи, изучается структура спектра и асимптотика ветвей собственных значений. Высказываются

предположения о структуре спектра колебаний вязкой стратифицированной жидкости, ограниченной

упругой мембраной, для произвольного сосуда. Доказано, что спектр задачи дискретен, расположен

в правой комплексной полуплоскости симметрично относительно вещественной оси и имеет един-

ственную предельную точку +∞. Более того, спектр определенным образом локализован в правой

полуплоскости, зона локации зависит от динамической вязкости жидкости.
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Введение

Создание резервуаров большой емкости для хранения жидкости в сейсмоопасных рай-

онах и транспортировки жидких грузов требует тщательного анализа возможного резо-

нансного возбуждения волновых движений жидкости. Одним из средств ограничения ее

подвижности могут быть мембраны или пластинки, закрывающие свободную поверхность

жидкости. В связи с этим могут возникать сильные взаимодействия, часто приводящие

к пагубным последствиям, ставя под угрозу целостность системы [1]. Заметим, что ме-

ханические, тепловые и другие воздействия, как правило, вызывают разделение жидкости

на слои, имеющие разную плотность, что, в свою очередь, приводит к образованию внут-

ренних волн. Это обстоятельство обуславливает интерес к исследованию влияния страти-

фикации на собственные колебания гидроупругой системы.

К настоящему времени разработаны различные аналитические и численные подхо-

ды к изучению поведения мембраноподобных структур, взаимодействующих с жидко-

стью [2–19]. При этом в математической физики известны ряд методов опирающихся

на функциональный анализ и теорию операторов в абстрактных гильбертовых простран-

ствах. В качестве примера можно привести теорию квадратичных операторных пучков,

которая широко используется при исследовании различных задач механики и гидродинами-

ки, связанных с проблемой нормальных колебаний (см., например, [20–25]). Методами этой

теории удалось установить ряд чрезвычайно общих и тонких результатов относительно ха-

рактера нормальных колебаний и их спектра для некоторых классов задач математической

физики. Общие идеи этого метода можно найти, например, в двухтомной монографии [7,8].

Отметим отдельно работы [16, 26], где с позиции функционального анализа изучались

вопросы разрешимости линейных начально-краевых задач, структуры и характера спек-

тра нормальных колебаний однородной и многослойной идеальной жидкости с упругими

мембранами, а также цикл работ профессора Кононова Ю. Н. (см., например, [13, 15, 18]),
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где в линейной постановке рассматриваются различные ограничения жидкости мембрана-

ми в зависимости от геометрии сосуда. Для широкого круга параметров рассматриваемых

механических систем проведены численные исследования собственных частот, построены

приближенные решения рассматриваемых задач.

Если теория динамических свойств стратифицированной идеальной жидкости с упру-

гой мембраной к настоящему времени сравнительно хорошо разработана, то это нельзя

сказать о вязкой жидкости. Данная работа является продолжением работы [27], которая по-

священа проблеме малых колебаний вязкой стратифицированной жидкости в ограниченной

области с упругой мембраной на «свободной» поверхности. (Под «свободной» будем по-

нимать верхнюю границу жидкости. Поскольку мембрана все же является механическим

ограничителем движений жидкости, то этот термин используется в кавычках.) Были по-

лучены условия, при которых существует сильное по времени решение начально-краевой

задачи, описывающей эволюцию данной гидросистемы. Таким образом, целью настоящей

работы является изложение полученных результатов, относящихся к задаче о нормальных

колебаниях рассматриваемой гидросистемы.

Изложение в работе проведено по следующей схеме. После введения в параграфе 1

формулируются постановки как исходной начально-краевой задачи, так и ее операторная

формулировка, изложенные подробно в [27]. В параграфе 2 рассматривается скалярная мо-

дельная задача, отражающая основные особенности векторной пространственной задачи.

В параграфе 3 исследуется задача о нормальных колебаниях вязкой стратифицированной

жидкости в произвольном сосуде.

§ 1. Дополнительные сведения: постановка начально-краевой задачи, операторная
формулировка задачи

Пусть вязкая стратифицированная жидкость, плотность которой в состоянии покоя из-

меняется вдоль вертикальной оси, частично заполняет неподвижный сосуд и занимает в со-

стоянии покоя область Ω, ограниченную твердой стенкой S и горизонтальной границей Γ,

на которой находится упругая мембрана. Обозначим через ρm поверхностную плотность

мембраны, а через σ — величину ее предварительного растяжения. Считаем, что на грани-

це ∂Γ мембрана закреплена, то есть ее смещение равно нулю. Введем систему координат

Ox1x2x3, жестко связанную с сосудом, таким образом, что ось Ox3 направлена против дей-

ствия силы тяжести, а начало координат находится на Γ. Обозначим через ~n единичный

вектор, нормальный к ∂Ω и направленный вне Ω, через µ = const > 0 — коэффициент

динамической вязкости, а через ρ0 = ρ0(x3) — плотность жидкости в состоянии покоя.

Рассмотрим основной случай устойчивой стратификации жидкости по плотности:

0 < N2
min 6 N2(x3) 6 N2

max = N2
0 <∞, N2(x3) = −ρ−1

0 (x3)gρ
′

0(x3), ρ0(0) > 0, (1.1)

где N2(x3) — квадрат частоты плавучести (частоты Вейсяля–Брента).

Рассмотрим малые движения жидкости, близкие к состоянию покоя. Обозначим через

~u = ~u(t, x), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, поле скорости в жидкости, p = p(t, x) — отклонение поля

давлений от равновесного давления P0 = P0(x3), ρ = ρ(t, x) — отклонение поля плотности

от исходного поля ρ0(x3), а через ζ = ζ(t, x̂) ( x̂ = (x1, x2) ∈ Γ) — отклонение свободно

движущейся поверхности жидкости Γ(t) от Γ по нормали ~n. Тогда малые движения исход-

ной системы описываются следующей начально-краевой задачей (см. [27]):

∂~u

∂t
= ρ−1

0 (x3) (−∇p− gρ~e3 + µ∆~u) + ~f(x, t) (вΩ),

div ~u = 0 (вΩ),
∂ρ

∂t
+∇ρ0 · ~u = 0 (вΩ),

(1.2)
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µ

(
∂ui
∂x3

+
∂u3
∂xi

)
= 0 ( i = 1, 2; наΓ ),

∫

Γ

ζ dζ = 0, (1.3)

∂ζ

∂t
= un = ~u · ~n (наΓ), ζ = 0 (на ∂Γ), ~u = ~0 (наS), (1.4)

ρm
∂2ζ

∂t2
= σ∆2ζ − gρ0(0)ζ + p− 2µ

∂u3
∂x3

(наΓ). (1.5)

~u(x, 0) = ~u0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x) (x ∈ Ω), ζ(x̂, 0) = ζ0(x̂) (x̂ ∈ Γ). (1.6)

Отметим, что первое условие (1.3) основано на предположении о том, что слои вязкой жид-

кости свободно скользят вдоль мембраны, а второе условие — следствие условия сохранения

объема Ω при колебаниях системы. Соотношения (1.4) отражают соответственно кинема-

тическое условие на Γ, условие закрепления мембраны по контуру и условие прилипания

на твердой стенке S. Граничное условие (1.5) есть второй закон Ньютона, примененный

к элементу мембраны единичной площади. В начальный момент времени естественно счи-

тать заданными условия (1.6).

Для перехода к операторной формулировке задачи введем основные пространства и ряд

операторов (см. [27]).

Свяжем с функцией ρ0 = ρ0(x3) гильбертово пространство ~L2(Ω, ρ0) вектор-функций

со скалярным произведением

(~u,~v) :=

∫

Ω

ρ0(x3)~u(x) · ~v(x) dΩ.

Имеет место следующее ортогональное разложение:

~L2(Ω, ρ0) = ~J0(Ω, ρ0)⊕ ~G0,Γ(Ω, ρ0)⊕ ~Gh,S(Ω, ρ0),

где

~J0(Ω, ρ0) = {~v ∈ ~L2(Ω, ρ0) : div~v = 0 (вΩ), vn = 0 (на ∂Ω)} ,
~Gh,S(Ω, ρ0) = {~v ∈ ~L2(Ω, ρ0) : ~v = ρ−1

0 ∇p, vn = 0 (наS), ∇ · ~v = 0 (вΩ),

∫

Γ

p dΓ = 0},

~G0,Γ(Ω, ρ0) = {~w ∈ ~L2(Ω, ρ0) : ~w = ρ−1
0 ∇ϕ, ϕ = 0 (наΓ)}.

Наряду с введенными пространствами рассмотрим также гильбертово пространство

L2(Ω) скалярных функций со скалярным произведением:

(ϕ, ψ)L2(Ω) := g2
∫

Ω

[ρ0(x3)N
2(x3)]

−1ϕ(x) · ψ(x) dΩ

и гильбертово пространство L2(Γ) со скалярным произведением

(ξ, η)0 =

∫

Γ

ξ(x̂) · η(x̂) dΓ, x̂ ∈ Γ.

Из условия того, что
∫
Γ
ζ dΓ = 0 (см. (1.3)), получаем, что функция ζ(t, x̂) при каждом t

должна принадлежать гильбертовому пространству H0 := L2(Γ) ⊖ {1Γ} функций из L2(Γ),
которые ортогональны к функции 1Γ, тождественно равной единице.

Введем в пространстве H0 = L2,Γ := L2 (Γ)⊖ {1Γ} его оснащение в виде

H+ ⊂ H0 ⊂ H−, H+ = H1/2 (Γ) ∩H0 =: H
1/2
Γ , H− = (H+)

∗ =: H̃
−1/2
Γ .
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Здесь через H̃
−1/2
Γ обозначено пространство, сопряженное с H

1/2
Γ с центральным простран-

ством L2,Γ. В частности, H̃
−1/2
Γ состоит из тех элементов из H−1/2(Γ), которые продолжимы

нулем в классе H−1/2(∂Ω) (см., например, [28]).

Проектируя уравнения исходной начально-краевой задачи на введенные функциональ-

ные пространства, перейдем к задаче Коши для системы дифференциально операторных

уравнений, которые могут быть переписаны в виде (см. подробнее [27]):

Mdy

dt
+Ay = F , y(0) = y0, (1.7)

M =



I + ρmGγn 0 0

0 IH0
0

0 0 IL2(Ω)


, A =




µA σ1/2GB1/2 C
−σ1/2B1/2γn 0 0

−C∗ 0 0


, (1.8)

F = (~f0,S; 0; 0)
τ , y = (~u, η, ρ)τ .

Здесь ~u = ~u(t), η = η(t) = σ1/2B1/2ζ(t), ρ = ρ(t) — неизвестные функции со значениями

в ~J0,S(Ω, ρ0), H0 = L2(Γ)⊖{1Γ} и L2(Ω) соответственно, а индекс (. . .)τ означает операцию

транспонирования матрицы.

Для понимания дальнейших рассуждений отметим ряд фактов, доказанных в рабо-

те [27], относительно свойств операторов, входящих в (1.7) и (1.8).

1. Оператор B := PH0
BσPH0

(PH0
— ортопроектор на H0, Bσζ = −∆2ζ + σ−1gρ0(0)ζ ,

D(B) = {ζ ∈ H2(Γ) | ζ = 0 (∂Γ)} ∩ H0) — положительно определенный неограниченный

в H0 оператор с компактным положительным обратным оператором B−1.

2. Операторы C и C∗, связанные с наличием стратификации, взаимно сопряжены

и ‖C‖ = ‖C∗‖ 6 N0, где N0 определена в (1.1).

3. Оператор A−1 есть компактный и положительный, кроме того

D(A) ⊂ D(A1/2) = ~J1
0,S(Ω, ρ0) ⊂ ~J0,S(Ω, ρ0).

Отметим, что подпространство ~J0,S(Ω, ρ0) связано с кинетической энергией жидкости в от-

крытом сосуде, плотным множеством в нем является подпространство

~J1
0,S(Ω, ρ0) := {~u | div ~u = 0, ( вΩ ), ~u = ~0 (наS)}

функций с конечной скоростью диссипации энергии (см. подробнее, например, [8, c. 132]).

4. Оператор γn — оператор следа и G — оператор вспомогательной задачи (задача Зарем-

бы) взаимно сопряженные, где γn : ~J0,S(Ω, ρ0) → H̃
−1/2
Γ , G : H

1/2
Γ → ~Gh,S(Ω, ρ0).

5. Оператор M = diag(I + ρmGγn; I; I) из (1.8) является положительно определенным

неограниченным оператором, действующим в H = ~J0,S(Ω, ρ0)⊕H0 ⊕ L2(Ω), при этом

D(M) = {(~u; η; ρ)t ∈ H : ~u ∈ ~J1
0,S(Ω, ρ0), η ∈ H0, ρ ∈ L2(Ω)}.

6. Оператор A из (1.8) с областью определения

D(A) = {y = (~u; η; ρ)t ∈ H : ~u ∈ D(A) ∩ D(B1/2γn), B
1/2η ∈ H

1/2
Γ , ρ ∈ L2(Ω)}

является аккретивным оператором.

Произведем в уравнении (1.7) замену y(t) = etz(t). В результате получим уравнение

относительно z:

Mdz

dt
+ (A+ εI)z + (M− εI)z = e−tF , I := diag(0; IH0

; IL2(Ω)), (1.9)
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где число ε > 0 выбрано таким образом, что M− εI ≫ 0. Это возможно, так как M ≫ 0
в H. С операторным уравнением (1.9) ассоциируется уравнение с максимально аккретив-

ным оператором Aε = (A+ εI):

Mdz

dt
+Aεz + (M− εI)z = e−tF , (1.10)

где

D(Aε) = { (~u, η, ρ)t| ~u+ A−1/4Q∗

1η ∈ D(A), ~u ∈ D(B1/2γn), η ∈ D(B1/2) ∩H3/2(Γ) },

Aε =




I 0 0
−Q1A

−1/4 IH0
0

−Q2A
−1/4 0 IL2(Ω)


·



A 0 0
0 Y1 Q1A

1/2Q∗

2

0 Q2A
1/2Q∗

1 Y2


·



I A−1/4Q∗

1 A−1/4Q∗

2

0 IH0
0

0 0 IL2(Ω)


,

Q2 := C∗A−3/4, Q∗

2 = A−3/4C, Y1 := εIH0
+Q1A

1/2Q∗

1, Y2 := εIL2(Ω) +Q2A
1/2Q∗

2.

Применение метода операторных блок-матриц, а также общей теории абстрактных

дифференциально-операторных уравнений позволило доказать (см. [27]) теорему о сильной

разрешимости полученной задачи Коши. Затем путем выбора начальных условий из обла-

сти определения незамкнутого оператора A удается показать, что соответствующее решение

также лежит в области определения оператора A.

§ 2. Модельная задача

Рассмотрим решения однородной задачи (1.2)–(1.6), зависящие от t по закону exp(−λt):

~u(t, x) = ~u(x)exp(−λt), p(t, x) = p(x)exp(−λt), (2.1)

ρ(t, x) = ρ(x)exp(−λt), ζ(t, x̂) = ζ(x̂)exp(−λt), λ ∈ C,

где λ — комплексная частота колебаний, а ~u(x), p(x), ρ(x) и ζ(x̂) — искомые амплитудные

функции. Подставляем (2.1) в (1.2)–(1.6), приходим к задаче на собственные значения

λρ0~u = ∇p+ gρ~e3 − µ∆~u, (вΩ), div ~u = 0 (вΩ), ~u = ~0 (наS),

−λρ+∇ρ0 · ~u = 0 (вΩ), ζ = 0 (на ∂Γ),
(2.2)

µ

(
∂ui
∂x3

+
∂u3
∂xi

)
= 0 (i = 1, 2; наΓ), −λζ = ~u · ~n (наΓ),

ρmλ
2ζ = σ∆2ζ − ρ0gζ + p− 2µ

∂u3
∂x3

(наΓ),

∫

Γ

ζ dζ = 0. (2.3)

Для уточнения характера спектра в исследуемой проблеме рассмотрим двумерный част-

ный случай, когда Ω ⊂ R
2 является прямоугольной, то есть

Ω = {(x1; x2) ∈ R
2 | 0 < x1 < π, 0 < x2 < 1}.

Более того, будем считать, что жидкость однородна. В этом случае спектральная зада-

ча (2.2)–(2.3) формулируется следующим образом (ν — кинематическая вязкость)

λu = −ν∆u (вΩ), u(0, x2) = u(π, x2) = u(x1, 0) = 0, (2.4)

νλ
∂u

∂x2
+ σ

∂2u

∂x21
− gu− ρmλ

2u = 0 ( x2 = 1 ).
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Данная задача получается из (2.2)–(2.3), если поле ~u(x) заменить на скалярную функ-

цию u(x), давление принять равным нулю, убрать условие соленоидальности, убрать усло-

вие касательных напряжений, величину 2∂u3/∂x3 заменить на ∂u/∂x2 и, наконец, исклю-

чить ζ(x̂) путем замены −λζ = u (при x2 = 1). Отметим, что такой способ построения

модельной задачи был предложен С. Г. Крейном в работе [29] для вязкой однородной жид-

кости.

Лемма 1. При λ = 0 задача имеет лишь тривиальное решение: u ≡ 0. Все собственные

значения λ задачи (2.4) расположены в правой полуплоскости: Reλ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первая часть леммы очевидна. Из первого уравнения и граничных

условий (2.4) с помощью формулы Грина для оператора Лапласа получаем

λ

∫

Ω

|u|2 dΩ = −ν
∫

Ω

∆uu dΩ = ν

∫

Ω

|∇2u|2dΩ− ν

∫

Γ

∂u

∂x2
u dΓ =

= ν

∫

Ω

|∇2u|2dΩ− 1

λ

∫

Γ

(
gu− σ

∂2u

∂x21
+ ρmλ

2u

)
u dΓ =

= ν

∫

Ω

|∇2u|2dΩ− 1

λ

(
g

∫

Γ

|u|2 dΓ + σ

∫

Γ

∣∣∣∣
∂u

∂x1

∣∣∣∣
2

dΓ

)
− λρm

∫

Γ

|u|2 dΓ.

Иначе,

λ

(∫

Ω

|u|2 dΩ + ρm

∫

Γ

|u|2 dΓ
)
− ν

∫

Ω

|∇2u|2dΩ− λ

|λ|2

(
g

∫

Γ

|u|2 dΓ + σ

∫

Γ

∣∣∣∣
∂u

∂x1

∣∣∣∣
2

dΓ

)
,

а значит

Reλ =

ν

∫

Ω

|∇2u|2dΩ
∫

Ω

|u|2dΩ + ρm

∫

Ω

|u|2dΩ +

∫

Γ

(
gρ0|u|2 + σ

∣∣∣∣
∂u

∂x1

∣∣∣∣
2
)
dΓ

> 0.

�

Решение задачи (2.4) представим в виде ряда Фурье по {sin kx1}∞k=1 и рассмотрим лишь

одну гармонику:

u(x1, x2) = uk(x2) sin kx1, k ∈ N.

Тогда от (2.4) приходим к задаче

u′′k(x2) + cuk(x2) = 0, c := ν−1λ− k2, (2.5)

uk(0) = 0, νλu
′

k(1) +
(
−g − k2σ − ρmλ

2
)
uk(1) = 0.

Разыскивая решения задачи (2.5) в виде exp(βx2), получаем следующее характеристиче-

ское уравнение β2 + c = 0. Случаи c = 0 и c < 0 при естественных физических параметрах

приводят к тривиальным решениям. Таким образом, нетривиальное решение задачи (2.5)

(при c > 0) имеет вид

uk(x2) = sin
√
c x2, k ∈ N. (2.6)

Функция (2.6) удовлетворяет уравнениям и первому граничному условию, подставляя

ее во второе граничное условие, получаем уравнение

νλ cos
√
c ·

√
c =

(
g + k2σ + ρmλ

2
)
sin

√
c, k ∈ N. (2.7)
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Заметим, что для нетривиальных решений (2.6) задачи (2.5)
√
c 6= 0, а также cos

√
c 6= 0.

Действительно, если cos
√
c = 0, то sin

√
c = ±1, тогда из (2.7) приходим к противоречию

с утверждением леммы 1.

С учетом сказанного, перепишем уравнение (2.7) в виде

Pk(λ) = Qk(λ), k ∈ N, (2.8)

Qk(λ) =
νλ

g + k2σ + ρmλ2
, Pk(λ) =

tg
√
c√
c

= 2
∞∑

m=1

1

α2
m − c

= 2
∞∑

m=1

1

α2
m + k2 − ν−1λ

.

Здесь учитываем разложение функции tg z/z на простейшие дроби:

tg z

z
= 2 ·

∞∑

m=1

1

α2
m − z2

, αm = (m− 1/2)π, m ∈ N.

Сравнивая качественное поведение графиков функций Pk(λ) и Qk(λ), приходим к сле-

дующим выводам.

1. Уравнение (2.8) имеет при любом k ∈ N последовательность корней {λkm}∞k=1, λkm →
→ +∞ при m→ ∞, каждый корень λkm расположен на промежутке (λ̂km;λ

0
km), где λ̂km :=

:= ν(π2m2 + k2) — нули функции Pk(λ), т. е. те значения в которых sin
√
λ/ν − k2 = 0,

а λ0km = ν(π2(m + 1/2)2 + k2), т. е. точки в которых Pk(λ) имеет вертикальные асимптоты,

При m→ ∞ справедлива асимптотическая формула λkm = λ0km[1 + o(1)].
2. На промежутке (0;λ0k0), λ

0
k0 = ν(π2/4+k2) уравнение (2.8) может иметь либо не иметь

пару вещественных положительных собственных значений (графики Pk(λ) и Qk(λ) пере-

секаются или не пересекаются). Таким образом, кроме множества {λkm}∞m=1 существуют

еще две ветки собственных значений {λ±k0}∞k=1. Асимптотическое поведение при k → ∞
упомянутой пары определяется из квадратного уравнения

ρmλ
2 − νkλ+ (g + k2σ) = 0.

Таким образом, в зависимости от соотношений между физическими параметрами дан-

ной задачи указанные ветки имеют различных характер асимптотического поведения.

А именно: 1) если вязкость жидкости велика (ν2 > 4ρmσ), то собственные значения λ±k0
при больших k расположены на R+ и имеют асимптотическое поведение

λ±k0 =
ν ±

√
ν2 − 4ρmσ

ρm
k [1 + o(1)];

2) если вязкость жидкости достаточно мала (ν2 < 4ρmσ), то собственные значения λ±k0 при

больших k являются невещественными, расположены в правой комплексной полуплоско-

сти, имеют предельную точку λ = ∞ и асимптотически примыкают к двум прямым

Imλ = ±
√
4ρmσ − ν2

ν
Reλ.

§ 3. Задача о нормальных колебаниях в произвольном сосуде

Переход к квадратичному операторному пучку. Рассмотрим нормальные колебания

данной гидросистемы, то есть такие решения системы (1.10) при F ≡ ~0, для которых

z(t) = exp(−λt)z = exp(−λt)(~u; η; ρ)t.
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Это приведет нас к следующей спектральной задаче (c учетом констант µ и σ):

(1− λ)(I + ρmGγn)~u+ A(µ~u+ σ1/2A−1/4Q∗

1η) + Cρ = 0,

(1− λ)η = σ1/2B1/2γn~u, (1− λ)ρ = C∗~u.
(3.1)

Лемма 2. λ = 1 является бесконечнократным собственным значением, которому соот-

ветствует множество относительных состояний покоя стратифицированной жидкости:

~u = ~0, η = 0, ρ = ρ(x3) ∈ L2(xmin, xmax).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ = 1, тогда из (3.1) получим:

A(µ~u+ σ1/2A−1/4Q∗

1η) + Cρ = 0, σ1/2B1/2γn~u = 0, C∗~u = 0.

Используя данные соотношения, преобразуем следующее выражение:

0 =
(
A(µ~u+ σ1/2A−1/4Q∗

1η), ~u
)
+ (Cρ, ~u) =

(
µA1/2~u+ σ1/2A1/2A−1/4Q∗

1η, A
1/2~u

)
+

+ (ρ, C∗~u) = µ‖A1/2~u‖2 + σ1/2(η,Q1A
3/4~u) = µ‖A1/2~u‖2 + σ1/2(η,B1/2γ~u) = µ‖A1/2~u‖2.

Таким образом, поле скорости в вязкой жидкости равно нулю ~u = ~0. Дальнейшее дока-

зательство заключается в том, чтобы показать, что η = 0 и Cρ = P0,S(ρ
−1
0 gρ~e3) = 0,

то есть ρ−1
0 gρ~e3 имеет составляющую лишь в пространстве ~G0,Γ(Ω, ρ0). Докажем снача-

ла принадлежность ρ−1
0 gρ~e3 подпространству ~G(Ω, ρ0) = ~Gh,S(Ω, ρ0) ⊕ ~G0,Γ(Ω, ρ0). С этой

целью умножим скалярно

σ1/2A3/4Q∗

1η + Cρ = 0

на произвольную функцию ~w ∈ ~J0(Ω, ρ0):

(σ1/2A3/4Q∗

1η, ~w) + (Cρ, ~w) = (η, σ1/2B1/2γ ~w) + (Cρ, ~w) = (Cρ, ~w) = 0.

Отсюда следует, что Cρ ∈ ~G(Ω, ρ0), то есть ρ−1
0 gρ~e3 = ρ−1

0 ▽ϕ ∈ ~G(Ω, ρ0). Тогда

∂ϕ

∂x1
=

∂ϕ

∂x2
= 0, gρ =

∂ϕ

∂x3
.

Значит, ϕ = ϕ(x3) и ϕ = g
∫ x3

0
ρ(τ) dτ + ϕ(0).

Докажем теперь, что ρ−1
0 gσ~e3 ∈ ~G0,Γ(Ω, ρ0). Для произвольной функции ρ−1

0 ▽p ∈
∈ ~Gh,S(Ω, ρ0) имеем:

(ρ−1
0 ▽p, ρ−1

0 ▽ϕ) =

∫

Ω

ρ0 · ρ−1
0 ▽p · ρ−1

0 ▽ϕdΩ =

∫

∂Ω

ρ−1
0

∂p

∂n
ϕ dS −

∫

Ω

▽ · (ρ−1
0 ▽p)ϕdΩ =

=

∫

Γ

ρ−1
0

∂p

∂n
ϕ(0) dΓ = ϕ(0)

∫

Γ

ρ−1
0

∂p

∂n
dΓ = 0.

Таким образом, ρ−1
0 gρ~e3 ∈ ~G0,Γ(Ω, ρ0), то есть Cρ := P0,S(ρ

−1
0 gρ~e3) = 0. С учетом этого

свойства установим, что η = 0. Для произвольной ~ψ ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) получаем

(σ1/2A3/4Q∗

1η,
~ψ) = (η, σ1/2Q1A

−3/4 ~ψ) = (η,B1/2γn ~ψ) = 0,

так как B1/2γn ~ψ ∈ H
1/2
Γ которое плотно в H0, то из последнего равенства имеем η = 0. �
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Рассмотрим случай λ 6= 1, тогда исключая элементы η и ρ, приходим к спектральной

задаче с неограниченными операторными коэффициентами:

(1− λ)(I + ρmGγn)~u+ A
(
µ~u+ (1− λ)−1σ A−1/4Q∗

1B
1/2γn~u

)
+ (1− λ)−1CC∗~u = 0. (3.2)

Осуществим замену A1/2~u = ~v, а затем применим к обеим частям (3.2) (ограниченный)

оператор A−1/2. В результате получаем задачу вида

(
(1− λ)2A0 + (1− λ)µI + σ V ∗

1 BV1 + V ∗

2 V2
)
~v = 0, (3.3)

A0 := A−1 + ρmV
∗

1 V1, V1 := γnA
−1/2, V ∗

1 := A−1/2G, V2 := C∗A−1/2, V ∗

2 := A−1/2C.

Лемма 3. Оператор A0 = A−1 + ρmV
∗

1 V1 действующий в ~J0,S(Ω, ρ0), является компакт-

ным положительным оператором, имеющим асимптотику

λn(A0) = ρmλn(V
∗

1 V1)[1 + o(1)] = ρm

(
mesΓ

16π

)1/2

n−1/2 [1 + o(1)] (n→ ∞). (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко заметить, что оператор V ∗

1 V1 — неотрицателен. Кроме

того, как доказано (см., например, [8, c. 74]), оператор V1 = γnA
−1/2 : ~J0,S(Ω, ρ0) → L2,Γ ком-

пактен, а потому компактен и V ∗

1 V1. Далее, имеет место асимптотическая формула (см. [8,

c. 75])

λn(V
∗

1 V1) =

(
mesΓ

16π

)1/2

n−1/2 [1 + o(1)] (n→ ∞). (3.5)

Оператор A−1 является компактным положительным оператором, действующим в
~J0,S(Ω, ρ0) с асимптотическим поведением собственных значений (см., например, [8, c. 10]):

λn(A
−1) =

(
mesΩ

3π2

)2/3

n−2/3 [1 + o(1)] (n→ +∞). (3.6)

Далее, так как операторы V ∗

1 V1 и A−1 — вполне непрерывные самосопряженные неот-

рицательные операторы, то для ненулевых s-чисел справедливо:

sn(V
∗

1 V1) = λn(V
∗

1 V1) и sn(A
−1) = λn(A

−1). (3.7)

С учетом (3.5), (3.6) и (3.7) имеем:

lim
n→∞

n
1

2 sn(V
∗

1 V1) = lim
n→∞

n
1

2 λn(V
∗

1 V1) =

(
mesΓ

16π

)1/2

,

lim
n→∞

n
1

2 sn(A
−1) = lim

n→∞

n
1

2 λn(A
−1) = 0.

Таким образом (см., например, [30, c. 52]),

lim
n→∞

n
1

2 λn(V
∗

1 V1 + A−1) =

(
mesΓ

16π

)1/2

,

отсюда следует (3.4). �
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Лемма 4. Оператор BV1
:= V ∗

1 BV1 — неограниченный неотрицательный оператор, дей-

ствующий в ~J0,S(Ω, ρ0). Его ядро

KerBV1
= {~v ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) : γnA

−1/2~v = 0} =: ~N0(Ω, ρ0)

бесконечномерно, кроме того ортогональное дополнение ~M0(Ω, ρ0) := ~J0,S(Ω, ρ0)⊖ ~N0(Ω, ρ0)

также бесконечномерно. Оператор BV1
на ~M0(Ω, ρ0) положительно определен, а обрат-

ный к нему оператор B−1
V1

положителен и компактен, при этом

λn(B
−1
V1
) =

(
mesΓ

π

)1/2

n−1/2[1 + o(1)] (n→ ∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схема доказательства леммы аналогична рассуждениям на

стр. 194–196 монографии [8]. �

Лемма 5. Оператор V ∗

2 V2 = A−1/2CC∗A−1/2 — компактный оператор, действующий

в ~J0,S(Ω, ρ0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение леммы непосредственно следует из свойств опе-

раторов A−1/2, C и C∗. �

Переход к линейному операторному пучку. Для удобства дальнейших рассуждений

заменим спектральный параметр λ − 1 через λ̂ и тут же переобозначим λ̂ =: λ. С учетом

сказанного, перепишем задачу (3.3) в виде

(
λ2A0 − λµI + σ BV1

+ V ∗

2 V2
)
~v = 0. (3.8)

Лемма 6. Ненулевые собственные значения задачи (3.8) лежат в правой полуплоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для решений задачи (3.8) имеем

λ2‖A1/2
0 ~v‖2 − λµ‖~v‖2 + ‖B̃1/2

V ~v‖2 = 0, BV := σBV1
+ V ∗

2 V2,

таким образом,

Reλ =
µ‖~v‖2

‖A1/2
0 ~v‖2 + |λ|−2‖B1/2

V ~v‖2
> 0. (3.9)

�

Перейдем от операторного пучка (3.8) к линейному операторному пучку с ограничен-

ными операторными коэффициентами. Для этого (3.8) перепишем в виде

~v = λµ−1A0~v + σλ−1µ−1BV1
~v + λ−1µ−1V ∗

2 V2~v. (3.10)

Лемма 7. Задача (3.10) равносильна задаче

x = λAx, x = (~ζ, ~η)t ∈ ~J0,S(Ω, ρ0)⊕ ~M0(Ω, ρ0), (3.11)

A =

(
µ−1A0 µ−1A0P0

−µ−1P0A0 µK−1 − µ−1P0A0P0

)
, K−1 := (σBV1

+ V ∗

2 V2)
−1. (3.12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Осуществим в (3.10) следующие замены

~ζ = λµ−1A0~v, ~η = σ(λµ)−1BV1
~v + (λµ)−1V ∗

2 V2~v,

при этом ~ζ + ~η = ~v. Таким образом, приходим к системе уравнений

~ζ = λµ−1A0 (~ζ + ~η), ~η = σ(λµ)−1BV1
(~ζ + ~η) + (λµ)−1V ∗

2 V2 (
~ζ + ~η), (3.13)

где ~ζ ∈ ~J0,S(Ω, ρ0), ~η ∈ ~M0(Ω, ρ0) ⊂ ~J0,S(Ω, ρ0). Отметим, что для оператора BV1
выполне-

ны соотношения BV1
= P0BV1

= BV1
P0 = P0BV1

P0, где P0 — ортопроектор на ~M0(Ω, ρ0).
Далее, согласно лемме 4, оператор B−1

V1
является компактным и положительным оператором

в подпространстве ~M0(Ω, ρ0). Кроме того, оператор V ∗

2 V2 является ограниченным и неот-

рицательным (см. лемму 5). Следовательно, оператор K−1 := (σBV1
+ V ∗

2 V2)
−1 является

компактным. С учетом сказанного, из второго уравнения (3.13) имеем

λµK−1 ~η = P0
~ζ + ~η. (3.14)

Учитывая соотношение P0~η = ~η, из (3.13) и (3.14) получаем систему

~ζ = λ
(
µ−1A0

~ζ + µ−1A0P0~η
)
, ~η = λ

(
−µ−1P0A0

~ζ + µK−1~η − µ−1P0A0P0~η
)
. �

Лемма 8. Спектр задачи (3.11) дискретен, расположен в правой комплексной полуплос-

кости симметрично относительно вещественной оси и имеет единственную предельную

точку λ = ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как λ = 0 (см. обозначения перед (3.8) и лемму 2) не яв-

ляется собственным значением задачи (3.11), то после замены λ = ν−1 получаем задачу

на собственные значения для оператора A из (3.12). Все элементы матричного операто-

ра A являются компактными операторами, а потому спектр задачи Ax = νx дискретный.

Его ненулевые собственные значения конечнократны, а соответствующие корневые подпро-

странства конечномерны. Кроме того, оператор A имеет точку ν = 0 в качестве предель-

ного спектра и эта точка не является собственным значением для A. Действительно, если

Ax = 0, то из представления (3.12) имеем

µ−1A0
~ζ + µ−1A0P0~η = µ−1A0( ~ζ + P0~η ) = ~0,

−µ−1P0A0
~ζ + µK−1 − µ−1P0A0P0η = −µ−1P0A0( ~ζ + P0η ) + µK−1~η = ~0.

Подставляя первое уравнение во второе, имеем K−1~η = ~0, и так как K−1 > 0, то ~η = ~0.
Тогда из первого уравнения получаем A0

~ζ = ~0 и потому ~ζ = ~0, так как A0 > 0.
Таким образом, существует ветвь {νk(A)}∞k=1 ненулевых собственных значений опера-

тора A, образующая дискретный спектр с предельной точкой в нуле. Поэтому задача (3.11)

имеет дискретный спектр {λk}∞k=1 (λk = ν−1
k (A)) с предельной точкой λ = ∞.

Согласно свойству (3.9) все собственные значения λk расположены в правой комплекс-

ной полуплоскости. При этом, учитывая свойство самосопряженности операторного пучка

I − λµ−1A0 − (λµ)−1(σBV1
+ V ∗

2 V2)

задачи (3.10), получаем, что спектр задачи (3.11) симметричен относительно вещественной

оси. �
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О локализации спектра. Проведем ряд преобразований в задаче (3.11).

Лемма 9. Оператор, обратный к оператору A из (3.12), имеет вид

A−1 =

(
µA−1

0 − µ−1K −µ−1K
µ−1K µ−1K

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим уравнение Ay = y0, которое равносильно следую-

щей системе уравнений

µ−1A0
~ζ + µ−1A0P0~η = ~ζ0, −µ−1P0A0

~ζ + (µK−1 − µ−1P0A0P0) ~η = ~η0.

Из второго уравнения имеем µK−1~η = ~η0 + P0 (µ
−1A0

~ζ + µ−1A0P0η) = ~η0 + P0
~ζ0. Таким

образом, ~η = µ−1K (~η0 + P0
~ζ0). С учетом сказанного, из первого уравнения получаем

A0
~ζ = µ~ζ0 − A0P0~η = µ~ζ0 − µ−1A0P0K (~η0 + P0

~ζ0).

Применяя к последнему уравнению оператор A−1
0 , окончательно имеем

(
~ζ
~η

)
=

(
µA−1

0 − µ−1K −µ−1K
µ−1K µ−1K

)(
~ζ0
~η0

)
.

�

Перепишем задачу (3.11) в виде A−1x = λx, которое в матричной форме примет вид

(
µA−1

0 − µ−1K −µ−1K
µ−1K µ−1K

)(
~ζ
~η

)
=

=

(
µ1/2A

−1/2
0 − µ−3/2KA

1/2
0 −µ−1/2K1/2

µ−3/2KA
1/2
0 µ−1/2K1/2

)(
µ1/2A

−1/2
0 0

0 µ−1/2K1/2

)(
~ζ
~η

)
=

=

[(
µ1/2A

−1/2
0 0

0 µ−1/2K1/2

)
−
(
µ−3/2KA

1/2
0 µ−1/2K1/2

−µ−3/2KA
1/2
0 0

)]
·

·
(
µ1/2A

−1/2
0 0

0 µ−1/2K1/2

)(
~ζ
~η

)
= λ

(
~ζ
~η

)
.

Осуществим замену (
µ1/2A

−1/2
0 0

0 µ−1/2K1/2

)(
~ζ
~η

)
=

(
~m
~q

)
.

Применим к последнему уравнению (слева) оператор-матрицу

diag(µ−1/2A
1/2
0 ;µ1/2K−1/2),

в результате приходим к задаче

(I −M)z = λDz, z = (~m, ~q)t ∈ ~J0,S(Ω, ρ0)⊕ ~M0(Ω, ρ0), (3.15)

где D := diag(µ−1A0;µσ
−1K−1) является компактным положительным оператором, дей-

ствующим в ~J0,S(Ω, ρ0) ⊕ ~M0(Ω, ρ0), I — единичный оператор в указанной ортогональной

сумме пространств,

M :=

(
ε2M∗M εM∗

−εM 0

)
, M := K1/2A

1/2
0 , M∗ := A

1/2
0 K1/2, ε2 = µ−2 > 0.
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Лемма 10. Оператор M = K1/2A
1/2
0 , действующий из пространства ~J0,S(Ω, ρ0) в про-

странство ~M0(Ω, ρ0) ⊂ ~J0,S(Ω, ρ0), является ограниченным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим на элементах ~v ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) супремум отношения

‖M~v‖2~L2(Ω,ρ0)
/‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)

. Далее осуществим замену A
1/2
0 ~v = ~w и используя представления

операторов A0, K = σV ∗

1 BV1 + V ∗

2 V2 (см. подробнее обозначения после (3.3)), приходим

к следующему равенству:

‖M~v‖2~L2(Ω,ρ0)

‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)

=
σ‖B1/2γnA

−1/2 ~w‖2~L2(Ω,ρ0)
+ ‖C∗A−1/2 ~w‖2~L2(Ω,ρ0)

((A−1/2 + ρmA−1/4GγnA−1/4)−1A1/4 ~w,A1/4 ~w)~L2(Ω,ρ0)

.

Снова осуществляя замену A1/4 ~w = ~u, получаем

‖M~v‖2~L2(Ω,ρ0)

‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)

=
σ‖B1/2γnA

−3/4~u‖2~L2(Ω,ρ0)
+ ‖C∗A−3/4~u‖2~L2(Ω,ρ0)

((A−1/2 + ρmA−1/4GγnA−1/4)−1~u, ~u)~L2(Ω,ρ0)

. (3.16)

Отметим, что оператор B1/2γnA
−3/4 : ~J0,S(Ω, ρ0) → H0 является ограниченным, как и опе-

ратор C∗A−3/4 (доказательство см. [27]). Докажем, что оператор

A−1/2 + ρmA
−1/4GγnA

−1/4 : ~J0,S(Ω, ρ0) → ~J0,S(Ω, ρ0)

обратим, и для обратного оператора выполнено неравенство

(
(A−1/2 + ρmA

−1/4GγnA
−1/4)−1~v,~v

)
~L2(Ω,ρ0)

> k2‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)
, (3.17)

k2 := (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2)−1 > 0.

Так как операторы A−1/4G и γnA
−1/4 — взаимно сопряженные и ограниченные, то оператор

A−1/4GγnA
−1/4 = (A−1/4G) ·(γnA−1/4) ограничен и неотрицателен. Оператор A−1/2 положи-

телен, а значит и сумма A−1/2 + ρmA
−1/4GγnA

−1/4 является ограниченным положительным

оператором. Таким образом, данный оператор обратим.

Далее, для любого ~u ∈ ~J0,S(Ω, ρ0) имеем

((A−1/2 + ρmA
−1/4GγnA

−1/4)~u, ~u)~L2(Ω,ρ0)
= ‖(A−1/2 + ρmA

−1/4GγnA
−1/4)1/2~u‖2~L2(Ω,ρ0)

=

= (A−1/2~u, ~u)~L2(Ω,ρ0)
+ ρm‖γnA−1/4~u‖2~L2(Ω,ρ0)

6 (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2) · ‖~u‖2~L2(Ω,ρ0)
.

Пусть (A−1/2 + ρmA
−1/4GγnA

−1/4)1/2~u = ~v, тогда

‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)
6 (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2) · ‖(A−1/2 + ρmA

−1/4GγnA
−1/4)−1/2~v‖2~L2(Ω,ρ0)

=

= (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2) · ((A−1/2 + ρmA
−1/4GγnA

−1/4)−1~v,~v)~L2(Ω,ρ0)
,

откуда следует (3.17) с указанной константой k2.
Вернемся к (3.16). Из неравенства (3.17) следует оценка (на множестве гладких элемен-

тов ~v ∈ ~J0,S(Ω, ρ0))

‖M~v‖2~L2(Ω,ρ0)

‖~v‖2~L2(Ω,ρ0)

6

(
σ‖B1/2γnA

−3/4‖2 + ‖C∗A−3/4‖2
)
·
(
‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2

)
.
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Таким образом, оператор M ограничен в ~J0,S(Ω, ρ0) и

‖M‖ 6

[(
σ‖B1/2γnA

−3/4‖2 + ‖C∗A−3/4‖2
)
·
(
‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2

)]1/2
. (3.18)

�

С учетом доказанных свойств вернемся к задаче (3.15).

Лемма 11. Пусть выполнено условие ε‖M‖ < 1, тогда спектр задачи (3.15) расположен

в секторе {
λ ∈ C : tg |argλ| 6 l :=

ε ‖M‖
1− ε2 ‖M‖2

}
. (3.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим оператор M в следующем виде

M =

(
ε2M∗M 0

0 0

)
+ i

(
0 −iεM∗

iεM 0

)
=: MRe + iMIm,

где MRe и MIm — ограниченные (в силу ограниченности M, а значит, и M∗) самосопря-

женные операторы.

Пусть теперь λ0 ∈ C — собственное значение, а z0 6= 0 — собственный элемент зада-

чи (3.15). Из (3.15) имеем

‖z0‖2 − (MRez0, z0)− i(MImz0, z0) = (Reλ0 + iImλ0) ‖D1/2z0‖2.

Отделяя вещественную и мнимую части, получаем

‖z0‖2 − (MRez0, z0) = Reλ0 ‖D1/2z0‖2, |(MImz0, z0)| = |Imλ0| ‖D1/2z0‖2.

Так как ‖D1/2z0‖ 6= 0 и Reλ0 > 0, то получаем

tg |argλ0| =
|Imλ0|
Reλ0

=
|(MImz0, z0)|

‖z0‖2 − (MRez0, z0)
. (3.20)

Оценим числитель и знаменатель в (3.20)

|(MImz0, z0)| = ε | − i(M∗~q0, ~m0) + i(M~m0, ~q0)| 6 2ε ‖M‖ · ‖~m0‖ · ‖~q0‖ 6

6 2ε ‖M‖ ·
(
‖~m0‖2 + ‖~q0‖2

)
= 2ε ‖M‖ ‖z0‖2;

(MRez0, z0) = ε2(M∗M~m0, ~m0) = ε2 ‖M~m0‖2 6 ε2 ‖M‖2 ‖~m0‖2 6 ε2 ‖M‖2 ‖~z0‖2.
Так как по условию леммы ε ‖M‖ < 1, то отсюда получаем

‖z0‖2 − (MRez0, z0) > (1− ε2 ‖M‖2) · ‖z0‖2 > 0.

Используя полученные оценки, для любого собственного значения λ0 = Reλ0 + i Imλ0
из (3.20) имеем

tg |argλ0| =
|Imλ0|
Reλ0

6
ε ‖M‖

1− ε2 ‖M‖2 .

�

Из полученных утверждений получаем следующую итоговую теорему.
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Теорема 1. Задача о нормальных колебаниях вязкой стратифицированной жидкости

в сосуде, ограниченной упругой мембраной, имеет дискретный спектр, который распо-

ложен в правой полуплоскости симметрично относительно вещественной оси и имеет

единственную предельную точку λ = ∞. Если выполнено условие

µ >

[(
σ‖B1/2γnA

−3/4‖2 + ‖C∗A−3/4‖2
)
·
(
‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2

)]1/2
, (3.21)

то спектр задачи лежит в секториальной области

Θ(µ) := {λ ∈ C : Reλ > Reλ1(µ) > 0, tg |argλ| 6 s(µ)}, (3.22)

s(µ) :=
µ−1

[
(σ‖B1/2γnA

−3/4‖2 + ‖C∗A−3/4‖2) · (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2)
]1/2

1− µ−2(σ‖B1/2γnA−3/4‖2 + ‖C∗A−3/4‖2) · (‖A−1/2‖+ ρm‖γnA−1/4‖2) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 10 оператор M ограничен и допускает оцен-

ку (3.18). Если выполнено условие (3.21), то получаем неравенство ε‖M‖ < 1, следователь-

но, по лемме 11 спектр задачи лежит в области (3.19), а значит и (3.22). Согласно лемме 8,

а также из свойства Reλ > Reλ1(µ), где λ > Reλ1(µ) — первое (в порядке возрастания

по Reλ) собственное значение задачи, следуют все утверждения теоремы. �

Следствием теоремы является следующее утверждение: при увеличении вязкости µ угол

полураствора секториальной области Θ(µ) стремится к нулю, то есть спектр исследуемой

задачи приближается к вещественной оси.

§ 4. Заключение

В параграфе 2 рассмотрена скалярная модельная задача, отражающая основные особен-

ности векторной пространственной задачи. Получено характеристическое уравнение для

собственных значений модельной задачи, изучена структура спектра и асимптотика ветвей

собственных значений. А именно, установлено, что все собственные значения, кроме неко-

торого счетного подмножества, являются вещественными и положительными с предельной

точкой +∞. Выделенное счетное подмножество собственных значений при большой вяз-

кости также расположено на положительной полуоси, но имеет отличное асимптотическое

поведение: если вязкость мала, то это выделенное счетное подмножество асимптотически

примыкает к двум сопряженным полупрямым в правой комплексной полуплоскости. В па-

раграфе 3 исследована задача о нормальных колебаниях вязкой стратифицированной жид-

кости в произвольном сосуде. Удается установить, что спектр задачи дискретен, расположен

в правой комплексной полуплоскости симметрично относительно вещественной оси и име-

ет единственную предельную точку +∞. Удается также доказать, что спектр определенным

образом локализован в правой полуплоскости, зона локации зависит от динамической вяз-

кости жидкости.
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Normal oscillations of a viscous stratified fluid partially filling an arbitrary vessel and bounded above

by an elastic horizontal membrane are studied. In this case, we consider a scalar model problem that

reflects the main features of the vector spatial problem. The characteristic equation for the eigenvalues

of the model problem is obtained, the structure of the spectrum and the asymptotics of the branches of

the eigenvalues are studied. Assumptions are made about the structure of the oscillation spectrum of

a viscous stratified fluid bounded by an elastic membrane for an arbitrary vessel. It is proved that the

spectrum of the problem is discrete, located in the right complex half-plane symmetrically with respect

to the real axis, and has a single limit point +∞. Moreover, the spectrum is localized in a certain way in

the right half-plane, the location zone depends on the dynamic viscosity of the fluid.
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https://doi.org/10.1007/978-3-0348-8342-9

8. Kopachevsky N. D., Krein S. G. Operator approach to linear problems of hydrodynamics. Vol. 2:

not self-adjoint problems for a viscous fluid, Basel: Birkhäuser, 2003.
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