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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ФРИЗА ОТРИЦАТЕЛЬНОГО
ПОРЯДКА С САМОСОГЛАСОВАННЫМ ИСТОЧНИКОМ В КЛАССЕ
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В данной работе рассматривается уравнение Кортевега–де Фриза отрицательного порядка с самосо-

гласованным интегральным источником. Показано, что уравнение Кортевега–де Фриза отрицатель-

ного порядка с самосогласованным интегральным источником может быть проинтегрировано мето-

дом обратной спектральной задачи. Определена эволюция спектральных данных оператора Штурма–

Лиувилля с периодическим потенциалом, связанного с решением уравнения Кортевега–де Фриза

отрицательного порядка с самосогласованным интегральным источником. Полученные результаты

позволяют применить метод обратной задачи для решения уравнения Кортевега–де Фриза отрица-

тельного порядка с самосогласованным источником в классе периодических функций.
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В 1967 году в работе [1] американских ученых К. Гарднера, Дж. Грина, М. Круска-

ла и Р. Миуры была установлена интегрируемость уравнения Кортевега–де Фриза (КдФ)

в классе «быстроубывающих» по x функций с помощью метода обратной задачи рассеяния

для уравнения Штурма–Лиувилля.

С помощью обратной задачи для оператора Штурма–Лиувилля с периодическим потен-

циалом в работах [2–8] и др. показана полная интегрируемостъ уравнения КдФ в классе

конечнозонных периодических и квазипериодических функций.

В работах [9–12] было рассмотрено уравнение КдФ с самосогласованным источником,

в классе быстроубывающих функций, а в работе [13] изучено уравнение КдФ с самосо-

гласованным источником в классе периодических функций. Матричное уравнение КдФ

с самосогласованным источником в классе быстроубывающих функций было исследова-

но в работе [14].

В работе [15] с помощью метода обратной задачи было проинтегрировано уравнение

мКдФ с самосогласованным источником в классе периодических функций. Общее нагру-

женное уравнение КдФ с интегральным источником в классе быстроубывающих комплекс-

нозначных функций было исследовано в работе [16]. Изучению нелинейного уравнения

Шредингера и уравнению КдФ с нагруженным членом в классе периодических функций

посвящены работы [17,18].

Периодические решения дискретного модифицированного уравнения КдФ с самосогла-

сованным источником изучены в работе [19].

Эволюция данных рассеяния спектральной задачи, связанной с нелинейным эволюци-

онным уравнением Гарри Дима с самосогласованным источником интегрального типа, вы-

ведена в работе [20].

Большинство исследований, касающихся изучения интегрируемых уравнений с самосо-

гласованным источником, связаны с нелинейными эволюционными уравнениями положи-

тельного порядка.

https://doi.org/10.35634/vm220205
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Изучению уравнения КдФ отрицательного порядка посвящены работы [21, 22]. В част-

ности, J. M. Verosky [21] при изучении симметрий и отрицательных степеней рекурсивного

оператора получил следующее уравнение КдФ отрицательного порядка:
{

qt = px,

pxxx + 4qpx + 2qxp = 0.
(0.1)

S. Y. Lou [22] представил дополнительные симметрии, основанные на обратимом ре-

курсивном операторе системы КдФ, и, в частности, вывел уравнение КдФ отрицательного

порядка в следующем виде

qt = 2ppx, pxx+qp = 0 ⇔

(

pxx
p

)

t

+ 2ppx = 0. (0.2)

Изучение интегрируемых иерархий отрицательного порядка играют важную роль в тео-

рии остроконечных солитонов [23, 24]. В работе [25] изучена иерархия уравнения КдФ

отрицательного порядка, в частности, уравнений (0.1) и (0.2).

В работах [25–30] были изучены гамильтонова структура, бесконечное множество за-

конов сохранения, N -солитонные, квазипериодические волновые решения для уравнения

КдФ отрицательного порядка.

В данной работе метод обратной спектральной задачи применяется к интегрированию

уравнения КдФ отрицательного порядка с самосогласованным интегральным источником

в классе периодических функций.

Рассмотрим следующее уравнение КдФ отрицательного порядка с самосогласованным

источником






qt = 2ppx + 2

∫

∞

0

β(λ, t)s(π, λ, t) (ψ+(x, λ, t) · ψ−(x, λ, t))x dλ,

pq + pxx = 0,

t > 0, x ∈ R1, (0.3)

с начальным условием

q(x, t)|t=0 = q0(x),

p(x, t)|x=0 = p0(t),

где q0(x) и p20(t) — действительные функции, причем q0(x) — периодическая функция. Тре-

буется найти действительные функции q(x, t) и p2(x, t), которые π-периодические по пере-

менной x:

p2(x+ π, t) ≡ p2(x, t), q(x+ π, t) ≡ q(x, t), t > 0, x ∈ R1,

и удовлетворяют условиям гладкости:

q(x, t) ∈ C1
t (t > 0) ∩ C(t > 0),

p(x, t) ∈ C2
x(t > 0) ∩ C(t > 0).

(0.4)

Здесь β(λ, t) ∈ C ([0, ∞)× [0, ∞)) — заданная действительная функция, имеющая рав-

номерную асимптотику β(λ, t) = O
(

1
λ3

)

, λ → ∞, ψ±(x, λ, t) — решения Флоке (см. § 1)

уравнения Штурма–Лиувилля

L(t)y ≡ −y′′ + (−q(x, t))y = λ y, x ∈ R1, (0.5)

(нормированные условием ψ±(0, λ, t) = 1), а s(x, λ, t) — решение уравнения (0.5), удовле-

творяющее начальным условиям s(0, λ, t) = 0, s′(0, λ, t) = 1.
Цель данной работы — дать процедуру построения решения (q(x, t), p(x, t), ψ±(x, λ, t))

задачи (0.3)–(0.4) в рамках обратной спектральной задачи для оператора Штурма–Лиувилля

с периодическим коэффициентом.
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§ 1. Обратная спектральная задача

В этом пункте, для полноты изложения, приведем некоторые основные сведения, каса-

ющиеся обратной спектральной задачи для оператора Штурма–Лиувилля с периодическим

потенциалом (см. [31–37]).

Рассмотрим следующий оператор Штурма–Лиувилля на всей прямой

Ly ≡ −y′′ + (−q(x))y = λ y, x ∈ R1, (1.1)

где q(x) — действительная непрерывная π — периодическая функция.

Обозначим через c(x, λ) и s(x, λ) решения уравнения (1.1), удовлетворяющие началь-

ным условиям c(0, λ) = 1, c′(0, λ) = 0 и s(0, λ) = 0, s′(0, λ) = 1. Функция ∆(λ) =
= c(π, λ) + s(π, λ) называется функцией Ляпунова или дискриминантом Хилла для опе-

ратора Штурма–Лиувилля (1.1). Следующее утверждение составляет содержание теоре-

мы Флоке: при ∆2(λ)− 4 6= 0 уравнение (1.1) имеет два линейно независимых решения,

имеющих вид: ψ±(x, λ) = ρ
x

π

± · p±(x, λ), где p±(x, λ) — π-периодические функции по x,

и ρ± = (∆(λ) ∓
√

∆2(λ)− 4)/2; при ∆(λ) = 2 уравнение (1.1) имеет решение с перио-

дом π; при ∆(λ) = −2 уравнение (1.1) имеет решение с антипериодом π. Если положить

ψ±(0, λ) = 1, то

ψ±(x, λ) = c(x, λ) +
s′(π, λ)− c(π, λ)∓

√

∆2(λ)− 4

2s(π, λ)
s(x, λ). (1.2)

Эти решения принято называть решениями Флоке.

Спектр оператора (1.1) чисто непрерывный и совпадает со следующим множеством

E = {λ ∈ R1 : − 2 6 ∆(λ) 6 2} = [λ0, λ1]
⋃

[λ2, λ3]
⋃

. . .
⋃

[λ2n, λ2n+1]
⋃

. . . .

Интервалы (−∞, λ0), (λ2n−1, λ2n), n = 1, 2, . . . , называются лакунами. Здесь λ0, λ4k−1,

λ4k — собственные значения периодической задачи (y(0) = y(π), y′(0) = y′(π)), а λ4k+1,

λ4k+2 — собственные значения антипериодической задачи (y(0) = −y(π), y′(0) = −y′(π))
для уравнения (1.1).

Пусть ξn, n = 1, 2, . . . , — корни уравнения s(π, λ) = 0. Отметим, что ξn, n = 1, 2, . . . , сов-

падают с собственными значениями задачи Дирихле (y(0) = y(π) = 0) для уравнения (1.1),

кроме того выполняются следующие включения ξn ∈ [λ2n−1, λ2n], n = 1, 2, . . . .
Числа ξn, n = 1, 2, . . . , вместе со знаками σn = sign {s′(π, ξn)− c(π, ξn)}, n = 1, 2, . . . ,

называются спектральными параметрами задачи (1.1). Спектральные параметры ξn, σn,

n = 1, 2, . . . , и границы λn, n = 0, 1, 2, . . . , спектра называются спектральными данными

оператора (1.1). Восстановление коэффициента q(x) по спектральным данным называется

обратной спектральной задачей для оператора (1.1).

Спектр оператора Штурма–Лиувилля с коэффициентом q(x+ τ) не зависит от действи-

тельного параметра τ , а спектральные параметры зависят от τ : ξn(τ), σn(τ), n = 1, 2, . . . .
Спектральные параметры удовлетворяют следующей системе уравнений Дубровина

dξn
dτ

= 2(−1)n−1σn(τ)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)×

×

√

√

√

√

√

(ξn − λ0)
∞
∏

k=1

k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
, n > 1.



Г. У. Уразбоев, М. М. Хасанов 231

Система уравнений Дубровина и следующая формула следов

q(τ, t) = −λ0 −

∞
∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ, t))

дают метод решения обратной задачи.

§ 2. Основной результат

Основной результат настоящей работы заключается в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть (q(x, t), p(x, t), ψ±(x, λ, t)) — решение задачи (0.3)–(0.4). Тогда спектр

оператора (0.5) не зависит от параметра t, а спектральные параметры ξn(t), n = 1, 2, . . . ,
удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина:

ξ̇n = 2(−1)n+1σn(t)

{

1

2ξn
p2(0, t) +

∫

∞

0

s(π, λ, t)β(λ, t)

λ− ξn
dλ

}

×

×
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)×

√

√

√

√

√

(ξn − λ0)
∞
∏

k=1

k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
, n > 1,

(2.1)

где знак σn(t) меняется на противоположный при каждом столкновении точки ξn(t) с гра-

ницами своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные условия:

ξn(t)|t=0 = ξ0n, σn(t)|t=0 = σ0
n, n > 1, (2.2)

где ξ0n, σ0
n, n > 1, — спектральные параметры оператора Штурма–Лиувилля с коэффици-

ентом q0(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вводя обозначение

G(x, t) = 2

∫

∞

0

β(λ, t)s(π, λ, t) (ψ+(x, λ, t) · ψ−(x, λ, t))x dλ,

уравнение (0.3) можно переписать в виде

{

qt = 2ppx +G(x, t),
pq + pxx = 0.

(2.3)

Обозначим через yn(x, t), n = 1, 2, . . . , ортонормированные собственные функции за-

дачи Дирихле (y(0) = 0, y(π) = 0) для уравнения (0.5), соответствующие собственным

значениям ξn(t), n = 1, 2, . . . .
Дифференцируя по t тождество (L(t)yn, yn) = ξn, и используя симметричность опера-

тора L(t), имеем

ξ̇n = (Lẏn + (−qt)yn, yn) + (Lyn, ẏn) = (ẏn, Lyn) + (Lyn, ẏn) + ((−qt)yn, yn) =

= ξn((yn, yn))̇ + ((−qt)yn, yn) = −

∫ π

0

qt(x, t)y
2
n(x, t) dx.

(2.4)

Здесь (· , ·) — скалярное произведение пространства L2(0, π).
Подставляя (2.3) в (2.4) находим

ξ̇n = −2

∫ π

0

y2n(x, t)ppx dx−

∫ π

0

y2n(x, t)G(x, t) dx. (2.5)
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Интегрируя по частям первый интеграл в равенстве (2.5), имеем

2

∫ π

0

y2nppx dx =

∫ π

0

y2n d(p
2) = y2np

2
∣

∣

π

0
− 2

∫ π

0

yny
′

np
2 dx = −2

∫ π

0

yny
′

np
2 dx.

Из уравнения (0.5) вытекает следующее равенство

yn = −
1

ξn
(y′′n + qyn).

Используя эти тождества и второе уравнение (2.3), получим

2

∫ π

0

y2nppxdx =
1

2ξn
[(y′n)

2(π, t)− (y′n)
2(0, t)]p2(0, t). (2.6)

Теперь займемся вычислением второго интеграла в равенстве (2.5):

∫ π

0

G · y2ndx =

∫

∞

0

s(π, λ, t)β(λ, t)

{

2

∫ π

0

y2n · (ψ+ψ−)
′dx

}

dλ.

Интегрируя по частям, нетрудно видеть, что

2

∫ π

0

y2n · (ψ+ψ−)
′dx =

1

ξn − λ
· [(y′n)

2(π, t)− (y′n)
2(0, t)],

таким образом,

∫ π

0

G · y2ndx = [(y′n)
2(π, t)− (y′n)

2(0, t)] ·

∫

∞

0

s(π, λ, t)β(λ, t)

ξn − λ
dλ. (2.7)

Подставляя выражения (2.6) и (2.7) в (2.5) получим равенство

ξ̇n = [(y′n)
2(π, t)− (y′n)

2(0, t)]×

{

−
1

2ξn
p2(0, t)−

∫

∞

0

s(π, λ, t)β(λ, t)

ξn − λ
dλ

}

. (2.8)

Используя равенства

yn(x, t) =
1

cn(t)
s(x, ξn(t), t),

c2n(t) ≡

∫ π

0

s2(x, ξn(t), t)dx = s′(π, ξn(t), t)
∂s(π, ξn(t), t)

∂λ

имеем

(y′n)
2(π, t)− (y′n)

2(0, t) =
1

∂s(π,ξn(t),t)
∂λ

(

s′(π, ξn(t), t)−
1

s′(π, ξn(t), t)

)

.

Подставляя сюда выражение

s′(π, ξn, t)−
1

s′(π, ξn, t)
= σn(t)

√

∆2 (ξn(t))− 4,

получим

(y′n)
2(π, t)− (y′n)

2(0, t) =
σn(t)

√

∆2 (ξn(t))− 4
∂s(π,ξn(t),t)

∂λ

.

Здесь σn(t) = sign {s′(π, ξn(t), t)− c(π, ξn(t), t)}.
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Из разложений

∆2(λ)− 4 = 4π2(λ0 − λ)
∞
∏

k=1

(λ2k−1 − λ)(λ2k − λ)

k4
,

s(π, λ, t) = π
∞
∏

k=1

ξk(t)− λ

k2

следует, что

(y′n)
2(π, t)− (y′n)

2(0, t) = 2(−1)nσn(t)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)×

×

√

√

√

√

√

(ξn − λ0)
∞
∏

k=1

k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
.

(2.9)

Из (2.8) и (2.9) получим (2.1).

Теперь докажем независимость от t собственных значений λn, n = 0, 1, 2, . . . , перио-

дической и антипериодической задач для уравнения Штурма–Лиувилля (0.5). Аналогично

формуле (2.8) можно показать, что

λ̇n(t) =

∫ π

0

G(x, t)v2n(x, t) dx,

где vn(x, t) — нормированная собственная функция периодической или антипериодической

задачи для уравнения Штурма–Лиувилля (0.5). Учитывая вид функции G(x, t), и действуя

как прежде, получим λ̇n(t) = 0. Теорема доказана. �

Следствие 1. Если мы вместо q(x, t) рассмотрим q(x + τ, t), то собственные значения

периодической и антипериодической задачи не зависят от параметров τ и t, а собственные

значения ξn задачи Дирихле и знаки σn зависят от τ и t: ξn = ξn(τ, t), σn = σn(τ, t) = ±1,
n > 1. В этом случае, система (2.1) примет вид

∂ξn
∂t

= 2(−1)n+1σn(τ, t)

{

1

2ξn
p2(τ, t) +

∫

∞

0

s(π, λ, t, τ)β(λ, t)

λ− ξn
dλ

}

×

×
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)×

√

√

√

√

√

(ξn − λ0)
∞
∏

k=1

k 6=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
, n > 1.

(2.10)

Здесь

s(π, λ, t, τ) = π
∞
∏

k=1

ξk(t, τ)− λ

k2
.

Учитывая формулы следов

q(τ, t) = −λ0 −
∞
∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ, t)), (2.11)

p2(τ, t) = 2
∞
∑

k=1

∫ τ

0

∂ξk(s, t)

∂t
ds+ 2

∫

∞

0

β(λ, t)s(π, λ, t)dλ−

− 2

∫

∞

0

β(λ, t)s(π, λ, t) (ψ+(τ, λ, t) · ψ−(τ, λ, t)) dλ+ p20(t).

(2.12)
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Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (0.3)–(0.4). Действительно, обо-

значим через λn, n = 0, 1, 2, . . . , ξn(τ, t), σn(τ, t), n = 1, 2, . . . , спектральные данные задачи

−y′′ + (−q(x+ τ, t))y = λ y, x ∈ R1.

Найдем спектральные данные λn, n = 0, 1, 2, . . . , ξ0n(τ), σ
0
n(τ), n = 1, 2, . . . , для уравне-

ния

−y′′ + (−q0(x+ τ))y = λy, x ∈ R1.

Решаем задачу Коши ξn(τ, t) |t=0 = ξ0n(τ), σn(τ, t) |t=0 = σ0
n(τ) , n = 1, 2, . . . , для систе-

мы уравнений Дубровина (2.10). По формуле следов (2.11) находим решение q(x, t) зада-

чи (0.3)–(0.4), после чего из (1.2) определяем решения Флоке ψ±(x, λ, t), и затем из форму-

лы (2.12) определяем p2(x, t).
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In this paper, we consider the negative order Korteweg–de Vries equation with a self-consistent integral

source. It is shown that the negative-order Korteweg–de Vries equation with a self-consistent integral

source can be integrated by the method of the inverse spectral problem. The evolution of the spectral

data of the Sturm–Liouville operator with a periodic potential associated with the solution of the negative

order Korteweg–de Vries equation with a self-consistent integral source is determined. The obtained

results make it possible to apply the inverse problem method to solve the negative order Korteweg–de

Vries equation with a self-consistent source in the class of periodic functions.
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